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はじめに. 本稿の主な目的は, 複素上半空間上の正則保型形式を, 半単純 Lie群 SL(2,R)

およびアデール群GL(2,A)上の保型形式とみなす方法について解説することである. 正
則保型形式が離散系列表現 (やその極限)と呼ばれる SL(2,R)の無限次元表現を生成する
ことや, アデール群上の保型形式に対してHecke作用素がどのように定義されるかについ
ても説明する. ここで述べた内容を多変数の保型形式 (高階の半単純 Lie群, 代数群上の保
型形式)についてもある程度平行的に述べることができるが, 記号等の煩雑さを避けるた
め一変数の場合に絞って説明した.
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1 半単純Lie群上の解析の基本的な手法

この節では, G = SL(2,R)を例にとって, 半単純 Lie群上の解析の基本的な言語と道具に
ついて次節以降で必要になる事柄を中心にまとめる. Lie群論のごく基礎的な部分は既知
とする.

(1.1) Lie環による右微分. Gの Lie環 g = Lie(G) は

g := {X ∈ M(2,R) | exp(tX) ∈ G (∀t ∈ R)}
で与えられる. Xの Jordan標準形を考えればすぐにわかるように, det(exp(tX)) = etr(tX)

となるので, g = sl(2,R) := {X ∈ M(2,R) | trX = 0} である. G 上の複素数値 C∞級関
数の全体をC∞(G) であらわす. GのC∞(G)上への線形表現Rを右移動

[R(g)φ](g′) = φ(g′g), φ ∈ C∞(G), g, g′ ∈ G

で定める. これの微分表現として, R : g � X �→ R(X) ∈ EndC(C∞(G))を

[R(X)φ](g) =
d

dt |t=0
[R(exp(tX))φ](g)

=
d

dt |t=0
φ(g exp(tX)), g ∈ G, X ∈ g.

で定める. G 上の左不変ベクトル場 X̃ ∈ X (G)で X̃g=e = X を満たすものを X̃ ∈ X (G)

と書くと, R(X)φ = X̃φ であることに注意する.

1『ss2010 Arthur-Selberg trace formulae』Sept. 6th, 2010 10:20-12:40
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命題１. EndC(C∞(G)) において等式

R(X) ◦ R(Y ) − R(Y ) ◦ R(X) = R([X, Y ])

が任意のX, Y ∈ g に対して成立する.

Proof. GL(n,R)において, 同様の等式が成立することを示せば, SL(2,R) はGL(2,R)の
部分リー群であることから命題は従う ([Ma, p196-198]). 行列単位Ei,j ∈ M(n,R)に対応
するGL(n,R)上の左不変ベクトル場 Ẽi,jが

Ẽi,j =

n∑
k=1

xk,i
∂

xk,j

で与えられることに注意して,

[Ẽa,b, Ẽc,d] = δb,cẼa,d − δd,aẼc,b

を直接計算で確かめれば良い. �

右移動と同様にして,左移動L : G × C∞(G) → C∞(G)が

[L(g)φ](g′) = φ(g−1g′), φ ∈ C∞(G), g, g′ ∈ G

で定義される. その微分表現は

[L(X)φ](g) =
d

dt |t=0
φ(exp(−tX)g), g ∈ G, X ∈ g

で与えられる.

(1.2) 普遍展開環. gC := g ⊗ C を Lie環 gの複素化とする. R : g � X �→ R(X) ∈
EndC(C∞(G))をC-線型に拡張した写像もR : gC → EndC(C∞(G)) で表す. gCのテンソ
ル代数 TgC =

⊕
n≥0 g⊗n

C を, {X ⊗ Y − Y ⊗X − [X, Y ] | X, Y ∈ gC}で生成される両側イ
デアルで割って得られる結合的C-代数を U(gC) と記す：

U(gC) = T (gC)/〈X ⊗ Y − Y ⊗ X − [X, Y ] ∈ T (gC) | X, Y ∈ gC〉.
U(gC)を Lie環 gCの普遍展開環ないしは普遍包絡環 (unuiversal enveloping algebra)と呼
ぶ (注: 実簡約群の表現論では, U(gC)を単にU(g)と書く文献も多い). 次は比較的容易に
示される（対称テンソルの場合とほぼ同様であるので, 各自試みよ).

命題２.(Poincare-Birkoff-Wittの定理,略してP-B-W) {Xi | i = 1, 2, 3}を gC の任意のC-

基底とするとき, C-線型空間として

U(gC) =
⊕

k1,k2,k3≥0

CXk1
1 · Xk2

2 · Xk3
3

が成立する.

特に, gCは自然にU(gC)の部分線型空間と思える. 先の命題１によってR : g → EndC(C∞(G))

はC-algebraの準同型R : U(gC) → End(C∞(G)) に拡張することができる.

(1.3) Casimir element Ω�. 普遍展開環U(gC) の中心をZ(gC)で表す. Z(gC)に属する
Casimir elementと呼ばれる元 Ω� を構成しよう. gC の随伴表現 ad : gC → EndC(gC) を
ad(X)(Y ) := [X, Y ] で定める.
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問. これが確かに Lie環 gC の表現になっていること, すなわち

ad([X, Y ]) = ad(X) ◦ ad(Y ) − ad(Y ) ◦ ad(X), X, Y ∈ gC

であることを確かめよ.

gC 上の対称形式 B� : gC × gC → C を

B�(X, Y ) := tr(ad(X) ◦ ad(Y )), X, Y ∈ gC

で定める. B� を gCのKilling 形式という. 対称形式B� は非退化であることが容易にわか
る (一般に, 非退化なKilling 形式を持つLie環を半単純Lie環 (semi-simple Lie algebra)と
いう）. gC の基底 {Xi | 1 ≤ i ≤ 3}を一つ取り, {X i | 1 ≤ i ≤ 3}を条件B�(Xi, X

j) = δi,j

で定める (1 ≤ i, j ≤ 3).

定義-命題３. Ω� :=
∑3

i=1
Xi ⊗ X i ∈ U(gC) と置く.

(i) Ω� は gC の基底 {Xi | 1 ≤ i ≤ 3}の取り方によらない. Ω�を g の Casimir elementと
呼ぶ.

(ii) Ω� ∈ Z(gC) である.

(iii) Z(gC) は Ω�で生成される一変数多項式環である. すなわち, C[X] � f �→ f(Ω�) ∈
Z(gC) はC-algebraの同型を与える.

略証 (i) 非退化対称形式B� によって, gC との双対空間を同一視する. すると,

gC ⊗ gC
∼= gC ⊗ g∗

C
∼= End(gC)

を通じて,
∑3

i=1 Xi ⊗ X i と id�C が同一視されるので, Ω�が基底 {Xi | 1 ≤ i ≤ 3}の取り
方によらないことがわかる.

(ii) 直接計算でも容易に確かめられるが,次のようにしてもよい. 上の同型において, 左辺
へのAd ⊗ Adの作用は右辺において, F �→ Ad(g) ◦ F ◦ Ad(g−1) (F ∈ EndC(gC)) に対応
するから, Ω� はG-不変である. それを微分してやれば, X ·Ω� = Ω� ·X (X ∈ gC)を得る.

(iii) は上記 P-B-Wを用いて地道にやればできるであろうが,下の注意に述べる Harish-

Chandra同型の特別な場合と思ってもよい. �

注意. 一般の半単純 Lie環 gCでもCasimir elementが上と同じように定義されて, (i), (ii)

と同様のことが成立する. 一方, 一般の複素半単純 Lie環 gCについて, Z(gC) は Casimir

elementのみで生成されるとは限らないが, 有限生成C-代数であることが知られている.

その構造は, Harish-Chandra同型で記述される ([Wallach, 3.2.3]を参照).

gC = sl(2,C)の基底とし

h :=

(
1 0

0 −1

)
, e :=

(
0 1

0 0

)
, f :=

(
0 0

1 0

)
,

を取る. すると
[e, f ] = h, [h, e] = 2e, [h, f ] = −2f

が成立する.

問. B�(X, Y ) = 4tr(XY )であることを確かめよ.
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問. 8Ω� = h2 + 2(e · f + f · e) = h2 − 2h + 4e · f を確かめよ.

(1.4) Iwasawa分解と積分公式. Gの３つの部分群N , A, K を次で定義する:

N =
{
n(x) =

(
1 x

0 1

)
|x ∈ R

}
, A =

{
a(y) =

(√
y 0

0 1/
√

y

)
|y > 0

}
,

K =
{
r(θ) =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
|θ ∈ R

}
.

このとき次が成立する.

命題４. (Iwasawa分解, NAK分解) 次の掛算写像

N × A × K � (n, a, k) �→ nak ∈ G.

は微分同相写像である:

Proof. H = {z ∈ C | Im(z) > 0} を複素上半平面とする. GをHに一次分数変換

g〈z〉 :=
az + b

cz + d
, g =

(
a b

c d

)
, z ∈ H

で作用させる. z = x +
√−1y ∈ H に対して, gz = n(x)a(y) ∈ G と置けば gz〈

√−1〉 = z

が成立するのでこの作用は推移的である. また, StabG(
√−1) = K なので, 自然な全単射

G/K ∼= H を得る. したがって, 命題の掛算写像が全単射を与えることがわかる. これが
微分同相であることを見るには, 各点 (n, a, k)における微分写像が単射であることを確か
めればよい. より直接に, 命題の掛算写像の逆写像を書いてみて,それがC∞写像であるこ
とを確かめても良い. �

次にG上のHaar測度を, Iwasawa 分解に応じて変数分離して表そう.

命題５. (1) Gは unimodular である, すなわちGの左Haar測度 dgは右不変でもある.

(2) 次を満たす正の数C > 0 が存在する：∫
G

φ(g)dg = C ×
∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

0

dy

y

∫ 2π

0

dθ

2π
φ(n(x)a(y)r(θ))y−1, φ ∈ C∞

c (G).

略証 (Haar測度について基本的なことは岩波数学辞典を参照). (1) G 上の左Haar測度 dg

にたいして, G上の測度 drgを∫
G

f(g)drg =

∫
f(g−1)dg, f(g) ∈ C∞

c (G)

で定めると, これは G 上の右 Haar測度となる. dg = ΔG(g)drg によってGのmodular

function を定めると, ΔG : G → R×
+は準同型写像である. R×

+はアーベル群なのでΔG は
交換子群 [G, G] 上で自明である. 一方で, [G, G] = Gであるので, ΔG ≡ 1となって, Gは
unimodular であることがわかる.

(2) まず,関数 ρ : G → R×
+を∫

G

φ(g)dg =

∫
N

dn

∫
A

da

∫
K

dk φ(nak)ρ(nak), φ(g) ∈ C∞
c (G)
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で定める. ここで, dn, da, dk はそれぞれアーベル群 N , A, K 上の Haar測度を表す.∫
G

φ(g)dg =

∫
G

φ(ngk)dgが任意の (n, k) ∈ N×Kに対して成立するので, ρ(nak) = ρ(a),

(n, a, k) ∈ N × A × K となる. 一方,∫
G

φ(a(y)g)dg =

∫
N

dn

∫
A

da

∫
K

dk φ(a(y)na(y)−1a(y)ak)ρ(a)

=

∫
N

dn

∫
A

da

∫
K

dk φ(a(y)na(y)−1ak)ρ(a(y)−1a)

=

∫
N

dn

∫
A

da

∫
K

dk φ(nak)y−1ρ(a(y)−1a)

より y−1ρ(a(y)−1a) = ρ(a) がわかる. ここで, a = a(y)とすれば定理の公式を得る. �

系６. G/K上の商測度を dġ で表すと,∫
G/K

φ(gK)dġ =

∫ ∞

0

dy

y2

∫ ∞

−∞
dx φ(x +

√−1y), ∀φ(z) = φ(gK) ∈ L1(G/K)

が成立する.

(1.5) Casimir作用素. 次に Casimir元 Ω� の C∞(G/K)への作用を計算しよう. その前
に, Gの随伴表現 (Adjoint表現)について思い出しておこう. g ∈ GおよびX ∈ g に対
して

Ad(g)X =
d

dt |t=0
getXg−1

によって定義される群準同型Ad : G → GL(g)をGの随伴表現 (Adjoint表現)と呼ぶ. Ad

の微分表現が, ad であること,すなわち

d

dt |t=0
Ad(etX)(Y ) = [X, Y ], X, Y ∈ g

であることに注意する. Ad : G → GL(g)をGのC上の線型表現G → GL(U(gC)) に延
長したものも同じ記号Ad で表そう.

命題 7. 微分作用素R(Ω�) : C∞(G) → C∞(G) は部分空間 C∞(G/K) を保つ. また, 自然
な同一視C∞(G/K) ∼= C∞(H)の下で

8R(Ω�)φ(z) = 4y2
( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
φ(z), φ(z) ∈ C∞(H)

が成立する.

Proof. B�(Ad(g)Xi, Ad(g)Xj) = δi,j (g ∈ G) より,

Ad(g)(Ω�) =
3∑

i=1

Ad(g)(Xi) · Ad(g)(X i) = Ω�, ∀g ∈ G

が成立する. したがって

R(g) ◦ R(Ω�) = R(Ad(g)(Ω�)) ◦ R(g) = R(Ω�) ◦ R(g), ∀g ∈ G
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なので,特に g ∈ Kのときを考えれば前半が従う. R(Ω�) の表示を求めるために, Casimir

element Ω� を次の形に表しておく：

8Ω� = H2 + 2(X+ · X− + X− · X+) = H2 − 2H + 4X+X−.

ここで,

H :=

(
0 −√−1√−1 0

)
, X± :=

1

2

(
1 ±√−1

±√−1 −1

)
と置いた. 各整数m ∈ Zに対して,

C∞(G/K; m) := {φ ∈ C∞(G) | φ(gr(θ)) = e
√−1mθφ(g), ∀(g, r(θ)) ∈ G × K}

と置く. C∞(G/K) = C∞(G/K; 0) に注意する. H, X± ∈ gCのC∞(G/K; m)への作用を
計算しよう. まず,

[R(H)φ](g) = mφ(g), φ ∈ C∞(G/K; m)

はC∞(G/K; m)の定義から容易に出る. 次に, X+ を岩澤分解して計算してやると

[R(X+)φ](gz)

=[R(

(
1/2

−1/2

)
)φ](gz) +

√−1[R(

(
0 1

0 0

)
)φ](gz) +

1

2
[R(H)φ](gz)

=
d

dt |t=0
φ(n(x)a(yet)) +

√−1
d

dt |t=0
φ(n(x + ty)a(y)) +

m

2
φ(gz)

=
(
y

∂

∂y
+
√−1y

∂

∂x
+

m

2

)
φ(gz), ∀φ ∈ C∞(G/K; m), ∀z ∈ H

(1)

を得る. 同様にして

[R(X−)φ](gz) =
(
y

∂

∂y
−√−1y

∂

∂x
− m

2

)
φ(gz), ∀φ ∈ C∞(G/K; m), ∀z ∈ H

であることがわかる.

R(X±)φ ∈ C∞(G/K; m ± 2), ∀φ ∈ C∞(G/K; m)(2)

に注意すれば

8[R(Ω�)φ](gz) =4
(
y

∂

∂y
+
√−1y

∂

∂x
− 1
)(

y
∂

∂y
−√−1y

∂

∂x

)
φ(gz)

=4y2
( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
∀φ ∈ C∞(G/K)

(3)

となって,所望の結果を得る. �

2 半単純Lie群G = SL(2,R)上の保型形式

この節では，Harish-Chandra([Harish-Chandra])による保型形式の空間の定義をSL(2,R)

の場合に述べ, それが上半平面上の保型形式を拡張したものであることを説明する. さら
に, SL(2,R)の表現論から必要事項を準備した後,『正則保型形式が SL(2,R)の反正則離
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散系列表現を生成する』というGel’fand, Graev, Piatetski-Shapiroの reciprocityを解説す
る.

(2.1) 保型形式の空間. 正整数N ≥ 1 に対して,

Γ(N) :=
{
γ =

(
a b

c d

)
∈ SL(2,Z) | γ ≡ I2 (mod N)

}
で定義されるGの離散部分群 Γ(N) をレベルN の主合同部分群という. 適当な正整数N

に対して, Γ(N) ⊂ Γ ⊂ Γ(1) = SL(2,Z) を満たす離散部分群 Γを SL(2,Z)の合同部分群
という.

定義８. Γ ⊂ SL(2,Z) を合同部分群とする.

(1) G上のC∞-関数ϕ : G → C が次の (i)-(iv)を満たすとき, ϕ をG上の Γ に関する保型
形式 (automorphic form)である呼び,その全体をA(Γ\G) で表す.

(i) ϕ(γg) = ϕ(g), ∀(γ, g) ∈ Γ × G;

(ii) ϕ は右K-有限, すなわち, C-span{R(k)ϕ | k ∈ K}は有限次元C-線形空間である;

(iii) ϕ は Z(g)-有限, すなわち,

{R(ξ)ϕ | ξ ∈ Z(g)} = C-span{R(Ωm
� )ϕ | m ≥ 0};

は有限次元C-線形空間である;

(iv) ϕは緩増大である, すなわち, 次の不等式を満たす様なC > 0, M > 0 が存在する

|ϕ(g)| ≤ C||g||M , g ∈ G.

ここで, || · || : G → R×
+ は ||

(
a b

c d

)
|| := max{|a|, |b|, |c|, |d|}で定義される高さ関数

である.

(2) ϕ ∈ A(Γ\G)が,条件を∫
N∩δ−1Γδ\N

ϕ(δng)dn = 0, ∀δ ∈ Γ(1)

を満たすとき, ϕをG上のΓに関する尖点形式 (カスプ形式)と呼び,その全体をAcusp(Γ\G)

で表す.

注意. A(Γ\G) およびAcusp(Γ\G)はGの右移動Rに関して閉じていない (右K有限性が
保たれない). しかし, リー環 gおよび極大コンパクト部分群Kの作用では安定であり

R(k) ◦ R(X) ◦ R(k−1) = R(Ad(k)X), k ∈ K, X ∈ g

が成立する.このようなものを (g, K)-加群という（正確な定義は, [Wallach]等を参照).

次に, 上半平面H 上の正則保型形式および正則尖点形式の空間を導入し,それが上記のG

上の保型形式の空間およびカスプ形式の空間の部分空間とみなせることを説明する. ま
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ず, GL(2,R)+ := {g ∈ GL(2,R) | det(g) > 0}と置いて,保型因子 (automorphic factor)

j : GL(2,R)+ ×H → C× を

j(

(
a b

c d

)
, z) = cz + d

で定義する. 整数 k ∈ Z に対して, C∞(H) へのGL(2,R)+の右作用を

f |kg(z) := det(g)k/2j(g, z)−kf(g〈z〉), f ∈ C∞(H), g ∈ GL(2,R)+

で定める.

定義 9. Γ ⊂ SL(2,Z) を SL(2,Z)の合同部分群とする.

(1) 正則関数 f : H → C が次の２条件を満たすとき, f をH上の Γに関する正則保型形
式と呼び,その全体をMk(Γ) で表す.

(i) f |kγ = f ∀γ ∈ Γ;

(ii) 任意の δ ∈ Γ(1) に対して hδ > 0 が存在して

f |kδ(z) =
∑
n≥0

af(n; δ) exp

(
2π

√−1nz

hδ

)
という形に書ける.

(2) f ∈ Mk(Γ) がさらに次の条件

af (0; δ) = 0, ∀δ ∈ Γ(1)

を満たすとき, f を尖点形式 (あるいは, カスプ形式)と呼び, その全体を Sk(Γ) で表す.

上の定義の (ii)において n < 0 の項が現れないことも,条件の一部であることに注意し
よう. 定義８と定義９の関係は次の定理で与えられる.

定理 10. (1) f ∈ Mk(Γ)に対して, G上の関数 ϕf : G → C を

ϕf(g) := f |kg(
√−1) = j(g,

√−1)−kf(g〈√−1〉)
で定めると, ϕf ∈ A(Γ\G) である.

(2) f ∈ Mk(Γ)に対して, f ∈ Sk(Γ) であることと ϕf ∈ Acusp(Γ\G) である事とは同値で
ある.

Proof. (1) ϕf が定義における条件 (i)-(iv)を満たすことを確かめれば良い.

ϕf(γg) = f |kγg(
√−1) = f |kγ|kg(

√−1) = f |kg(
√−1) = ϕf(g), (γ, g) ∈ Γ × G

であるので, (i) は満たされる. また,

ϕf(gr(θ)) = e
√−1kθϕf(g), ∀g ∈ G, ∀r(θ) ∈ K,

より, ϕf は右K-有限である. 次に (iii) を確かめよう. 鍵となるのは, f ∈ C∞(H)に対し
て, ϕf を定理にあるように定めるとき,

(�) : R(X−)ϕf = 0 ⇔ f は正則関数
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であることである. これは, ϕf(gz) = yk/2f(z) および ϕf ∈ C∞(G/K; k) に注意すれば,

(2) より

[R(X−)ϕf ](gz) = −2
√−1yk/2+1∂f

∂z̄
(z)

となることから分かる. したがって,

R(Ω�)ϕf = R(H2 − 2H + 4X+X−)ϕ = R(H2 − 2H)ϕ = (k2 − 2k)ϕ

と計算され, ϕf がCasimir作用素R(Ω�)の固有関数であることがわかる. 最後に (iv)を確
かめる. 良く知られているように ∀g ∈ Gは

g = δgzr(θ), δ ∈ Γ(1), |Re(z)| ≤ 1/2, |z| ≥ 1, r(θ) ∈ K

と表すことができる. このとき　

ϕf(g) = e
√−1kθyk/2

∑
n≥0

af (n; δ) exp(2π
√−1nz/hδ)

となるが,　 C > 0, r > 0 が存在して y < C||g||r となるので, ϕf は緩増大であることが
分かる.

(2) δ ∈ Γ(1)に対して, N ∩ δ−1Γδ の生成元を n(hδ) とするとき,∫
N∩δ−1Γδ\N

ϕf(δn(x)a(y)r(θ))dx = hδ × af (0; δ) × e
√−1kθ

が成立することから従う. �

注意. f1(z), f2(z) ∈ Mk(Γ) の Petersson 内積を

〈f1, f2〉 :=

∫
Γ\G

ϕf1(g)ϕf2(g)dg =

∫
Γ\H

f1(z)f2(z)
dxdy

yk+2

で定義する. f1または f2の少なくとも一方は Sk(Γ)に属するとき, これは絶対収束するこ
とがわかる.

(2.2) SL(2,R)の表現論. 次節の準備として, G = SL(2,R)の表現論から基礎的な部分
をまとめておく. まず主系列表現を定義して, その可約点における部分加群として (反)正

則離散系列表現を導入する. Gの Borel部分群をB = {
(
∗ ∗
0 ∗

)
∈ G} で定義する. 指標

σ : {±1} → C×および ν ∈ C に対して,

I(σ, ν)

:=
{

φ ∈ C∞(G) | φ(

(
a ∗
0 a−1

)
g) = σ(a/|a|)|a|ν+1φ(g), ∀

(
a ∗
0 a−1

)
∈ B, ∀g ∈ G

}
と置く. I(σ, ν) は, Gの右移動による作用Rによって安定で, I(σ, ν)の自然な Fréchet位
相を与えると, 連続表現となる. この表現を πσ,ν であらわし, Gの主系列表現 (principal

series representaion)と呼ぶ. I(σ, ν)に計量

(φ1, φ2) :=

∫
K

φ1(k)φ2(k)dk, φ1, φ2 ∈ I(σ, ν)
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を導入しこれに関して完備化した Hilbert空間を L2-I(σ, ν) であらわす. Gの I(σ, ν)へ
の作用は, L2-I(σ, ν)上への連続な作用として延長される ([Wallach, 1.5.3 (1)]). また,

ν ∈ √−1Rのとき, これはGのユニタリ表現となる ([Wallach, 1.5.3 (2) ]). m ∈ Z に対し
て φ

(ν)
m ∈ C∞(G/K; m)を

φ(ν)
m (n(x)a(y)r(θ)) = e

√−1mθy(ν+1)/2,

で定める. I(σ, ν)の右K-有限部分を

I(σ, ν)K := {φ ∈ I(σ, ν) | φは右K-有限 }
で表すと,

I(σ, ν)K =
⊕

σ(−1)=(−1)m

Cφ(ν)
m ⊂ I(σ, ν) ⊂ L2-I(σ, ν)

となっている. I(σ, ν)KにはGは作用しないが (g, K)加群であり, I(σ, ν)およびL2-I(σ, ν)

の中で稠密である. K-有限部分 I(σ, ν)K は, Gの連続表現 I(σ, ν)や L2-I(σ, ν)の, いわば
「骨格」のみ取り出したものであると言ってもよいだろう. さて, I(σ, ν)Kの可約性に関して
は次の命題が成立する. Fk := Symk(C2), (k ≥ 0) を, Gの自然な２次元表現 (tautological

representation) C2の k次対称テンソル表現とする. Fk はGの唯一の (k + 1)-次元既約表
現である.

命題 11. (1) ν = k − 1, σ = sgnk (k ≥ 2, k ∈ Z)のとき,

D+
k :=

⊕
m≥k, m≡k (mod 2)

Cφ(k−1)
m , D−

k :=
⊕

m≤−k, m≡k (mod 2)

Cφ(k−1)
m ,

と置くと, これらは I(σ, k − 1)K の既約な (g, K)-部分加群である. また, 商 (g, K)-加群
I(σ, k − 1)K/D+

k ⊕ D−
k は既約な (g, K)-加群であり, Fk−2 に同型である.

(2) ν = 1 − k, σ(−1) = (−1)k (k ≥ 2, k ∈ Z)のとき,
⊕

|m|≤k−2,m≡k (mod 2) Cφm は Fk−2

に同型な (g, K)-部分加群であり, 商 (g, K)-加群 I(σ, ν)/Fk−2はD+
k ⊕D−

k に同型である.

(3) ν = 0, σ = sgn (i.e. σ(−1) = (−1)) のとき,

D+
1 :=

⊕
m≥1, m≡1 (mod 2)

Cφ(0)
m , D−

1 :=
⊕

m≤−1, m≡1 (mod 2)

Cφ(0)
m ,

と置けば,これらは I(σ, k − 1)K の既約な (g, K)-部分加群であり,次の直和分解がある:

I(sgn, 0) = D+
1 ⊕ D−

1 .

(4) 上記３つの場合以外では, I(σ, ν)K は既約な (g, K)-加群である.

注意. (i) 上の命題の (1), (2) は次の完全列として書ける：

0 → D+
k ⊕ D−

k → I(sgnk, k − 1) → Fk−2 → 0;

0 → Fk−2 → I(sgnk, 1 − k) → D+
k ⊕ D−

k → 0.

(ii) D+
k (resp. D−

k ) (k ≥ 2) は Blattner parameter k (resp. −k)の離散系列表現と呼ばれ
る. D+

1 (resp. D−
1 ) は離散系列表現の極限と呼ばれる. D+

1 およびD−
1 はすでに導入した計

量によって完備化すればGの既約ユニタリ表現を与える. また k ≥ 2 のときにも, D+
k お

よび D−
k は別の計量によって完備化することでGの既約ユニタリ表現となる.
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(iii) SL(2,R)の既約認容表現の (g, K)-加群レベルでの分類, SL(2,R)の既約ユニタリ表
現の分類は, [Wallach, 5.6]を参照せよ. 拙著 [Mo]およびそこに引いてある文献も参照.

Proof. φ
(ν)
m への gCの基底の作用を書くと,

πσ,ν(H)φ(ν)
m = mφ(ν)

m , πσ,ν(X±)φ(ν)
m =

ν + 1 ± m

2
φ

(ν)
m±2

である. 実際,

πσ,ν(H)φ(ν)
m (r(θ)) = −√−1

d

dt |t=0
φ(ν)

m (r(θ + t)) = mφm(r(θ))

より始めの式が成り立つ. 次に, (3)より適当な複素数 c±(ν)を用いて

πσ,ν(X±)φ(ν)
m = c±(ν)φ

(ν)
m±2

となることが分かる. c±(ν) は (1), (2)より

c±(ν) = [πσ,ν(X±)φ(ν)
m ](I2) =

1

2
(ν + 1 ± m)

と計算される. 命題は, これよりすぐにわかる. �

D+
k (k ≥ 1) とVerma加群との関係を見ておく. gC の subalgebra b̄ を b̄ := CH ⊕CX−

で定義する. μ ∈ C を任意に取り, 1次元数ベクトル空間Cに b̄をH · 1 = μ, X− · 1 = 0 で
作用させて b̄-加群とみたものをCμで表す. 係数拡大によりgC-加群V (μ) := U(g)⊗U(�̄)Cμ

が得られるが, これをVerma加群と呼ぶ.

補題 12. k ≥ 1 とするとき, 写像 V (k) � ξ ⊗ 1 �→ ξ · φk ∈ D+
k は gC-加群としての同型を

与える. 特に, V (k) は既約である.

Proof. 写像がwell-definedなことをいえば,あとは容易である. �

注意. 斜交群 Sp(n,R) やユニタリ群 U(m, n)に対しても,正則離散系列表現が定義され
る. それらは（少なくともパラメータが十分に regularであるという条件下で）generalized

Verma 加群と同型となる. Casimir作用素の固有値に着目した巧みな証明を [Garrett]に
見ることができる ([Garrett]では,正則離散系列表現を含む少し広いクラスの表現を扱っ
ているが,ちょっとした言葉の誤用で,それらすべてを正則離散系列表現と呼んでいる).

(2.3) G-G-PS の reciprocity

定理 13. Aholo
k (Γ\G) := {ϕf | f ∈ Mk(Γ)} と置く. Ψ ∈ Hom�,K(D+

k ,A(Γ\G))に対して,

Ψ(φk) ∈ Aholo
k (Γ\G)である. この対応は,次の同型写像を定める:

Hom�,K(D+
k ,A(Γ\G)) ∼= Aholo

k (Γ\G)(∼= Mk(Γ))

Hom�,K(D+
k ,Acusp(Γ\G)) ∼= Aholo

k (Γ\G) ∩Acusp(Γ\G)(∼= Sk(Γ))

Proof. まず, 定理 10の証明からわかるように

Aholo
k (Γ\G) = {ϕ ∈ A(Γ\G)|R(r(θ))ϕ = e

√−1kθϕ, R(X−)ϕ = 0}
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であることに注意する. Ψに対して, ϕ(g) ≡ ϕΨ(g) := Ψ(φk)(g) ∈ A(Γ\G) と置くと,

ϕ(gr(θ)) = [R(r(θ))Ψ(φk)](g) = Ψ(D+
k (r(θ))φk)(g) = Ψ(e

√−1kθφk)(g) = e
√−1kθϕ(g)

[R(X−)ϕ](g) = 0

より, ϕ は Aholo
k (Γ\G)に属することがわかる. 逆に, ϕf ∈ Aholo

k (Γ\G)(∼= Mk(Γ)) を取り,

U(gC)ϕf ⊂ A(Γ\G)を考える. すると, テンソル積の普遍性から V (k)から U(gC)ϕf へ全
射が存在する. ところが補題 12よりV (k)は既約なのでこれは同型D+

k
∼= V (k) ∼= U(gC)ϕf

を与える. �

定理 13は, A(Γ\G) (resp. Acusp(Γ\G)) は, dimC Mk(Γ)個 (resp. dimC Sk(Γ) 個) の
D+

k の直和を部分表現 (部分 (g, K)-加群)として含み,各直和因子の最低ウエイトベクトル
の集合がMk(Γ)(resp. Sk(Γ)) の一つの基底を与える,ということを主張している. これ
は Gel’fand-Graev-Patetski-Shapiroの相互律 (あるいは双対性)と呼ばれる. この見方に
よって,半単純 Lie群の（無限次元）表現の手法を用いることができ,仮に正則保型形式
f ∈ Mk(Γ) に考察対象を限ったとしても,さまざまな点で話の見通しがよくなることがあ
る. その実例はこの報告集の中にも多く見出されるであろう.

注意. (2.1)の末尾で注意したように,　 f ∈ Mk(Γ) はカスプ形式ならば ϕf は L2(Γ\G)

に属するが, 実はその逆も成立する. すなわち, Aholo
k (Γ\G) ∩ L2(Γ\G) = Aholo

k (Γ\G) ∩
Acusp(Γ\G) ∼= Sk(Γ) が成立する (証明は久保田富雄「数論論説」第５章に書いてある. あ
るいはより一般的な結果 [Wallach-2]からも従う). したがって

HomG(D+
k , L2(Γ\G)) ∼= Sk(Γ)

が成り立つ.

(2.4) (�) の別証明. 上では計算によって示したが, 任意の有界対称領域 (=Hermite対
称空間)に対して適用出来る方法も説明しておこう. なお, Hermite対称空間については,

[Helgason1, Ch. 8]を参照.

準備１：単位円盤モデル (有界対称領域)への移行 :

GL(2,C)の射影直線P1(C) への一次分数変換による作用を

GL(2,C) ×P1(C) � (g, z) �→ g〈z〉 ∈ P1(C)

で表す. 命題４の証明中に定義したGのH への作用は, 勿論これの制限となっている.

G′ :=SU(1, 1) = cGGc−1
G = {

(
α β

β̄ ᾱ

)
| |α|2 − |β|2 = 1} ⊂ GC = SL(2,C),

cG :=

(
1 −√−1

−√−1 1

)
∈ GL(2,C)

とおき, その部分群K ′をK ′ = cGKc−1
G =

{(α 0

0 α−1

)
| |α| = 1

}
で定める. g′

C のC上の

基底として

X ′
+ := Ad(cG)X+ X ′

− := Ad(cG)X+, H ′ := Ad(cG)H
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が取れる. G′ は Δ := {w ∈ C | |w| < 1} に推移的に作用して, G′/K ′ ∼= Δとなる.

j : GL(2, C) × C → Cを

j(

(
a b

c d

)
, z) = cz + d

と拡張しておく. C∞-関数 f : H → Cに対して, F = Ff : Δ → C を

Ff(w) := j(c−1
G , w)−kf(c−1

G 〈w〉)
で定め, さらに φF : G′ → C を,

φF (g′) := j(g′, 0)−kF (g′〈0〉)
で定義する. すると, ϕf : G → C を定理 10のように定めるとき

j(cG,
√−1)kϕf(g) = φF (cGgc−1

G ), g ∈ G

が成立する. したがって, (�)を示すためには, F ∈ C∞(Δ)に対して

(�) : F は正則関数⇔ R(X ′
−)φF = 0

を証明すれば良い.

準備２：Borel埋め込みと保型因子

複素リー群GCの部分群 P ′
+, K ′

C, P ′
−を

P ′
+ := exp(CX ′

−) = {
(

1 x

0 1

)
| x ∈ C}, K ′

C := exp(CH ′) = {
(

α 0

0 α−1

)
| α ∈ C},

P ′
− := exp(CX ′

−) = {
(

1 0

x 1

)
| x ∈ C},

で定める. 次は容易に確かめられる：

補題 14. (i) 掛算写像P ′
+ ×K ′

C ×P ′
− → GC はその像P ′

+K ′
CP ′

−への双正則写像である. ま

た, P ′
+K ′

CP ′
− =

{(α β

γ δ

)
∈ GC | δ �= 0

}
はGC の開部分集合である.

(ii) G′ ⊂ P ′
+K ′

CP ′
+.

(iii) G′ ∩ K ′
CP ′

− = K ′.

この補題により,

G′/K ′ ↪→ P ′
+
∼= P ′

+K ′
CP ′

−/K ′
CP ′

− ↪→ GC/K ′
CP ′

− ∼= P1(C)

なる写像が引き起こされる (Borel埋め込み). これによってG′/K ′に自然に複素構造が導
入される. また, 分解

g′ =

(
α β

β̄ ᾱ

)
=

(
1 g′〈0〉
0 1

)(
j(g′, 0)−1 0

0 j(g′, 0)

)(
1 0

ᾱ−1β̄ 1

)
(4)

によって保型因子が自然に現れることに注意しよう (保型因子の値 j(g′, w) (g′ ∈ G, w ∈ Δ)

は, その性質から j(g′, 0)だけで決まることに注意). ここで, ２つ補題を準備する.

補題 15. g′K ∈ G′/K ′ における複素化された接空間 Tg′K(G′/K ′) ⊗R Cにおいてその反
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正則部分はCLg∗X ′
− で与えられる.

Proof. G′のG′/K ′への作用は双正則なので, g = eのときに示せば良いが, それはG′/K ′

への複素構造の入れ方を考えれば自明である. �

補題 16. 写像 j̃ : P ′
+K ′

CP ′
− → C×を

j̃(g′) := j(g′, 0) = δ, g′ =

(
α β

γ δ

)
で定める. このとき, j̃は右 P ′

−不変な正則関数である.

Proof. 　これは (4)の分解より自明である.　 �

(�)の証明 以上の準備の下で, (�)を証明しよう. 定義にしたがって計算してやれば

[R(X ′
−)φF ](g′)

=
d

dt |t=0

{
φF (g′ exp(tRe(X ′

−))) +
√−1φF (g′ exp(tIm(X ′

−)))
}

=
d

dt |t=0

{
j̃(g′ exp(tRe(X ′

−))−k +
√−1 j̃(exp(tIm(X ′

−))−k
}

F (g′〈0〉)

+ j̃(g′)−k d

dt |t=0

{
F (g′ exp(tRe(X ′

−)〈0〉)) +
√−1F (g′ exp(tIm(X ′

−)〈0〉))
}

=
d

dt |t=0

{
j̃(g′ exp(tX ′

−))−k
}
F (g′〈0〉) + j̃(g′)−kR(X ′

−)
[
G′ � g′ �→ F (g′〈0〉) ∈ C

]
となる. 最後の等式で j̃ が正則関数であることを用いた. 補題 16より j̃(g′ exp(tX ′

−)) は
t ∈ Rによらず一定なので, 結局

[R(X ′
−)φF ](g′) = j̃(g′)−kR(X ′

−)
[
G′ � g′ �→ F (g′〈0〉) ∈ C

]
を得る. ところが, 補題 15に注意すればこれは, (�) (したがって (�)) を示している.

注意. K ′ の一次元表現CkをK ′ �
(

α 0

0 α−1

)
�→ αk ∈ C(1)で定める. これの反傾表現を

C∨
k (∼= C−k)書くとき, Borel埋め込みによって Lk := G′ ×K ′ C∨

k → G′/K ′には正則直線
束の構造が入る. 上記の証明は, Lk を保型因子を通じてを自明化することにより, Lk の
正則切断の空間がG′/K ′上の正則関数の空間と同一視できることを言っている. この見方
は,離散系列表現D−

k のG/K(∼= G′/K ′)上の正則関数の空間の部分空間への実現 ([Knapp,

Chapter II])を理解する上でも大切である.

3 GL(2,A)上の保型形式とHecke作用素

アデール群GL(2,A)上の保型形式を定義し,上半平面上の保型形式における Hecke作用
素がGL(2,Qp)のHecke環の作用として書けることを説明する. また, 後の講演の準備を
兼ねて, Eisenstein級数を定義して, それがHecek-eigen formであることを解説する.

(3.1)アデール群GL(2,A)上の保型形式の空間. 有理数体Qの素点 vに対して, GL(2,Qv)
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はM(2,Qv)からの誘導位相を与えると局所コンパクト群になる. GL(2,Qv)の部分群Kv

を

K∞ := O(2), Kp := GL(2,Zp), (v = p < ∞)

で定める. Kv は GL(2,Qv)の（共役を除いてただ一つの）極大コンパクト部分群であ
る. GL(2,A)にもM(2,A)からの誘導位相を与えると局所コンパクト群となるが, これは
GL(2,Qv)たちの部分群の族 {Kv}に関する制限直積群

∏′
v GL(2,Qv) と位相群として同

型である. またK :=
∏

v Kv, Kfin :=
∏

v<∞ Kvと置くと, これはGL(2,A) の（共役を除

いてただ一つの）極大コンパクト部分群である. GL(2,A)の中心は Z(A) := {
(

z

z

)
|

z ∈ A×}で与えられる. しばしばA× � z �→
(

z

z

)
∈ Z(A) を通じて, A× と Z(A)

を同一視する. 単射準同型R×
+ ↪→ A×により, R×

+ をA や Z(A)の部分群と見做すこと
にする. GL(2,A) 上の関数 ϕ : GL(2,A) → C が, smooth(あるいは C∞)であるとは,

gfin ∈ GL(2,Afin)を固定するごとに

GL(2,R) � g∞ �→ ϕ(g∞gfin) ∈ C

がC∞-級関数であり, g∞ ∈ GL(2,R)を固定するごとにGL(2,R) � g∞ �→ ϕ(g∞gfin) ∈ C

は局所定数関数であることとする.

定義17. (1) Hecke指標ω : Q×R×
+\A× → C(1)を固定する. smoothな関数ϕ : GL(2,A) →

Cが,次の条件 (i)-(iv) を満たすとき, ϕをGL(2,A)上の中心指標 ωを持つ保型形式と呼
び,その全体をA(GL(2,A); ω) で表す.

(i) ϕ(γzg) = ω(z)ϕ(g), ∀(γ, z, g) ∈ GL(2,Q) × Z(A) × GL(2,A);

(ii) ϕ は右K-有限である;

(iii) ϕ は, Z(gC)-有限である;

(iv) ϕ は緩増大である, すなわち, 次の不等式を満たす様なC > 0, M > 0 が存在する:

|ϕ(g)| ≤ C||g||M , g ∈ GL(2,A).

但し, 局所的な高さ関数 || · ||v : GL(2,Qv) → R×
+ を

||
(

a b

c d

)
||v := max{|a|v, |b|v, |c|v, |d|v, 1/|ad − bc|v}

で定め, GL(2,A)上の高さ関数を ||g|| :=
∏

v ||gv||v (g = (gv) ∈ GL(2,A)) で定義する.

(2) ϕ ∈ A(GL(2,A); ω) が条件∫
Q\A

ϕ(

(
1 x

0 1

)
g)dx = 0, ∀g ∈ GL(2,A)

を満足するとき, ϕをGL(2,A)上の中心指標 ωを持つカスプ形式 (尖点形式）と呼び,そ
の全体をAcusp(GL(2,A); ω) で表す.

(3.2) SL(2,R)上の保型形式との関係. §2 で導入した SL(2,R)上の合同部分群に関する
保型形式は, 上で定義したGL(2,A)上の保型形式とみなすことができる. それを説明す
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るためにまず次を証明する.

補題 18. K′ ⊂ Kfin を det(K′) = Ẑ× を満たすようなKfinの開コンパクト部分群とする.

このとき, SL(2,R) の部分群 Γ′を

GL(2,Q) ∩ (SL(2,R) ×K′)

の SL(2,Q) ↪→ GL(2,A) による引き戻しで定義する. このとき, Γ′ は SL(2,R)の合同部
分群である. また Γ′g∞ ∈ Γ′\SL(2,R)に対して,

[g∞] := R×
+GL(2,Q)g∞K′ ∈ R×

+GL(2,Q)\GL(2,A)/K′

を対応させることにより全単射

Γ′\G ∼= R×
+GL(2,Q)\GL(2,A)/K′

が得られる.

Proof. Γ′が合同部分群であることを見るには, Kfinの単位元の基本近傍系として

{K(N)}N≥1 K(N) := {k ∈ Kfin | k ≡ I2 (mod N)}
がとれることに注意すればよい. また, 補題の写像が定義可能 (well-defined)であること及
び単射であることはΓ′ の定義から従う. 全射性を示そう. g ∈ GL(2,A) を一つ取ると, 直
積分解A× = Q× ×R×

+ × Ẑ× より,

det(g) = λt∞ufin, (λ, t∞, tfin) ∈ Q× ×R×
+ × Ẑ×

と書くことができる. K′に関する仮定より, det(ufin) = tfin となるような ufin ∈ K′ が取れ
る. g1 ∈ SL(2,A) を

g =

(
t
1/2
∞

t
1/2
∞

)(
λ

1

)
g1ufin

によって定める. ところで, SL(2)は単連結な半単純代数群なのでSL(2,Q) は SL(2,Afin)

において稠密である (強近似定理). したがって,

SL(2,Afin) = SL(2,Q)(K′ ∩ SL(2,Afin))

が成立する. そこで, g1 を

g1 = γ1g1,∞u1,finufin, (γ1, g1,∞, u1,fin) ∈ SL(2,Q) × G × (K′ ∩ SL(2,Afin))

と書くことができる. 以上を合わせて

g =

(
t
1/2
∞

t
1/2
∞

)(
λ

1

)
γ1g1,∞u1,finufin

と書けるから
Γ′g1,∞ �→ [g] ∈ R×

+GL(2,Q)\GL(2,A)/K′

となって全射性も示された. �

例. (i) K′ として Kfin, K0(N) := {
(

a b

c d

)
∈ Kfin | c ∈ NẐ}, またはK′ = K1(N) :=
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{(a b

c d

)
∈ Kfin | c, d − 1 ∈ NẐ

}
を取ると, これらは補題の仮定を満たし, それぞれの場

合の応じて Γ′ = SL(2,Z), Γ′ = Γ0(N) = {
(

a b

c d

)
∈ SL(2,Z) | c ≡ 0 (mod N)}, または

Γ′ = Γ1(N) = {
(

a b

c d

)
∈ SL(2,Z) | c, d − 1 ≡ 0 (mod N)}となる.

命題 19. 補題 18の全単射を通じて, ϕ ∈ A(Γ′\G) を自然にR×
+GL(2,Q)\GL(2,A)/K′ 上

の関数とみなしたものを ϕ̃と記す. すると, ϕ �→ ϕ̃ は単射

Mk(Γ0(N)) ∼= Aholo
k (Γ0(N)\G) ↪→ A(GL(2,A); 1)

Sk(Γ0(N)) ∼= Aholo
k (Γ0(N)\G) ∩Acusp(Γ0(N)\G) ↪→ Acusp(GL(2,A); 1)

を与える.

Proof. 1つ目の単射は, ϕ̃が緩増大であることを確かめれば良い. 2つ目の単射について
は, 尖点条件が対応することを見れば良い. �

同様に, χ : (Z/NZ)× → C× をDirichlet 指標とし,

Mk(Γ0(N), χ) :=
{

f ∈ Mk(Γ1(N)) | f |kγ = χ(d)f ∀γ =

(
a b

c d

)
∈ Γ0(N)

}
と置くとき,

Mk(Γ0(N), χ) ↪→ A(GL(2,A); ω−1
χ )

なる自然な単射が得られる. ここで, ωχ : A×/Q×R×
+
∼= Ẑ× → (Z/NZ)×

χ→ C×と置いた.

(3.3) Hecke 作用素. 有限素点 p < ∞ を一つ固定し,

Hp :=

{
Φ : GL(2,Qp) → C | • Φ(kgk′) = Φ(g), ∀k, k′ ∈ Kp, ∀g ∈ GL(2,Qp),

• supp(Φ)はコンパクト

}
と置く. unimodular群 GL(2,Qp)上の Haar測度を vol(Kp) = 1 となるように正規化し,

Hpに合成積

(Φ ∗ Φ′)(x) =

∫
GL(2,Qp)

Φ(xy−1)Φ′(y)dy, Φ, Φ′ ∈ Hp

によって積演算を入れると chKpを単位元とする結合的C-algebraとなる. HpをHecke環
(Hecke algebra) と呼ぶ. Hpは次の空間{

Φ : GL+(2,Z[
1

p
]) → C | • Φ(γδγ′) = Φ(g), ∀γ, γ′ ∈ Γ(1), ∀δ ∈ GL+(2,Z[1

p
]);

• ∃δi s.t. {δ | Φ(δ) �= 0} ⊂ ∪�
i=1Γ(1)δiΓ(1)

}
と制限写像を通じて同一視される. p � |N のときにMk(Γ0(N))へのHpの作用を定義しよう.

δ ∈ GL+(2,Z[1
p
])に対してΦδ ∈ HpをΓ(1)δΓ(1)の定義関数とする. Γ(1)δΓ(1) = �jΓ(1)αj

とするとき
f ∗ Φδ =

∑
j

f |kαj
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と定義し, これをC-線形に拡張する. また, ϕ ∈ A(GL(2,A); 1) および Φ ∈ Hp に対して,

[ϕ ∗ Φ](x) :=

∫
GL(2,Qp)

ϕ(xg−1
p )Φ(gp)dgp

によって定義する. このとき,

ϕ̃f∗Φ = ϕ̃f ∗ Φ, f ∈ Mk(Γ0(N)), Φ ∈ Hp

が成立する.

問. 上の等式を確かめよ.

(3.4) Eisenstein級数. 後の講演（原稿）の準備を兼ねて, GL(2,A) 上の保型形式の例
として, Eisenstein級数を最も簡単な場合に導入しておこう. GL(2,A) の主系列表現の空
間を

I(s) :=
{
φ : GL(2,A) → C | φ(

(
b1 ∗
0 b2

)
g) = |b1

b2
|(s+1)/2φ(g)

}
で定義する. I(s)に属す関数のうち右K有限な関数の全体を I(s)K で表す. このとき,

E : I(s)K → A(GL(2,A); 1) を

E(φ; g) :=
∑

γ∈B(Q)\GL(2,Q)

φ(γg)

で定義すると, これはRe(s) > 1で絶対収束し, (g, K∞)×GL(2,Afin)-加群としての絡作用

素を与える.ここで, B(Q) = {
(

a b

0 d

)
∈ GL(2,Q)} は GL(2,Q)の Borel部分群である.

さらに, 関数族 φ(s) ∈ I(s)K (s ∈ C)のKへの制限が sによらないとき, E(φ(s); g)は全 s-

平面に有理型に解析接続されることが示される. φ(s)として, K-不変ベクトルφ◦,(s)(k) = 1

(∀k ∈ K) をとると

E(φ◦,(s), gz) =
1

2

∑
(c,d)∈Z2,(c,d)=1

( y

|cz + d|2
)(s+1)/2

となって, 重さ 0 の実解析的 Eisenstein級数を得る. C∞(G/K) 上のラプラス作用素を

Δ = −y2
( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
= −2R(Ω�)

で定義する. Eが (g, K∞)-準同型であることを使って計算すれば

ΔE(φ◦,(s), gz) = 2(1 − s2)E(φ◦,(s), gz)

を得る. 同じく φ◦,(s)(k) = 1 (∀k ∈ K)が Hecke環Hp たちの同時固有関数であることに
注意すれば, EがGL(2,Qp)-準同型であることからE(φ◦,(s), g)もHecke環Hp たちの同時
固有関数であることがわかる.
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文献案内

1. 半単純Lie群上の解析の基本的な手法. Lie群の基礎事項に関しては [Helgason1](ある
いは [Helgason2])のCh. 2（約 60ページ）が勧められる（一部で，Ch. 1の微分幾何の定
理を援用している個所もあるが，Ch. 2からでも読み進めることも可能). 他にも，[小林-

大島], [Warner], [松嶋 1], [松木]などがあるが, これらから一冊読めば十分であろう. 上記
と平行して [佐武]を読まれるのも全体像をつかむのに役立つ. Lie環論については [Serre]

はいくつか基本的な定理 (Lieの定理, Engelの定理)の証明は略されているが，それらを
法として self-containedに書かれており，読みやすい. そのほか [Helgason1, Ch. 3]もよく
まとまっている. [松嶋 2], [Humphreys] も昔からよく読まれているようである.

2. 半単純 Lie群G = SL(2,R)上の保型形式の空間. [Harish-Chandra]およびその解説
として [Borel], [Bump, Ch.2], [Borel-Jacquet]など. Lie群の表現論に関しては, [Knapp],

[Wallach]が標準的な教科書である. 特に後者は, 保型形式の研究者にとってなじみやすい
ように思う.

3. アデール群上の保型形式の空間とHecke作用素 (GL(2)の場合). 全般的な解説として
は, [Bump, Chapter 3], [Gelbart-Shahidi], [Cogdell]等がある. 関連する p-進代数群の表現
に関しては, [Bernstein-Zelvinski], [Bump, Ch.4], [Cartier], [高橋], [Satake]をまず見るとよ
い. L-関数については, まったく触れなかった. これについては,　 [Jacquet-Langalands]

に加えて, [Cogdell], [今野]などにも詳しい解説がある. 代数群に関しては，[Platonov-

Rapinchuk]が便利な文献.
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セルバーグ跡公式，

セルバーグゼータ関数

九州大学・数理学研究院 権　寧魯

2011年 1月 29日

はじめに

このノートは２０１０年度整数論サマースクール「アーサー・セルバーグ跡

公式入門」において行われた二つの講演「Selberg跡公式」，「Selbergゼータ

関数」の際に配布された講演資料に加筆，修正を行ったものです．これらの

テーマに関心を持たれる方にとって何かのお役に立てば幸いです．世話人の

金沢大学の若槻聡さん，京都大学の平賀郁さんには，サマースクールの期間

を通して大変お世話になりました．講演の機会を与えてくださった世話人の

お二人をはじめ，講演者の皆様，講演中およびそのあとで有益な質問やコメ

ントを下さった方等，サマースクールの参加者皆様に深く感謝します．
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7 実二次体の類数の分布 26

1 トレースクラス作用素

以下では H を可分なヒルベルト空間とし，⟨·, ·⟩を内積，∥ · ∥でノルムを
表すとする．

定義 1.1 (有界作用素，コンパクト作用素). T ∈ End(H) とする．

1. C > 0が存在して，任意の v ∈ H に対して，∥Tv∥ ≤ C∥v∥ となると
き，T は有界作用素であるという．H 上の有界作用素全体を B(H)

とおく．

2. 任意の有界部分集合 S ⊂ H に対し, T (S) が相対コンパクトになる

とき, T をコンパクト作用素という．H 上のコンパクト作用素全体を

K(H)とおく．

• K(H) ⊂ B(H) である．

T ∈ K(H)に対して，|T | := (TT ∗)1/2 とおく．|T |は正値で対称なコン
パクト作用素になる．（T ∗ は T の随伴作用素で，TT ∗ が対称なコンパクト

作用素だから，そのスペクトル分解を用いて |T |を定義する．）|T |の固有値
を大きい順に重複度を込めて α1, α2, α3, . . . とする．

2



定義 1.2 (p-Schatten class). p ≥ 1とする．

Bp(H) :=
{
T ∈ K(H)

∣∣∣ ||T ||p = ( ∞∑
n=1

αpn

)1/p
<∞

}
定義 1.3 (trace class，Hilbert-Schmidt class). T ∈ K(H)とする．

1. T ∈ B1(H)のとき，T は trace class （跡族）であるという．||T ||1
を trace norm という．

2. T ∈ B2(H)のとき，T は Hilbert-Schmidt classであるという．||T ||2
を Hilbert-Schmidt norm という．

定義 1.4 (T の trace). T ∈ K(H) を trace class とする．{en}∞n=1 を H

の正規直交基底とする．T の trace（跡）を以下で定義する．

trT :=
∞∑
n=1

⟨Ten, en⟩. (1.1)

• trT は絶対収束し，基底 {en} の取り方によらない．tr |T | = ||T ||1,
||T ||2 ≤ ||T ||1 である．

補題 1.5. T,A,B ∈ K(H) とする．A,B が Hilbert-Schmidt class で，

T = AB とかけるならば，T は trace class となる．

定理 1.6 (Hilbert-Schmidt 型積分作用素). Ω ⊂ RN を可測集合とし，
L2(Ω)上の積分作用素

Lϕ(x) =

∫
Ω

k(x, y)ϕ(y) dy

の積分核について ∫∫
Ω×Ω

|k(x, y)|2 dxdy <∞

を満たすとする．（このとき，Lは Hilbert-Schmidt 型積分作用素という．）

以下が成り立つ．
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1. Lは Hilbert-Schmidt class となり，||L||22 =
∫∫

Ω×Ω |k(x, y)|2 dxdy.
2. さらに，Lが trace class であると仮定する．（一般には成立しない）

Lの積分核 k(x, y)が連続ならば，

tr(L) =

∫
Ω

k(x, x) dx. (1.2)

• trace class であるような積分作用素 L の “跡公式”(1.2) は積分核が連

続な場合は Duflo [9]によって示された．必ずしも連続とは限らない積分核

を持つような trace class 積分作用素については [5], [6]を参照のこと．

2 ポアソン和公式

C(R) := {f ∈ C∞(R) | a, b ∈ Z, a ≥ 0 に対して，xa( ddx )
bf が有界 } と

おく．

定理 2.1 (ポアソン和公式). f ∈ C(R)とし，f の Fourier 変換を

f̂(y) :=

∫
R
f(x)e−2πixy dx

とおく．このとき，以下が成り立つ．∑
n∈Z

f(n) =
∑
m∈Z

f̂(m). (2.1)

Proof. F (x) :=
∑
n∈Z f(x+ n)とおき，Fourier 展開すると

F (x) =
∑
n∈Z

f(x+ n) =
∑
m∈Z

f̂(m)e2πimx

となるので，x = 0とすればよい．

f ∈ C(R)とする．f を試験関数とする L2(R/Z) = L2([0, 1)) に作用する
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作用素 R(f)を考える．

[R(f)ϕ](x) :=

∫
R
f(y)ϕ(x+ y) dy

=

∫
R
f(y − x)ϕ(y) dy

=

∫ 1

0

∑
n∈Z

f(y + n− x)ϕ(y) dy

=

∫ 1

0

Kf (x, y)ϕ(y) dy.

ここで，Kf (x, y) =
∑
n∈Z f(y + n− x)とおいた．R(f)は Kf (x, y)を積

分核とする積分作用素となる．L2(R/Z) の正規直交基底として，{em :=

e2πimx |m ∈ Z} がとれる．R(f)の定義より，

R(f) em =

∫
R
f(y)e2πim(x+y) dy = f̂(−m) em

となり， ∑
m∈Z

∥R(f) em∥ =
∑
m∈Z

|f̂(m)| <∞

なので，R(f)は trace class 作用素となる． よって，R(f)の trace は以下

で与えられる．

tr(R(f)) =
∑
m∈Z

⟨R(f) em, em⟩ =
∑
m∈Z

f̂(m). (2.2)

R(f) が積分作用素であることを用いて，R(f) のトレースの別の表示を

求める．Kf (x, y) は (R/Z)2 上の連続関数より有界なので，Kf (x, y) ∈
L2((R/Z)2)である．積分作用素 R(f)が Hilbert-Schmidt 型になり，R(f)

は trace class だったので，定理 1.6より

tr(R(f)) =

∫ 1

0

Kf (x, x) dx =

∫ 1

0

∑
n∈Z

f(x+ n− x) dx

=
∑
n∈Z

f(n). (2.3)
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これらの tr(R(f)) のふたつの表示式（2.2）,（2.3）からポアソンの和公式が

証明される．局所コンパクトなアーベル群とその離散部分群の組 (R,Z) に
対して行った今の手続を，非可換な位相群とその離散部分群の組 (G,Γ) に

対して行い実行したものがセルバーグの跡公式である．

3 ココンパクトな場合のセルバーグ跡公式

G を半単純実リー群で中心の位数が有限とする．G 上のハール測度をひ

とつ固定し，dg とする．Γを G の離散部分群で，商空間 Γ\G がコンパク
トであるとする．Γ\G上の自乗可積分関数のなす空間を考える：

L2(Γ\G) :=
{
ϕ : G→ C可測関数

∣∣∣ (i)ϕ(γg) = ϕ(g), ∀(γ, g) ∈ Γ×G,

(ii)

∫
Γ\G

|f(g)|2 dg <∞
}
.

L2(Γ\G) は内積 ⟨f1, f2⟩ :=
∫
Γ\G f1(g)f2(g) dg に関して可分なヒルベル

ト空間になる．G 上のコンパクト台を持つ滑らかな関数全体の空間を

C∞c (G) とおく．f ∈ C∞c (G)を試験関数とし，L2(Γ\G)に作用する作用素
R(f) ∈ End(L2(Γ\G))を考える．

[R(f)ϕ](x) :=

∫
G

f(g)ϕ(xg) dg

=

∫
G

f(x−1g)ϕ(g) dg

=

∫
Γ\G

∑
γ∈Γ

f(x−1γg)ϕ(g) dg

=

∫
Γ\G

Kf (x, g)ϕ(g) dg.

ここで，Kf (x, y) =
∑
γ∈Γ f(x

−1γy)とおいた．R(f)はKf (x, y)を積分核

とする積分作用素となる．仮定より，Γ\G はコンパクトなので，Kf (x, y)
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は Γ\G× Γ\G上の連続で有界な関数になる．よって，∫
Γ\G

∫
Γ\G

|Kf (x, y)|2 dxdy <∞

が示される．これより，R(f)は Hilbert-Schmidt 型積分作用素になるので，

R(f)は Hilbert-Schmidt class 作用素になる．さらに，以下の命題により，

R(f)は L2(Γ\G)に作用する trace class 作用素となる．

命題 3.1 (Dixmier-Malliavin [8]). Gを半単純リー群とする．f ∈ C∞c (G)

が与えられたとき，f1, f2 ∈ C∞c (G) が存在して，

f = f1 ∗ f2

が成り立つ．

命題 3.2. Γをココンパクトな Gの離散部分群とする．f ∈ C∞c (G)に対し

て，R(f)は L2(Γ\G)に作用する trace class 作用素となる．

Proof. 命題 3.1 より，R(f) = R(f1)R(f2) となり，Hilbert-Schmidt class

作用素二つの合成でかける．補題 1.5より，R(f) は trace class となる．

補題 3.3. Γをココンパクトな Gの離散部分群とする．f ∈ C∞c (G)に対し

て，R(f)の trace は以下で与えられる．

tr(R(f)) =

∫
Γ\G

Kf (x, x) dx.

Proof. L2(Γ\G)の正規直交基底（完全正規直交系）を {ϕn}∞n=1 とすると，

Kf (x, y) ∈ L2((Γ\G)2)より，L2((Γ\G)2)の正規直交基底 {ϕm(x) ·ϕn(y)}
を用いて展開できる：

Kf (x, y) =
∑
m,n

cmn ϕm(x)ϕn(y).
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再び，R(f)の定義より

R(f)ϕn =

∫
Γ\G

Kf (x, y)ϕn(y) dy =
∞∑
m=1

cmn ϕm.

R(f)は trace class だったので，

tr(R(f)) =
∞∑
n=1

⟨R(f)ϕn, ϕn⟩ =
∞∑
n=1

cnn

=

∫
Γ\G

Kf (x, x) dx.

以下では，tr(R(f))を二通りに計算する．

• スペクトルサイド （表現の分解）：
RΓ を L2(Γ\G)上の右正則表現とする．すなわち，g ∈ Gに対して，

[RΓ(g)ϕ](x) := ϕ(xg)

とおく．作り方から，RΓ は Gのユニタリ表現になる．Ĝを Gの既約ユニ

タリ表現の同値類の集合とする．

定理 3.4 ( Gel’fand, Graev, Piatetski-Shapiro [13]). Γをココンパクトな

Gの離散部分群とする．RΓ は Gの既約ユニタリ表現の直和に分解し，各重

複度は有限である．π ∈ Ĝに対して，L2(Γ\G)における重複度をmΓ(π)と

おくと，Gの表現として

RΓ =
⊕
π∈Ĝ

mΓ(π)π, (mΓ(π) <∞) (3.1)

とかける．

定義 3.5. (π,Hπ) ∈ Ĝ, f ∈ C∞c (G)に対して，π(f) ∈ End(Hπ) を以下で

定義する．

π(f) v :=

∫
G

f(g)π(g)v dg (v ∈ Hπ).
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補題 1.5 を用いると，π(f) が trace class であることが示せる．この事

実と

R(f) =

∫
G

f(g)RΓ(g) dg ∈ End(L2(Γ\G))

において，定理 3.4を用いれば，

定理 3.6. Γをココンパクトな Gの離散部分群とする．このとき，

tr(R(f)) =
∑
π∈Ĝ

mΓ(π) tr(π(f))

が成り立つ．右辺の和は絶対収束する．

• 幾何サイド （
∫
Γ\GKf (x, x) dxの計算）：

Conj(Γ)を Γの共役類の集合とする．Gγ , Γγ をそれぞれ，γ の G, Γにお

ける中心化群とする．

∫
Γ\G

Kf (x, x) dx =

∫
Γ\G

∑
γ∈Γ

f(x−1γx) dx

=

∫
Γ\G

∑
γ∈Conj(Γ)

∑
δ∈Γγ\Γ

f(x−1δ−1γδx) dx

=
∑

γ∈Conj(Γ)

∫
Γγ\G

f(x−1γx) dx

=
∑

γ∈Conj(Γ)

∫
Gγ\G

dẋ

∫
Γγ\Gγ

f(x−1y−1γyx) dẏ

=
∑

γ∈Conj(Γ)

vol(Γγ\Gγ)
∫
Gγ\G

f(x−1γx) dẋ (3.2)

定義 3.7 (軌道積分).

I(γ, f) :=

∫
Gγ\G

f(x−1γx) dẋ

ここで，dẋは Gγ\G上の不変測度である．
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定理 3.8 (Selberg 跡公式). G を半単純リー群，Γ を G のココンパクトな

離散部分群とする．f ∈ C∞c (G)に対して，∑
π∈Ĝ

mΓ(π) tr(π(f)) =
∑

γ∈Conj(Γ)

vol(Γγ\Gγ)I(γ, f) (3.3)

が成立する．両辺は絶対収束する．

4 SL(2,Z) に対するセルバーグ跡公式
G = SL(2,R)，G の極大コンパクト部分群 K = SO(2) とする．G は一

次分数変換で上半平面 H := {z ∈ C | Im(z) > 0}に作用し，G/K と上半平
面 Hが同一視される．
• SL(2,Z)の元の分類. SL(2,Z)の中心に属さない元 γ に対して，

1. γ が双曲的 (hyperbolic) ⇔ | tr(γ)| > 2

2. γ が楕円的 (elliptic) ⇔ | tr(γ)| < 2

3. γ が放物的 (parabolic) ⇔ | tr(γ)| = 2

この節では，Γ = SL(2,Z) とする．コンパクトな場合と同様に，f ∈
C∞c (G) に対し，L2(Γ\G) 上の G の右正則表現 R(f) を考えて，tr(R(f))

を計算したいが，R(f) は trace class にならない．実際，ココンパクトの

ときと同様な積分核 Kf (x, y)で定義される積分作用素を考えて，幾何サイ

ドを計算しようとしても放物元の寄与が発散する．また，R(f)が Gの既約

ユニタリ表現の離散直和にならず，Gの主系列表現の “直積分”が現れる．

• [“跡”を計算する方針]：(1) L2(Γ\G)の Gの表現空間としての離散直和

部分への R(f)の制限 Rd(f)を考え，tr(Rd(f))を考える．

(2) L2(Γ\G) の直積分部分への R(f) の制限 Rc(f) の “跡”と放物元の幾

何サイドへの寄与の双方の発散部分を相殺させる．
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f ∈ C∞c (G)に対し，下記の L2-空間への右正則表現 R(f)を考える：

L2(Γ\G) = L2
dis(Γ\G)⊕ L2

con(Γ\G)

ここで，L2
dis(Γ\G) は 離散スペクトルの空間，L2

con(Γ\G)は連続スペクト
ルの空間であり，それぞれ，RΓ 不変部分空間になる．R(f) の L2

dis(Γ\G)
への制限を Rd(f)とおけば，Rd(f) ∈ End(L2

dis(Γ\G)) は trace class にな

ることが証明できる．tr(Rd(f))を以下では計算する．

以降，簡単のため試験関数 f を両側K-不変とする．

定義 4.1 (class one 表現). π を G の既約ユニタリ表現とする．π の K

への制限が K の自明表現 1K を含むとき，π を class one 表現，または

spherical 表現という．つまり，0 ̸= v0 ∈ Hπ が存在して，∀k ∈ K に対し

て，π(k)v0 = v0 となるときをいう．

• Ĝ1 := {π ∈ Ĝ |π は class one 表現 } とおく．

命題 4.2. f ∈ C∞c (K\G/K)とし，(π,Hπ)を Gの既約ユニタリ表現とす

る．π が class one でないならば，π(f) = 0 となる．

Proof. k ∈ K, α, β ∈ Hπ とする．このとき，

⟨π(k)π(f)α, β⟩ = ⟨π(f)α, π(k)∗β⟩

=

∫
G

f(x)⟨π(x)α, π(k)∗β⟩ dx =

∫
G

f(x)⟨π(kx)α, β⟩ dx

=

∫
G

f(k−1x)⟨π(x)α, β⟩ dx
∫
G

f(x)⟨π(x)α, β⟩ dx

= ⟨π(f)α, β⟩.

よって，π(k)π(f) = π(f) となり，π(f) ̸= 0 ならば π は class one にな

る．

命題 4.3. f ∈ C∞c (K\G/K)とする．(π,Hπ) ∈ Ĝを class one，v0 ∈ Hπ
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をK で固定される単位ベクトルとする．このとき，

tr(π(f)) = ⟨π(f)v0, v0⟩

が成り立つ．

•πir := IndGMAN (1M ⊗ a
1
2+ir ⊗ 1N ) を Gの spherical なユニタリ主系列

表現とする．(r ∈ R)

定義 4.4 (アイゼンスタイン級数). g ∈ G, s ∈ Cに対して，

E(g, s) :=
∑

γ∈Γ∞\Γ

(Im(γg.i))s

で定義する．ここで，Γ∞ = ±N ∩ Γである．

Re(s) > 1で広義一様絶対収束し，sに関して解析接続した関数を同じ記

号で表す．z = g.i ∈ Hの関数と見るときは E(z, s)とかく．以下はよく知

られている．

命題 4.5 (アイゼンスタイン級数のフーリエ展開).

E(z, s) =

∞∑
n=−∞

an(y, s) e
2πinx

のようにフーリエ展開されて，フーリエ係数は以下で与えられる．

an(y, s) =

y
s + ϕ(s) y1−s n = 0

2|n|s−
1
2
√
yK

s− 1
2
(2π|n|y)σ1−2s(|n|)

Λ(s) n ̸= 0
(4.1)

ここで，ϕ(s) := Λ(1−s)
Λ(s) であり，Λ(s) := π−sΓ(s)ζ(2s) である．また，

σ1−2s(n) :=
∑
d|n d

1−2s，Ks− 1
2
(z)はK-ベッセル関数である．

定理 4.6.

Kc
f (g1, g2) :=

1

4π

∫
R
tr(πir(f))E(g1,

1
2 + ir)E(g2,

1
2 + ir) dr
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とおく．このとき，修正された積分核：

Kd
f (g1, g2) := Kf (g1, g2)−Kc

f (g1, g2)

で定義される L2
dis(Γ\G)上の積分作用素 Rd(f)は trace class になる．

以下では，Rd(f)の作用する空間：

L2
dis(Γ\G) =

⊕
π∈Ĝ

mΓ(π)Hπ

のK-不変部分空間：

L2
dis(Γ\H) := L2

dis(Γ\G)K =
⊕
π∈Ĝ

mΓ(π)H
K
π

を考える．

命題 4.7. f ∈ C∞c (K\G/K)とする．

tr(Rd(f)) = tr
(
Rd(f)

∣∣
L2

dis(Γ\H)

)
=
⊕
π∈Ĝ1

mΓ(π) tr(π(f)).

Proof. 命題 4.2，4.3より従う．

以降では，Rd(f)の L2
dis(Γ\H) への制限を同じ記号で表す．

補題 4.8 (Maass-Selberg relation). 十分大きい Y > 0に対して，

(Γ\H)Y := {z = x+ iy ∈ H, | |z| ≥ 1, |x| ≤ 1
2 , y ≤ Y }

とおく．（切断された基本領域）このとき，以下が成り立つ．∫
(Γ\H)Y

|E(z, 12 + it)|2 dxdy
y2

= 2 log Y − ϕ′

ϕ
( 12 + it) +

1

2it

{
Y 2itϕ( 12 − it)− Y −2itϕ( 12 + it)

}
+o(1) (Y → ∞).
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Proof. h, t ∈ R (0 < h ≤ 1, t ̸= 0) に対して，s = 1
2 + h + it とおく．

u(z) = v(z) = Ẽ(z, s)を “切断された”アイゼンスタイン級数として，以下

の積分を２通りに計算する．ここで，

Ẽ(z, s) :=

{
E(z, s) z ∈ (Γ\H)Y

E(z, s)− ys − ϕ(s) y1−s z ∈ (Γ\H) \ (Γ\H)Y
(4.2)

とおく．∆0 := −y2( ∂
2

∂x2 + ∂2

∂y2 ) を L2(Γ\H)に作用するラプラシアンとす

る．次の積分を考える：∫
(Γ\H)Y

(u∆0v̄ − v̄∆0u)
dxdy

y2
. (4.3)

u, v はともに ∆0 の固有関数なので，積分 (4.3)は

{
s̄(1− s̄)− s(1− s)

}∫
(Γ\H)Y

uv̄
dxdy

y2
(4.4)

となる．グリーンの定理より，積分 (4.3)は (Γ\H)Y の境界上の線積分でか

けて，さらに Γで同一視される境界上の線積分が打ち消しあうので以下のよ

うに計算される．∫
∂(Γ\H)Y

(
v̄
∂u

∂n
− u

∂v̄

∂n

)
|dz| =

∫
|x|≤1/2, y=Y

(
v̄
∂u

∂y
− u

∂v̄

∂y

)
|dz|

= (ys̄ + ϕ(s̄)y1−s̄)
d

dy
(ys + ϕ(s)y1−s)

∣∣∣
y=Y

−(ys + ϕ(s)y1−s)
d

dy
(ys̄ + ϕ(s̄)y1−s̄)

∣∣∣
y=Y

. (4.5)
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(4.4), (4.5)より，∫
(Γ\H)Y

|Ẽ(z, s)|2 dxdy
y2

=
Y s+s̄−1 − |ϕ(s)|2 Y 1−s−s̄

s+ s̄− 1
+
ϕ(s)Y s̄−s − ϕ(s̄)Y s−s̄

s̄− s

=
Y 2h − |ϕ( 12 + h+ it)|2 Y −2h

2h

+
ϕ( 12 + h− it)Y 2it − ϕ( 12 + h+ it)Y −2it

2it

となるので，あとは |ϕ( 12 + it)| = 1に注意して，h→ 0とすればよい．

命題 4.9 (連続スペクトルの寄与).

E(Y ) :=

∫
(Γ\H)Y

Kc
f (z, z)

dxdy

y2

=
log Y

2π

∫
R
tr(πir(f)) dr +

1

4
tr(π0(f))ϕ(

1
2 )

− 1

4π

∫
R
tr(πir(f))

ϕ′

ϕ
( 12 + ir) dr + o(1) (Y → ∞).

Proof. Maass-Selberg relation を用いると，連続スペクトルの寄与

E(Y ) =
1

4π

∫
R
tr(πir(f))

[
2 log Y − ϕ′

ϕ
( 12 + ir)

+
Y 2irϕ( 12 − ir)− Y −2irϕ( 12 + ir)

2ir

]
dr + o(1)

=
1

4π

∫
R
tr(πir(f))

{
2 log Y − ϕ′

ϕ
( 12 + ir)

}
dr

+
1

4π

∫
R
tr(πir(f))

{
Y 2irϕ( 12 − ir)− Y −2irϕ( 12 + ir)

2ir

}
dr

+o(1) (Y → ∞)
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となる．２行目の積分を評価する．ϕ( 12 ) = −1に注意して，

1

4π

∫
R
tr(πir(f))

{
Y 2irϕ( 12 − ir)− Y −2irϕ( 12 + ir)

2ir

}
dr

=
1

4π

∫
R
tr(πir(f))

{
ϕ( 12 − ir)Y 2ir − ϕ( 12 ) + ϕ( 12 )− ϕ( 12 + ir)Y −2ir

2ir

}
dr

=
1

2π

∫
R
tr(πir(f))

{
ϕ( 12 )− ϕ( 12 + ir)Y −2ir

2ir

}
dr

となる． 1
2 < β < 1 に対して, ϕ(s) は 1

2 ≤ Re(s) ≤ β で一様有界だから実

軸上の積分を Im(r) = 1
2 − β まで動かして留数定理を用いると

=
1

4πi

∫
Im(r)= 1

2−β
tr(πir(f))

{
ϕ( 12 )− ϕ( 12 + ir)Y −2ir

r

}
dr

=
ϕ( 12 )

4πi

∫
Im(r)= 1

2−β

tr(πir(f))

r
dr +O(Y 1−β)

=
1

4
ϕ( 12 ) tr(π0(f)) + o(1) (Y → ∞)

となる．

• (Γ∞\H)Y := {z ∈ H, | 0 < x ≤ 1, 0 < y ≤ Y } とおいて，“切断された

放物元の寄与”を計算しよう．

命題 4.10 (放物元の寄与). f ∈ C∞c (K\G/K)に対して，跡公式の幾何サ

イドへの放物元の寄与を以下で定義する．

P (Y ) :=

∫ Y

0

∫ 1

0

∑
n̸=0

f(a−1y n−1x γnnxay)
dxdy

y2
(4.6)

とおく．ここで，γn =

(
1 n

0 1

)
, nx =

(
1 x

0 1

)
, ay =

(√
y 0

0 1/
√
y

)
であ
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る．このとき，

P (Y ) = (log Y + cE)

∫
N

f(n) dn

+

∫
N

f(n) log | log n| dn+ o(1) (Y → ∞)

となる．CE はオイラー定数である．また，nx =
(
1 x
0 1

)
∈ N に対して，

log nx = xとおいた．

Proof. a−1y n−1x γnnxay を計算して,

P (Y ) =
∑
n ̸=0

∫ Y

0

∫ 1

0

f(

(
1 n

y

0 1

)
)
dxdy

y2
=
∑
n ̸=0

∫ Y

0

f̃

(
n

y

)
dy

y2

=: P+(Y ) + P−(Y )

により, P+(Y ), P−(Y )を定義し, 変数変換すると,

P+(Y ) =
∞∑
n=1

1

n

∫ ∞
n/Y

f̃(u) du, P−(Y ) =
∞∑
n=1

1

n

∫ ∞
n/Y

f̃(−u) du.

ここで，f̃(u) := f(

(
1 u

0 1

)
) とおいた．積分区間を分割して,

P+(Y ) =
∞∑
n=1

1

n

∫ ∞
n/Y

f̃(u) du =
∞∑
n=1

1

n

∞∑
m=n

∫ (m+1)/Y

m/Y

f̃(u) du

=

∞∑
m=1

∫ (m+1)/Y

m/Y

f̃(u)

( m∑
n=1

1

n

)
du

=

∫ ∞
1/Y

f̃(u)

( ∑
n∈N, n≤Y u

1

n

)
du.

ここで, ∑
n∈N, n≤Y u

1

n
= CE + log(Y u) +O(

1

Y u
)
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を用いると, （CE = 0.577215665 · · · はオイラー定数）

P+(Y ) = (CE + log Y )

∫ ∞
1/Y

f̃(u) du

+

∫ ∞
1/Y

f̃(u) log u du+O(
log Y

Y
) (Y → ∞).

定理 4.11 (SL(2,Z) のセルバーグ跡公式). Γ = SL(2,Z) とする．f ∈
C∞c (K\G/K)に対し，下記の L2-空間への右正則表現 R(f)を考える：

L2(Γ\G) = L2
dis(Γ\G)⊕ L2

con(Γ\G).

R(f)の L2
dis(Γ\G)への制限を Rd(f)とおけば，Rd(f) ∈ End(L2

dis(Γ\G))
は trace class になり，その跡は以下で与えられる．

tr(Rd(f)) =
∑

γ∈Z(Γ)∪Γhyp∪Γell

vol(Γγ\Gγ)I(γ, f)　

+ cE

∫
N

f(n) dn+

∫
N

f(n) log | log n| dn

+
1

4π

∫
R
tr(πir(f))

ϕ′

ϕ
( 12 + ir) dr − 1

4
tr(π0(f))ϕ(

1
2 ).

ここで，Z(Γ)は Γの中心，Γhyp は Γの双曲共役類の集合，Γell は Γの楕

円共役類の集合である．

Proof.

tr(Rd(f)) =

∫
Γ\H

{
Kf (z, z)−Kf (z, z)

} dxdy
y2

= lim
Y→∞

∫
(Γ\H)Y

{
Kf (z, z)−Kf (z, z)

} dxdy
y2

=
∑

γ∈Z(Γ)∪Γhyp∪Γell

vol(Γγ\Gγ)I(γ, f)

+ lim
Y→∞

{
P (Y )− E(Y )

}
.
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ここで次節で示す命題 5.3の証明の最後の式で t→ 0とした式∫
N

f(n) dn =
1

2π

∫
R
tr(πir(f)) dr

より，命題 4.9，4.10 に現れる E(Y ), P (Y )の log Y の係数が一致するから，

lim
Y→∞

{
P (Y )− E(Y )

}
= cE

∫
N

f(n) dn+

∫
N

f(n) log | log n| dn

+
1

4π

∫
R
tr(πir(f))

ϕ′

ϕ
( 12 + ir) dr − 1

4
tr(π0(f))ϕ(

1
2 ).

• 次の課題は跡公式の幾何サイドに現れる，軌道積分や（重みつき）ユニ
ポテント軌道積分の Fourier 変換（tr(π(f))で表示する）である．

5 hyperbolic 軌道積分の Fourier 変換

G = SL(2,R)，Gの極大コンパクト部分群 K = SO(2)とする．G/K と

上半平面 Hを同一視する．Γを Gのココンパクトな離散部分群で楕円元を

持たないとする．このとき，単位元と異なる Γの任意の元 γ は双曲元，（つ

まり，| tr(γ)| > 2）となる．双曲元は Gにおいて以下の元と共役である：

γ ∼ ±
( N(γ)1/2 0

0 N(γ)−1/2

)
ただし，N(γ) > 1とする.

G = NAK を岩澤分解とする．Gの部分群 A,N は以下で与えられる．

N :=

{
nx =

(
1 x
0 1

) ∣∣∣∣x ∈ R
}
, A :=

{
at =

(
et/2 0
0 e−t/2

) ∣∣∣∣t ∈ R
}
.

G上のハール測度を g = nxatk となるとき，dg := e−tdxdtdk で定義する．

（
∫
K
dk = 1になるように正規化しておく）
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定義 5.1. f ∈ C∞c (K\G/K)に対して，f のアーベル変換 Ff (at) (t > 0)

を以下で定義する．

Ff (at) := e−t/2
∫
N

f(nat) dn = e−t/2
∫
R
f(nxat) dx.

• πir := IndGMAN (1M ⊗ a
1
2+ir ⊗ 1N ) を Gの spherical な主系列表現と

する．r ∈ R ∪ i[− 1
2 ,

1
2 ]とする．

命題 5.2. f ∈ C∞c (K\G/K)とする．Gの spherical な主系列表現 πir に

対して，trace class 作用素 πir(f) の trace は以下で与えられる．

tr(πir(f)) =

∫
R
Ff (at)e

irtdt. (5.1)

Proof. [20, (11.29), p.395]を見よ．

命題 5.3. f ∈ C∞c (K\G/K)とする．双曲元 at (t > 0)に対して，軌道積

分 I(at, f) の Fourier 変換は以下で与えられる．

I(at, f) =
1

(et/2 − e−t/2)

1

2π

∫
R
tr(πir(f))e

−itrdr. (5.2)

Proof. アーベル変換の定義より，

Ff (at) = et/2
∫
N

f(atn) dn = (et/2 − e−t/2)

∫
N

f(n−1atn) dn.

at の Gにおける中心化群は Aより，t > 0のとき，

I(at, f) =
1

(et/2 − e−t/2)
Ff (at)

この式に，(5.1)の両辺を Fourier 逆変換した式：

Ff (at) =
1

2π

∫
R
tr(πir(f))e

−itrdr

を代入すればよい．
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以上より，Γがココンパクトで楕円元を含まない場合はセルバーグ跡公式

（定理 3.8）は以下のように書き直せる．

L2(Γ\H) = L2(Γ\G)K =
⊕
π∈Ĝ1

mΓ(π)H
K
π =

∞⊕
n=0

mΓ(πirn)H
K
πirn

のように直和分解されているとする． ここで，πir0 は G の trivial 表現と

する．

定理 5.4 (セルバーグ跡公式，Γ：ココンパクト，f：両側K-不変).

∞∑
n=0

mΓ(πirn) tr(πirn(f)) =
vol(Γ\H)

4π

∫ ∞
−∞

tr(πir(f)) r tanh(πr) dr

+
∑

γ∈Γhyp

logN(γ0)

N(γ)1/2 −N(γ)−1/2
1

2π

∫
R
tr(πir(f))N(γ)−ir dr.

ここで，Γhyp は Γの双曲元の共役類の集合であり，双曲元 γ に対して，中

心化群 Γγ の生成元を γ0 とした．

Proof. 単位元の寄与については，Plancherel formula ：

f(e) =
1

4π

∫ ∞
−∞

tr(πir(f)) r tanh(πr) dr

を用いる．（[20, Theorem 11.6, p.401] を参照）次に，[γ] ∈ Γhyp とする．

γ =
(
N(γ)1/2 0

0 N(γ)−1/2

)
, N(γ) > 1

としてよい．このとき，Γγ の生成元 γ0 も対角行列で，Gγ = Aなので，

vol(Γγ\Gγ) = vol(⟨γ0⟩\A) =
∫ logN(γ0)

1

da

a
= logN(γ0)

となる．これと命題 5.3より，双曲共役類の寄与が計算される．
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6 セルバーグゼータ関数

Γを G = SL(2,R)のココンパクトな離散部分群で楕円元を持たないとす
る．このとき，商空間 X := Γ\H はコンパクトなリーマン面になりその種
数を g > 2とする．（このとき，vol(X) = 4π(g − 1)である．）

γ ∈ Γを双曲元，（つまり，| tr(γ)| > 2）とする．このとき，γ の Γ にお

ける中心化群 Γγ は無限巡回群となり，γ は G において以下の元と共役で

ある：

γ ∼ ±
( N(γ)1/2 0

0 N(γ)−1/2

)
ただし，N(γ) > 1とする.

Prim(Γ) を Γ の原始的な双曲元の Γ-共役類の集合とする．（原始的とは

他の双曲元のべきとならないときをいう）離散部分群 Γ (または リーマン面

X) のセルバーグゼータ関数は，Re(s) > 1において絶対収束する以下のオ

イラー積で定義される：

定義 6.1 (セルバーグゼータ関数). s ∈ C, Re(s) > 1に対して，

ZΓ(s) :=
∏

p∈Prim(Γ)

∞∏
k=0

(
1−N(p)−(k+s)

)
.

セルバーグはこのゼータ関数 ZΓ(s) について以下の定理を証明した：

定理 6.2 (Selberg 1956 [25]). 1. Re(s) > 1 において定義される ZΓ(s)

は C全体に正則な関数として解析接続される．
2. ZΓ(s)は s = −k (k ∈ N) において位数 (2g − 2)(2k+ 1)の零点を，

s = 0 において 位数 2g − 1の零点を， s = 1 に一位の零点を持つ．

: 自明零点

3. ZΓ(s)は s = 1
2 ± irn において零点をもち，そこでの位数はmΓ(πirn)

に一致する．(n = 1, 2, 3, · · · ) : 非自明零点
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ここで，πirn は L2(Γ\G)に作用する G = SL(2,R)の右正則表現 RΓ を

既約分解したときに現れる SL(2,R) の spherical な既約ユニタリ表現であ

り，（ユニタリ主系列表現，または補系列表現で Gの trivial 表現は除く）そ

の重複度を mΓ(πirn) とおいた．上記の定理はコンパクトリーマン面 Γ\H
に対するセルバーグ跡公式を用いて証明される．このゼータ関数 ZΓ(s) は

以下の関数等式をみたす：

定理 6.3 (関数等式，Selberg 1956 [25]).

ZΓ(1− s) = ZΓ(s) exp
(
− 4(g − 1)π

∫ s− 1
2

0

r tan(πr) dr
)
. (6.1)

上記関数等式は二重ガンマ関数 Γ2(s) を用いて対称な形に書くことも

出来る．ここで，二重ガンマ関数 Γ2(z) := exp(ζ ′2(0, z)) で定義される．

ζ2(s, z) =
∑
n,m≥0(n + m + z)−s は二重フルビッツゼータ関数である．

関数等式 (6.1) に現れる r tan(πr) を含む積分が二重三角関数 S2(s) :=

Γ2(2− s)Γ2(s)
−1 を用いて表示できることに注意すると（[19]参照）上記関

数等式は
ZΓ(1− s) = ZΓ(s)

(
S2(s)

−1S2(s+ 1)−1
)2g−2

となり，

ZΓ(1− s)
(
Γ2(1− s)Γ2(2− s)

)2g−2
= ZΓ(s)

(
Γ2(s)Γ2(s+ 1)

)2g−2
となるので，対称な関数等式

ẐΓ(1− s) = ẐΓ(s) := ZΓ(s)
(
Γ2(s)Γ2(s+ 1)

)2g−2
. (6.2)

を得る．

以下ではセルバーグゼータ関数の解析接続や関数等式など（定理 6.2，定

理 6.3）をセルバーグ跡公式を用いて証明しよう．まず，定理 5.4において，

h(r) := tr(πir(f)) とおき，f の代わりに h を新たに “試験関数”とみなす

と，定理 5.4は次のようになる：
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定理 6.4 (セルバーグ跡公式，両側K-不変，試験関数 h).

∞∑
n=0

h(rn) =
vol(Γ\H)

4π

∫ ∞
−∞

rh(r) tanh(πr) dr

+
∑

γ∈Γhyp

logN(γ0)

N(γ)1/2 −N(γ)−1/2
g(logN(γ)).

ここで，g(u)は h(r)の Fourier 変換で，上記跡公式は下記の条件を満た

す h(r)に対して成り立つことが証明できる．

• h(r) = h(−r)：試験関数，| Im(r)| < 1
2 + δにおいて解析的 (∃δ > 0)，

h(r) = O
(
(1 + |r|)−2−δ

)
(Re(r) → ∞)．

• g(u) := 1
2π

∫∞
−∞ h(r)e−iru dr

定理 6.4を用いて，セルバーグゼータ関数の解析的性質（定理 6.2）や関

数等式（定理 6.3）が証明できる．以下ではそれを説明する．実数 β ≥ 2を

固定する．試験関数として，

h(r) =
1

r2 + (s− 1
2 )

2
− 1

r2 + β2

をとるとこれを試験関数の条件をみたすので，セルバーグ跡公式に適用でき

る．このとき，

g(u) =
1

2s− 1
e−(s−

1
2 )|u| − 1

2β
e−β |u|

になるので，以下の命題を得る．
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命題 6.5. s ∈ C, Re(s) > 1に対して，以下が成立する．

∞∑
n=0

[ 1

r2n + (s− 1
2 )

2
− 1

r2n + β2

]
=

vol(Γ\H)

2π

∞∑
k=0

[ 1

s+ k
− 1

β + 1
2 + k

]
+

1

2s− 1

Z ′Γ(s)

ZΓ(s)
− 1

2β

Z ′Γ(
1
2 + β)

ZΓ(
1
2 + β)

. (6.3)

Proof. 跡公式の右辺の単位元の寄与を

I(s) :=
vol(Γ\H)

4π

∫ ∞
−∞

[
1

r2 + (s− 1
2 )

2
− 1

r2 + β2

]
r tanh(πr) dr

とおく．tanh(πr) = 1−e−2πr

1+e−2πr に注意して，留数定理と部分分数分解の公式

cot(πz) =
1

z
+
∑
n̸=0

[
1

z − n
+

1

n

]
を用いて計算すれば，

I(s) =
vol(Γ\H)

2π

∞∑
k=0

[
1

s+ k
− 1

β + 1
2 + k

]
となる．次に

H(s) :=
∑

γ∈Γhyp

logN(γ0)

N(γ)1/2 −N(γ)−1/2
e−(s−

1
2 logN(γ))

とおけば，双曲共役類の寄与は

1

2s− 1
H(s)− 1

2β
H(β + 1

2 )
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となる．H(s)を計算する．

H(s) =
∑

γ∈Γhyp

logN(γ0)

1−N(γ)−1
N(γ)−s

=

∞∑
k=1

∑
p∈Prim(Γ)

logN(p)

1−N(p)−k
N(p)−ks

=
∞∑
m=0

∞∑
k=1

∑
p∈Prim(Γ)

logN(p) ·N(p)−k(s+m)

=
d

ds

∑
p∈Prim(Γ)

∞∑
m=0

log
(
1−N(p)−(s+m)

)
=

d

ds
logZΓ(s)

となり，示された．

この命題を用いて，セルバーグゼータ関数の解析接続や零点の位置と位数

が導かれる（定理 6.2）．また，(6.3)の左辺は sと 1 − sを入れ替えても不

変なので，(6.3)において sを 1− sと置き換えた式との差を取ると

Z ′Γ(s)

ZΓ(s)
+
Z ′Γ(1− s)

ZΓ(1− s)
= −(2s− 1)

4π(g − 1)

2π
π cot(πs)

が得られる．これから関数等式 (6.1)が得られる（定理 6.3）．

セルバーグゼータ関数は階数１の局所対称空間に対しても定義され，調べ

られている．それらについては [11], [12], [14], [15] 等を参照のこと．

7 実二次体の類数の分布

判別式の集合 D := {d > 0 | d ≡ 0, 1 (4), 平方数でない }とおく．d ∈ D
に対して，実二次体 Q(

√
d)の基本単数を εd > 1，類数を h(d)とおく．以

下の漸近公式が知られている．
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定理 7.1 (Gauss/Siegel).

∑
d≤x

h(d) log εd =
π2

18ζ(3)
x3/2 +O(x log x) (x→ ∞).

上記とは異なるタイプの “類数 h(d)の和の漸近公式”がセルバーグゼータ

関数の数論的表示と素測地線定理を用いて証明される．

命題 7.2 (ZΓ(s) の数論的表示). Γ = SL(2,Z) とする．SL(2,Z) に対する
セルバーグゼータ関数は次の表示を持つ：

ZΓ(s) =
∏
d∈D

∞∏
k=0

(1− ε
−2(s+k)
d )h(d).

Proof. [24]を参照．

リーマンゼータ関数 ζ(s)の非零領域を調べることによって，素数定理：

π(x) := #{p：素数 | p ≤ x} ∼
∫ x

2

dt

log t
(x→ ∞)

が導かれるようにセルバーグゼータ関数の ZΓ(s) の非零領域を調べること

によって素測地線定理が導かれる．

定理 7.3 (素測地線定理 [16], [17]). Γ を SL(2,R) の vol(Γ\H) < ∞ なる

離散部分群とし，πΓ(x) := #{p ∈ Prim(Γ) |N(p) ≤ x} とおく．li(x) :=∫ x
2

dt
log t とする．以下が成り立つ．

πΓ(x) = li(x) +
∑

3
4<tk<1

li(xtk) +O(x3/4(log x)−1/2) (x→ ∞).

ここで，λk = tk(1 − tk) は L2(Γ\H) に作用するラプラシアン ∆ :=

−y2( ∂
2

∂x2 + ∂2

∂y2 ) の固有値で (0, 3
16 ] の範囲にある “例外固有値の集合”で

ある．
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上の素測地線定理（素双曲共役類定理）とセルバーグゼータ関数の数論的

表示（命題 7.2）より以下が示される．

系 7.4. ∑
εd≤x

h(d) = li(x2) +O(x3/2(log x)−1/2) (x→ ∞).
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GL(2)の跡公式

都築 正男 AND 若槻 聡

導入 : Selberg は論文 [36]において、不連続群の作用を持つ弱対称リーマン空間という非常
に広汎な枠組みの中で、L2-保型函数のなす無限次元ヒルベルト空間に作用する積分作用素
の「跡公式」を定式化した。一つの基本的な場合に Selbergの跡公式を述べると次のように
なる。X = G/Kが連結半単純リー群Gに付随する非コンパクト型リーマン対称空間、Γが
Gの離散部分群で、基本領域Γ\Xがコンパクトなものとする。L2-空間L2(Γ\X)上には、G
上のコンパクト台を持つ両側K-不変 smooth函数 (= point-pair invariant) φの合成積とし
て積分作用素RΓ(φ)が定義される。この作用素の跡 trRΓ(φ)は２通りの異なった方法で与え
られる： ∑

π

m(π) J(π, φ) =
∑
{γ}Γ

a(γ) J(γ, φ)(0.1)

左辺は spectral sideと呼ばれ、Gのユニタリー表現 L2(Γ\G)の既約分解（或いは、X 上の
不変微分作用素環の同時スペクトル分解）による trRΓ(φ)の表示であり、既約ユニタリー表
現 πの指標 J(π, φ)の線型和で表される。右辺は geometric sideと呼ばれ、Γ の共役類分割
による trRΓ(φ)の幾何的な表示であり、Γ-共役類 {γ}Γの決めるG-共役類 {γ}Gに沿った φ
の軌道積分 J(γ, φ)の線型和で表される。Selbergの定式化では、群の既約表現（不変微分作
用素のスペクトル）集合と、群の共役類集合の間の「双対性」が等式 (0.1)を介して顕れて
おり、この「指標と共役類の双対性」という観点はその後の跡公式や表現論の発展において
非常に重要であった。

Γ\Xがコンパクトでない場合、公式 (0.1)の両辺は「適切に」修正されなければならない。
Selbergは、上半平面に作用する第一種フックス群に対して跡公式を明示的に計算し、それを
Riemann zeta函数に対するWeilの明示公式と対置的に考察することによって有名な Selberg
zeta 函数を導入した (権 [16]参照)。リーマン面Γ\Xに対する Selberg跡公式は、その後、[9]
や [22]によって代数群 GL(2)のアデール化の枠組みに拡張された。これらの公式において
「テスト函数」φを特別なものに選べば、正則楕円保型形式の空間の次元公式やヘッケ作用
素の跡を計算する公式なども導かれる。
Xのランクが大きくなるにつれて、状況は著しく困難さを増す。まず、spectral sideの導

出に必要不可欠なL2(Γ\G)の分解は、Langlandsによる一般Eisenstein 級数の理論構築の結
果として達成された ([28])。これを出発点とし、Langlandsが提出した「函手性予想」([30])
や志村多様体のHasse-Weil zeta 函数の計算などがおそらく強い動機付けとなり、１９７０
年代終わり以降約３０年間に亘って James Arthurは跡公式に関する一連の研究を行った。そ
の恩恵として、今や、代数体上定義された簡約代数群とそのアデール化の枠組みの中で、等
式 (0.1)に対する一群の「適切な修正形」が得られており、これらはArthur-Selbergの跡公
式と総称されることが多い。 (「適切な修正形」がいかにあるべきかは、研究過程で次第に
認識されていき、目的に応じて「不変跡公式」([4], [5]) や「安定化跡公式」([29])など様々
なバージョンが派生した。詳しくは、[6]およびその文献表をご参照いただきたい。)
さて、この小論の目的は、トーラスついで最も基本的な簡約代数群GL(2)に対するArthur-

Selbergの跡公式を解説することである。 各章の詳しい内容は次のとおりである。

• 第１章では、基本的な記号を準備した後、代数体の局所化とアデール化に伴う様々な
位相群上のハール測度を固定する。

1



• 第２章では、局所コンパクトアーベル群とその格子に対するPoisson和公式を復習す
る。この公式を代数体 F のイデール群 A×に特殊化したものが、上で述べた枠組み
の中では F -代数群GL(1)の Selberg 跡公式と見做せることを説明する。

• 第３章では、４章以下で展開されるGL(2)のスペクトル理論と跡公式の導出に際して
基本となる群やその上のハール測度を導入する。特に、アデール群GL(2,A)のハー
ル測度を岩澤分解に伴う積分公式によって固定する。

• 第４章では、L2(GL(2, F )\GL(2,A)1)の既約分解の連続スペクトルをアイゼンスタイ
ン級数と大域絡作用素の理論を使って具体的に記述する。主結果は 4.4節で述べられ
る。副産物として、アデール的な「基本領域」GL(2, F )\GL(2,A)1の体積の明示公式
が得られる（系５０）。

• 第５章は、第４章で使われたアイゼンシュタイン級数の基本性質を導出する。いろい
ろな方法が知られているが、ここでは、所謂、Iwasawa-Tate理論に帰着させる方法
を紹介する。

• 第６章では、GL(2)に対する Arthur-Selbergの跡公式を導出する。Gelbart-Jacquet
のサーベイ論文 [13]やGelbartのMSRI講義録 [12]などがあるが、ここではこれらを
ベースにしつつも、一般の場合のArthurの論文 [2], [3]により自然に接続されるよう
に配慮した。

• 第７章は、第６章で得られた一般の跡公式から、テスト函数を特殊化することによっ
て、応用上有用な公式をいくつか紹介する。応用に関しては本報告集の伊吹山 [20]と
都築 [39]を参照されたい。

謝辞. 今回の「GL(2)の跡公式」の講演および原稿の作成において色々と協力してくださっ
たサマースクールの講演者の方々に感謝を申し上げます。
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1. 基本的な記号とハール測度

• Zを整数環、Qを有理数体、Rを実数体、Cを複素数体とする。C上の絶対値を | |
とする: |z|2 = z z̄. 可換環 Rに対して、その可逆元全体のなす群を R× と書く。
R× = R− {0}に対して (R×)0を正の実数全体 (R×の 1を含む連結成分)とする.

• F を有限次代数体、その整数環を Oとする。F のアルキメデス素点全体の集合を
Σ∞ = ΣR∪ΣC, 有限素点全体の集合をΣfin、Σ = Σ∞∪Σfinを素点全体の集合とする。

• 有限素点 v ∈ Σfinに対し、Ovを完備化 Fvの整数環、pvをOvの極大イデアル、ϖv

を pvの生成元とし、剰余体Ov/pvの位数を qvとかく: qv = ♯(Ov/pv).
• 完備化 Fv (v ∈ Σ∞)の直積環を F∞とする: F∞ =

∏
v∈Σ∞

Fv. F のアデール環をAと
すれば、Aは有限アデール全体の環Afinと F∞の直積に分解される: A = F∞ × Afin.

• Q\AQの非自明指標 ψQをTateに従って固定して、ψF = ψQ ◦ trF/Qとおく。ψF,vに
関するFvの自己双対的ハール測度を dxvとする。Fv/Qpの diffenrential exponent dv
を

{ξ ∈ Fv|ψF,v(ξOv) = {1} } = p−dv
v

で定義すると、vol(Ov) = q
−dv/2
v となる。Aのハール測度 dxはψF に関する自己双対

的なものを固定する。すると、dx = ⊗vdxvである。∆F を拡大F/Qの絶対判別式と
する。∆F =

∏
v∈Σfin

qdvv である。
• 素点 v ∈ Σに対して | |v を正規付値とする。ハール測度 dxv と a ∈ F×

v に対して
d(axv) = |a|v dxvが成り立つ。

• イデール群A×上のイデールノルムを | |A =
∏

v | |vで定める。任意の t ∈ A×につ
いて d(tx) = |t|A dxが成り立つ。そして、

A1 = {x ∈ A× | |x|A = 1}
と置く。このとき、F× ⊂ A1であり、商群F×\A1はコンパクトである。また、A× ∼=
A1 × (R×)0が成り立つ。

• 離散集合については、counting measure により測度を定める。

• 素点 v ∈ Σ∞についての F×
v 上のハール測度 d×xvを

dxv
|x|v
により定める。

• 素点 v ∈ Σfinについての F×
v 上のハール測度 d×xvを (1− q−1

v )−1dxv
|x|v
により定める。

• イデール群 A×上の測度は F×
v のハール測度の積測度により定める. A1上の測度を

A1 ∼= A×/(R×)0による商測度によって定める。
集合X上の２つの正値函数f(x), g(x)に対して、定数C > 0が存在して f(x) 6 C g(x) (∀x ∈

X)が成り立つとき f(x) ≪ g(x) (x ∈ X)と書く。f(x) ≪ g(x), g(x) ≪ f(x)が同時に成り
立つならば、f(x) ≍ g(x) (x ∈ X)と書く。

2. ポアソン和公式とGL(1)の跡公式

まず、局所コンパクトアーベル群の枠組みにおいて、ポアソン和公式を想起しよう。
Hを局所コンパクトアーベル群、Γ ⊂ Hをその格子（即ち、離散部分群であって商群Γ\H

がコンパクトなもの）とする。dhをHのハール測度とすれば、Γ\HのH-不変測度 dḣで∫
H

f(h) dh =

∫
Γ\H

{∑
γ∈Γ

f(γh)

}
dḣ, f ∈ L1(H)
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を満たすものが決まる。
∫
Γ\H dḣ = 1となるようにハール測度dhを正規化することが出来る。

ĤをHのポントリャーギン双対群とする。これは、開コンパクト位相によって局所コン
パクトアーベル群になり、

Γ⊥ = {χ ∈ Ĥ|χ(γ) = 1 (∀γ ∈ Γ) }

は Ĥの格子である。
可積分函数 f ∈ L1(H)の指標 χ ∈ Ĥにおけるフーリエ変換 f̂(χ)は

f̂(χ) =

∫
H

f(h)χ(h) dh

で定義される。以上の準備のもとで、Poissonの和公式は次のように述べられる。
f : H → Cは連続函数であって、次の条件を満たすとする。

•
∑

γ∈Γ |f(γh)|は h ∈ Hに関して広義一様収束する。
•
∑

χ∈Γ⊥ |f̂(χ)| < +∞.

このとき、ポアソン和公式 ∑
γ∈Γ

f(γ) =
∑
χ∈Γ⊥

f̂(χ)

が成り立つ。特にH = Aかつ Γ = F の場合は、y ∈ F に対して

f̂(y) =

∫
F

f(x)ψF (xy) dx

とすると、f ∈ C∞
c (A)に対してポアソン公式

(2.1)
∑
x∈F

f(x) =
∑
y∈F

f̂(y)

を得る。
GL(1,A) = A× の跡公式は H = A1 かつ Γ = F× の場合のポアソン和公式である。

L2(F×\A1)上の右正則表現 RF× を (RF×(a)Φ)(x) = Φ(xa), a ∈ A1, Φ ∈ L2(F×\A1)に
よって定める。このとき、RF×の既約分解（スペクトル分解）

RF× ∼=
⊕̂

χ∈(F×)⊥
C · χ

が成り立ち、さらに、f ∈ C∞
c (A1)についてGL(1)の跡公式

(2.2)
∑
γ∈F×

vol(F×\A1) · f(γ) =
∑

χ∈(F×)⊥

f̂(χ)

が成り立つ。ただし、等式の vol(F×\A1)はすでに固定したハール測度に依存して現れた。
等式の左側が幾何サイド、右側がスペクトルサイドと呼ばれる。

4



3. GL(2)に関する記号とハール測度

F 上の代数群G, P , M , N , Zを、任意の可換 F -代数Rに対してR-有理点が

G(R) = GL(2, R) =

{(
a b
c d

)
| a, b, c, d ∈ R, ad− bc ∈ R×

}
,

Z(R) =

{(
a 0
0 a

)
| a ∈ R×

}
,

M(R) =

{(
a 0
0 d

)
| a, d ∈ R×

}
,

N(R) =

{(
1 b
0 1

)
| b ∈ R

}
,

P (R) =

{(
a b
0 d

)
| a, d ∈ R×, b ∈ R

}
となるものとして定める。ZはGの中心である。P (R) = M(R)N(R)が成り立ち、P はG
の放物的部分群と呼ばれる。M を P の Levi部分群、N を P の unipotent radicalと呼ぶ。
アルキメデス素点 v0 ∈ Σ∞を一つ固定して、y > 0に対して、yを y

v0
= y, y

v
= 1 (∀v ̸= v0)

なるイデールとする。そして、G(A)の部分群Z+
∞とM+

∞を

Z+
∞ =

{(
y 0
0 y

)
| y ∈ (R×)0

}
, M+

∞ =

{(
y 0
0 y′

)
| y, y′ ∈ (R×)0

}
とする。HをQ上の代数群としたとき、AH をHのmaximal Q-split central torusとする。
スカラーの制限によりG(F )もM(F )もQ上の代数群として見ることができ、AGとAM が
定義される。位相群 Lに対して、その単位元の連結成分を L0で表す。特に

AG(R)0 =
{(

a 0
0 a

)
∈ G(F∞) | a ∈ (R×)0

}
∼= (R×)0 ∼= Z+

∞,

AM(R)0 =
{(

a 0
0 d

)
∈ G(F∞) | a, d ∈ (R×)0

}
∼= (R×)0 × (R×)0 ∼= M+

∞

となる。ただし、(R×)0を対角埋め込みで F×
∞の部分群と見ている。

G(A), M(A)の閉部分群G(A)1, M(A)1を

G(A)1 = {g ∈ G(A) | | det g|A = 1} , M(A)1 =
{(

a 0
0 d

)
∈M(A) | |a|A = |d|A = 1

}
で定義する。このとき、G(A) ∼= G(A)1 × AG(R)0 ∼= G(A)1 × Z+

∞ とM(A) ∼= M(A)1 ×
AM(R)0 ∼= M(A)1 ×M+

∞が成り立つ。
G(Fv)の極大コンパクト部分群として

Kv =


GL(2,Ov), (v ∈ Σfin),

O(2) := {g ∈ GL(2,R) | g tg = I2}, (v ∈ Σ∞, Fv
∼= R),

U(2) := {g ∈ GL(2,C) | g tḡ = I2}, (v ∈ Σ∞, Fv
∼= C)

と定める。K =
∏
v

Kv はG(A)の極大コンパクト部分群である。このとき、岩澤分解

G(Fv) = P (Fv)Kv and G(A) = P (A)K
が成り立つ。
g ∈ G(A)について、

g = nmak, n ∈ N(A), m ∈M(A)1, a ∈M+
∞, k ∈ K
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と分解できる。特に、aは一意的に定まる。a =

(
a1 0
0 a2

)
∈M+

∞, a1, a2 ∈ (R×)0として、

H(g) := log
a1
a2

により連続写像 H : G(A) → R を定義する。H(g) = H(nma) = H(ma) = H(a)に注意
する。

δP (g) = eH(g) =
a1
a2
, (g ∈ G(A))

によってG(A)上の関数 δP を定義する。δP をP (A)に制限した関数はP のmoduleと呼ばれ
る。自然な埋め込みにより、Hと δP はG(F )やG(Fv)上の関数となる。
N(Fv), M(Fv)のハール測度 dn, dhを同型N(Fv) ∼= Fv, M(Fv) ∼= F×

v × F×
v によって

dn = db, ifn = [ 1 b
0 1 ] ∈ N(Fv),

dh = d×t1 d
×t2, ifh =

[
t1 0
0 t2

]
∈M(Fv),

として定める。（ただし、dbは Fvのハール測度, d×t1, d
×t2は F×

v のハール測度である。い
ずれも上で決めたように正規化されたもの。）そして、P (Fv)上の左ハール測度 dpが

dp = dhdn = d×t1 d
×t2 db, if p = hn ∈ P (Fv)

= δP (p)
−1 dndh =

∣∣∣∣t2t1
∣∣∣∣
v

db d×t1 d
×t2, if p = nh ∈ P (Fv)

によって定められる。
G(Fv)上のハール測度を定めよう。vol(Kv) = 1により正規化されたKv上のハール測度を

dkとする。元 g ∈ G(Fv)は

g =

(
1 b
0 1

)(
t1 0
0 t2

)
k, b ∈ Fv, t1, t2 ∈ F×

v , k ∈ P (Fv) ∩Kv\Kv

と一意的に岩澤分解されるので,

dg =

∣∣∣∣t2t1
∣∣∣∣
v

db d×t1 d
×t2 dk

′

（dk′は dkと P (Fv) ∩ Kv 上の vol(P (Fv) ∩ Kv) = 1により正規化されたハール測度による
P (Fv) ∩Kv\Kv上の商測度）によりG(Fv)上のハール測度 dgが定まる。このとき、G(Fv)
上のテスト関数 f について、∫

G(Fv)

f(g) dg =

∫
Kv

∫
F×
v

∫
F×
v

∫
Fv

f(

(
1 b
0 1

)(
t1 0
0 t2

)
k)

∣∣∣∣t2t1
∣∣∣∣
v

db d×t1 d
×t2 dk

が成り立つことが分かる。
局所的な場合と同様にして、N(A), M(A)には同型N(A) ∼= A, M(A) ∼= A× × A×によっ

て、A, A× ×A×の測度を移送する。他のZ(A)やAM(R)0やM(A)1などに関しても同様で
ある。さらにZ+

∞やM+
∞にも同様に (R×)0の測度を移送する。K上のハール測度をそのKv

のハール測度の積測度によって定める。明らかに vol(K) = 1である。G(A)上の測度は上述
で定めたG(Fv)の測度による積測度で定める。G(A)1についてはG(A)1 ∼= G(A)/Z+

∞による
商測度によって測度 d1gを定める。M(A)1についてもM(A)1 ∼= M(A)/M+

∞による商測度に

よって測度 d1mを定める。a ∈ (R×)0についてアンダーラインを略して
(
a 0
0 1

)
∈ M+

∞/Z
+
∞
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とする。すると、岩澤分解に関して次の積分公式が成立する：G(A)上のテスト関数 f につ
いて、 ∫

G(A)1
f(g) d1g

=

∫
n∈N(A)

∫
a>0

∫
m∈M(A)1

∫
k∈K

f(n

(
a 0
0 1

)
mk) a−1 dn d×a d1m dk

となる。以後、似たような g ∈ G(A)についての分解においては、特に断らない限り
(
a 0
0 1

)
∈

M+
∞/Z

+
∞とする。

最後に普遍包絡環に関する記号を定めておこう。gをG(F∞)の Lie環の複素化とし、U(g)
をその普遍包絡環とし、Z(g)をU(g)の中心とする。U(g)の詳細については [24]など実 Lie
群の表現論の本を参照されたい。

4. GL(2)のスペクトル理論

4.1. 準備. • 直積分解G(A) = Z+
∞G(A)1から得られる同一視 Z+

∞\G(A) ∼= G(A)1によって
G(A)1上の函数を対応するG(A)上のZ+

∞-不変函数と区別しないで考える。

• 任意の q > 1に対して、Lq = Lq(G(F )\G(A)1; d1g)を次の条件を満たす可測函数 f :
G(A) → Cの同値類（零集合の補集合上一致するものを同一視）全体のなす空間とする：

(i) f(γzg) = f(g), γ ∈ G(F ), z ∈ Z+
∞, g ∈ G(A)1,

(ii) ∥f∥G,q :=

(∫
G(F )\G(A)1

|f(g)|q d1g

)1/q

< +∞.

函数 f1, f2 : G(F )\G(A)1 → Cのエルミート pairing⟨f1|f2⟩Gを

⟨ f1 | f2 ⟩G =

∫
G(F )\G(A)1

f1(g)f̄2(g) d
1g(4.1)

で定義する。付随するノルムは ∥f∥G = ⟨ f | f ⟩1/2G である。

• 函数 f : G(A) → Cは次の条件を満たすとき smoothであるといわれる：

(i) ある開部分群K ⊂ Kfinが存在して、f(gk) = f(g) (∀k ∈ K, ∀g ∈ G(A))となる。
(ii) 任意の gfin ∈ G(Afin)に対して、G(F∞)上の函数 g∞ 7→ f(g∞gfin)はC∞-級である。

•函数f : G(A) → Cのg ∈ G(A)による右移動R(g)f : G(A) → C,左移動L(g)f : G(A) → C
をそれぞれ次で定義する：

[R(g)f ](h) = f(hg), [L(g)f ](h) = f(g−1h), h ∈ G(A)1

H ⊂ G(A)を閉部分群とする。函数 f : G(A) → Cが条件

dimC⟨R(h)f |h ∈ H ⟩C <∞

を満たすとき右H-有限であるという。同様に左H-有限性は条件 dimC⟨L(h)f |h ∈ H ⟩C <∞
で定義される。

•　 volG = vol(G(F )\G(A)1), volM = vol(M(F )\M(A)1)とおく。
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4.1.1. Hecke環. v ∈ Σとする。左Kv-有限かつ右Kv-有限な、コンパクト台を持つ smooth
函数 φ : G(Fv) → C全体H(G(Fv))は合成積によって (単位元を持たない) C-代数になる。
これを vにおける局所Hecke環と呼ぶ。v ∈ ΣfinならばKvの特性函数 φ◦

vはH(G(Fv))の冪
等元になる。

φ(g) =
∏
v

φv(gv), g = (gv) ∈ G(A),

(φv ∈ H(G(Fv))で、殆ど全ての素点では φv = φ◦
v)

の形を持つG(A)上の函数 φの有限C-線型結合全体をH(G(A))とすると、これはG(A)1上
の合成積によってL1(G(A)1)の部分C-代数になる。C-代数H(G(A))をG(A)の大域ヘッケ
環と呼ぶ。φ ∈ H(G(A))に対して、φ∗ ∈ H(G(A))を

φ∗(g) = φ(g−1) g ∈ G(A)

で定義する。H(G(A))は単位元を持たないことに注意しよう。
• 左Z+

∞G(F )-不変かつ右K-有限な smooth函数 f : G(A) → C全体の空間を CGとする。こ
の空間にはヘッケ環H(G(A))が右移動Rによって自然に作用する：

[R(φ)f ](g) =

∫
G(A)1

f(gx)φ(x) d1x = f ∗ φ̌(g), φ ∈ H(G(A)), g ∈ G(A)(4.2)

4.1.2. ジーゲル領域. 相対コンパクト集合 ω ⊂ N(A)M(A)1と正数 tに対して、

S(ω, t) = ω
{[

a1 0
0 a2

]
∈ AM(R)0| a1/a2 > t

}
K

の形をもつG(A)の部分集合をジーゲル領域と呼ぶ。ωを P (F )ω = N(A)M(A)1となるよ
うにとるとき、次の性質を満たす t0の存在が知られている ([23, Corollary 7.9, Proposition
7.10], [22, §10])：

(1) G(A) = G(F )S(ω, t0)
(2) ♯{γ ∈ G(F )| γS(ω, t0) ∩S(ω, t0) ̸= ∅ } < +∞

以下、このようなS(ω, t0)を固定して簡単にSと書く。

補題 1. 左Z+
∞G(F )-不変可側函数 f : G(A) → [0,∞)が、ある定数 b ∈ Rに対して評価

f(g) ≪ δP (g)
b, g ∈ S

を満たすとする。b < 1であれば f ∈ L1である。

Proof : ηSをSの特性函数として、Φ(g) =
∑

γ∈G(F ) ηS(γg)とおく。上の性質 (a), (b) から
Φ(g)は有限和であってΦ(g) > 1 (∀g ∈ G(A))となる。よって、∫

Z+
∞G(F )\G(A)

f(g) dg 6
∫
Z+
∞G(F )\G(A)

Φ(g) f(g) dg

=

∫
Z+
∞\S

f(g) dg

=

∫
u∈ω

∫ ∞

t0

∫
k∈K

f (u [ a 0
0 1 ] k) a

−1 d×a du dk ≪
∫ ∞

t0

ab−1 d×a

最後の積分は b < 1ならば収束する。

とくに、体積 vol(Z+
∞G(F )\G(A))は有限になる。この値は系 52で決定される。
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4.2. L2-空間. L2-空間 L2は内積 (4.1)に関して可分ヒルベルト空間になり、G(A)を右移動
R

[R(g)f ] (x) = f(xg), g ∈ G(A), f ∈ L2.

によって作用させることによって、(R,L2)はG(A)のユニタリー表現を与える。当面の目標
は、ユニタリー表現 (R,L2)をG(A)の既約表現の直和に分解することである。
さて、H(G(A))は (4.2)によってL2に作用する。

命題 2. φ ∈ H(G(A)), f ∈ L2に対して、

∥R(φ)f∥G 6 ∥φ∥G(A)1,1 ∥f∥G
が成り立つ。ただし、∥φ∥G(A)1,1 =

∫
G(A)1 |φ(g)| dgである。R(φ) : L

2 → L2は有界線型作用
素になる。

Kφ(g, h) =
∑

γ∈G(F )

φ(g−1γh), g, h ∈ G(A)(4.3)

は局所一様絶対収束して、任意の g ∈ G(A)に対して

[R(φ)f ](g) =

∫
G(F )\G(A)1

Kφ(g, h) f(h) d1h, g ∈ G(A)

Proof : Cauchy-Schwartz不等式を使うと、∫
G(F )\G(A)1

| [R(φ)f ] (g) |2 d1g 6
∫
G(F )\G(A)1

∣∣∣∣∫
G(A)1

|f(gh)φ(h)| d1h

∣∣∣∣2 d1g

6
∫
G(F )\G(A)1

(∫
G(A)1

|f(gh)|2|φ(h)| d1h

) (∫
G(A)1

|φ(h)| d1h

)
d1g

= ∥φ∥G(A)1,1

∫
G(A)1

(∫
G(F )\G(A)1

|f(gh)|2 d1g

)
|φ(h)| d1h

= ∥φ∥2G(A)1,1 ∥f∥2G
これより、命題の前半部分が従う。

U1, U2 ⊂ G(A)1をコンパクト集合とする。ωφ = supp(φ)とおくと、U1ωφU−1
2 はG(A)1で

コンパクトだから、I = G(F ) ∩ U1 ωφ U−1
2 は有限集合であり、

Kφ(g, h) =
∑
γ∈I

φ(g−1γh), (g, h) ∈ U1 × U2

となる。よって、特に (4.3)は広義一様絶対収束である。次の変形より命題の最後の主張が
従う：

[R(φ)f ] (g) =

∫
G(A)1

f(gh)φ(h) d1h

=

∫
G(A)1

f(h)φ(g−1h) d1h

=

∫
G(F )\G(A)1

∑
γ∈G(F )

f(γh)φ(g−1γh) d1h

=

∫
G(F )\G(A)1

{
∑

γ∈G(F )

φ(g−1γh)} f(h) d1h (∵ f は左G(F )-不変)
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定義 3. Kφ(g, h)を φ ∈ H(G(A))に対する核函数と呼ぶ。

4.3. 連続スペクトラムの構成. 次の条件を満たす smooth函数 f : G(A)1 → C全体の空間を
CP とする：

(i) 左N(A)P (F )-不変である。
(ii) 右K-有限である。

ヘッケ環H(G(A))は右移動 (4.2)によってベクトル空間 CP に自然に作用する。

4.3.1. アイゼンシュタイン級数とその定数項. s ∈ Cに対して、次の条件を満たす函数 f :
G(A) → C全体の集合をH0(s)とする：

(a) f ∈ CP
(b) f は左M(A)1-有限である。
(c) f ([ a 0

0 1 ] g) = a(s+1)/2 f(g), a ∈ (R×)0, g ∈ G(A).　
H0(s)は CP の部分H(G(A))-加群であり、エルミート形式 ⟨ , ⟩K : H0(s)×H0(−s̄) → C,

⟨f1, f2⟩K = vol−1
M

∫
m∈M(F )\M(A)1

∫
k∈K

f1 (mk) f̄2 (mk) dm dk, f1 ∈ H0(s), f2 ∈ H0(−s̄)

はH(G(A))-不変 pairingになる。i.e.,

⟨R(φ)f1, f2⟩K = ⟨f1, R(φ∗)f2⟩K, φ ∈ H(G(A))

s ∈ iRならば、この pairing ⟨ , ⟩KはH0(s)のエルミート内積を与える。

定義 4. Re(s) > 1, g ∈ G(A)とする。
• f ∈ H0(s)に対して、

[M(s)f ](g) =

∫
N(F )\N(A)

f(w0ng) dn(4.4)

と定義する。ただし、w0 =

(
0 −1
1 0

)
とする。

• f ∈ H0(s)に対して、

E(f : g) =
∑

γ∈P (F )\G(F )

f(γg), g ∈ G(A)(4.5)

とおき、f に対応するアイゼンシュタイン級数と呼ぶ。

命題 5. (1) Re(s) > 1ならば級数 (4.5)は g ∈ G(A)に関して広義一様絶対収束する。
E(f ;−) ∈ CGである。対応 f 7→ E(f : −)はH(G(A))-絡作用素:

E : H0(s) −→ CG
を定める。

(2) Re(s) > 1ならば、g ∈ G(A)を変数と見たとき、積分 (4.4)は広義一様に絶対収束し
てH0(−s)に属する函数を定める。対応 f 7→M(s)f はH(G(A))-絡作用素

M(s) : H0(s) −→ H0(−s)

になる。更に、f1 ∈ H0(s), f2 ∈ H0(s̄) (Re(s) > 1)に対して

⟨M(s)f1, f2⟩K = ⟨f1,M(s̄)f2⟩K(4.6)

が成り立つ。
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Proof : (1) 第５章の命題 61および補題 63から従う。
函数 φ ∈ CGに対して、その（フーリエ展開の）定数項は

φP (g) =

∫
F\A

φ ([ 1 x
0 1 ] g) dx, g ∈ G(A)

で定義される。

命題 6. f ∈ H0(s) (Re(s) > 1)とすると、アイゼンシュタイン級数E(f ;−)の定数項は

E(f)P (g) = f(g) + [M(s)f ](g), g ∈ G(A)
で与えられる。

Proof : [38, 命題 6]を参照せよ。

4.3.2. 擬アイゼンシュタイン級数. 次の条件を満たす函数 ϕ : G(A) → C全体のなすC-ベク
トル空間をDP とする：

(a) ϕ ∈ CP
(b) ϕは左M(A)1-有限である。
(c) ϕは mod Z+

∞N(A)P (F )でコンパクト台をもつ。つまり、コンパクト集合ωϕ ⊂ G(A)
が存在して、

g ̸∈ Z+
∞N(A)P (F )ωϕ =⇒ ϕ(g) = 0

同様に、mod Z+
∞G(F )でコンパクト台を持つ函数 φ ∈ CGの空間をDGと定義する。

注意 : DP , DGはそれぞれ CP , CGの部分H(G(A))-加群になる。写像 φ 7→ φP はH(G(A))-
絡作用素 CG −→ CP である。

定義 7. ϕ ∈ DP に対して、

θϕ(g) =
∑

γ∈P (F )\G(F )

ϕ(γg), g ∈ G(A)(4.7)

を ϕに対応する擬アイゼンシュタイン級数と呼ぶ。

命題 8. (1) 級数 (4.7)は局所的には有限和である。即ち、U ⊂ G(A)を任意のコンパク
ト集合とすると、有限部分集合 I(U) ⊂ P (F )\G(F )が存在して、

θϕ(g) =
∑

γ∈I(U)

ϕ(γg), g ∈ U

となる。
(2) 函数 θϕ : G(A) → Cは函数空間DGに属する。特に、θϕ ∈ Lq (∀q > 0)である。対応

ϕ 7→ θϕはH(G(A))-絡作用素 θ : DP → DGを与える。

Proof : コンパクト集合 ωϕ ⊂ G(A)が存在して supp(ϕ) ⊂ Z+
∞P (F )N(A)ωϕ となる。更

に、N(A) = N(F )UN なるコンパクト集合 UN をとれば、supp(ϕ) ⊂ Z+
∞P (F )UNωϕとなる。

π : G(A) → Z+
∞P (F )\G(A)を自然な射影として

I(U) = π
[
G(F ) ∩ (Z+

∞P (F )UNωϕU−1)
]

とおくと、I(U)は、Z+
∞P (F )\G(A)の離散部分集合P (F )\G(F )と相対コンパクト部分集合

π(UNωϕU−1)の共通部分に一致する。よって、I(U)は有限集合である。明らかに ϕ(γg) = 0
(∀g ∈ U , ∀γ ̸∈ I(U))なので、(1)が従う。θϕが左 Z+

∞G(F )-不変な smooth函数なことは (1)
より明らか。supp(θϕ) ⊂ Z+

∞G(F )ωϕなので、θϕ ∈ DGが分かる。(2)の残りの主張は自明で
ある。
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定義 9. ϕ ∈ DP のフーリエ・ラプラス変換を

ϕ̂(s : g) =

∫ +∞

0

ϕ
([

y 0
0 1

]
g
)
y−(s+1)/2 d×y, g ∈ G(A), s ∈ C(4.8)

で定義する。

命題 10. (1) 任意のコンパクト集合 U ⊂ G(A)に対して、ある数 tU > 1が存在して、

ϕ
([

y 0
0 1

]
g
)
= 0, ∀g ∈ Z+

∞ U , ∀y ̸∈ [t−1
U , tU ]

となる。特に、積分 (4.8)は (s, g)について広義一様収束する。
(2) g ∈ G(A)を固定すると、ϕ̂(s : g)は sについて整型函数である。任意の s ∈ Cに対し
て、ϕ̂(s : −) ∈ H0(s)である。

Proof : (1) コンパクト集合 ωϕ ⊂ G(A)を supp(ϕ) ⊂ Z+
∞N(A)P (F )ωϕとなるようにとる。

このとき、

ϕ
([

y 0
0 1

]
g
)
̸= 0 =⇒

[
y 0
0 1

]
g ∈ Z+

∞N(A)P (F )ωϕ =⇒ y ∈ H(ωϕ)H(g)−1

gがコンパクト集合 U を走るとき、H(ωϕ)H(g)−1は (0,+∞)一定のコンパクト集合にとど
まる。これより (1)が従う。

(2)の最初の主張は (1)より自明である。ϕ̂(s : −) ∈ H0(s)を示そう。2.2.1節の最初に述
べた条件 (a), (b), (c)を確かめればよい。(c)は定義式 (4.8)から容易に従う。部分群 T+

∞ =
{
[
y 0
0 1

]
| y > 0 }が部分群N(A)を正規化しM(A)1とは可換なことから、左N(A)P (F )-不変

性と条件 (b)は積分変換 (4.8)の前後で保たれる。積分変換 (4.8)は群 T+
∞の左作用を経由し

て定義しているので、右K-有限性を保つ。

命題 11. ϕ ∈ DP とする。任意のm ∈ Nおよび任意の２つの実数 σ1 < σ2に対して、

|ϕ̂(s : g)| ≪m,σ1,σ2 δP (g)
(Re(s)+1)/2 (1 + |Im(s)|)−m, g ∈ G(A), s ∈ [σ1, σ2] + iR.

Proof : ϕは右K-有限だから有限個の函数 ϕj ∈ DP および連続函数 cj : K → C (1 6 j 6 d)

が存在してR(k)ϕ =
∑d

j=1 cj(k)ϕj (∀k ∈ K) となる。よって、

ϕ ([ t 0
0 1 ] k) =

d∑
j=1

cj(k)ϕj

([
y 0
0 1

])
, t ∈ A×, k ∈ K(4.9)

g ∈ G(A)を岩澤分解によって

g = [ 1 x
0 1 ] [

az 0
0 z ]mk, (x ∈ A, t ∈ A×, a, z > 0, m ∈M(A)1, k ∈ K)

と書き、ϕj ∈ DP に注意しながら、(4.9)を使って積分を変形すると、

ϕ̂(s : g) =
d∑

j=1

cj(k) a
(s+1)/2 αj(s : m),(4.10)

ただし、 αj(s;m) =

∫ ∞

0

ϕj

([
y 0
0 1

]
m
)
y−(s+1)/2 d×y

となる。さて、微分作用素D = y d
dy
は、Dy−(s+1)/2 = − s+1

2
y−(s+1)/2を満たすので、部分積

分をm回繰り返すことにより、(
−s+ 1

2

)m

αj(s;m) = (−1)m
∫ +∞

0

{
Dm

y ϕj

([
y 0
0 1

]
m
)}

y−(s+1)/2 d×y
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を得る。ここで、部分積分の「留数項」は命題 10(1)より消滅することに注意せよ。これよ
り、任意の帯領域 [σ1, σ2] + iRに対して、評価

|αj(s;m)| ≪σ1,σ2,m (1 + |Im(s)|)−m, m ∈M(A)1, s ∈ [σ1, σ2] + iR(4.11)

が従う。a = δP (g)に注意すると、(4.10), (4.11)から

|ϕ̂(s : g)| ≪
∑
j

|cj(k)| a(Re(s)+1)/2 (1 + |Im(s)|)−m ≪ δP (g)
(Re(s)+1)/2 (1 + |Im(s)|)−m

を得る。
注意 ：命題 11はあとで精密化される（命題 20）。

命題 12. ϕ ∈ DP とすると、次の「反転公式」が成立する：

ϕ(g) =
1

4πi

∫ c+i∞

c−i∞
ϕ̂(s : g) ds, g ∈ G(A)(4.12)

ただし、c ∈ Rは任意の実数で、積分路は垂直線Re(s) = cに虚数部分が増加するように向
き付ける。

Proof : s = 4πiτ (τ ∈ R)とすると、

ϕ̂(s : g) =
1

4π

∫ ∞

0

ϕ
([

y 0
0 1

]
g
)
y−(s+1)/2 d×y

=

∫
R
ϕ ([ e

r 0
0 1 ] g) e

−(s+1)r/2dr

=

∫
R
f(r) exp(2πirτ) dr = f̂(τ)

ただし、f(r) = e−r/2 ϕ ([ e
r 0
0 1 ] g)とおいた。Fourier反転公式から

f(0) =

∫
R
f̂(r) dτ =

∫
R
ϕ̂(s : g) dτ =

1

4πi

∫ +i∞

−i∞
ϕ̂(s : g) ds

矩形領域QR = {s ∈ C| |Im(s)| 6 R, 0 6 Re(s) 6 c }の周を半時計回りに周回する道に対し
てCauchyの積分定理を使い、R → +∞とする。命題 11から実軸に水平な辺からの寄与は
消滅するので、最後の線積分の積分路は虚軸からRe(s) = cに shiftされる。

命題 13. ϕ ∈ DP とすると、任意の c > 1に対して、

θϕ(g) =
1

4πi

∫ c+i∞

c−i∞
E(ϕ̂(s) : g) ds, g ∈ G(A)

が成立する。右辺の積分は絶対収束する。

Proof :

θϕ(g) =
∑

γ∈P (F )\G(F )

ϕ(γg)

=
∑

γ∈P (F )\G(F )

1

4πi

∫ c+i∞

c−i∞
ϕ̂(s : γg) ds

=
1

4πi

∫ c+i∞

c−i∞

∑
γ∈P (F )\G(F )

ϕ̂(s : γg) ds =
1

4πi

∫ c+i∞

c−i∞
E(ϕ̂(s) : g) ds

13



命題 5(1)および命題 11から∫
Re(s)=c

{
∑

γ∈P (F )\G(F )

|ϕ̂(s; γg)|} d|s|

≪
∑

γ∈P (F )\G(F )

δP (γg)
(c+1)/2

∫
Re(s)=c

(1 + |Im(s)|)−m d|s| < +∞

なので、上の計算における積分順序の交換は Fubiniの定理で正当化される。

4.3.3. 内積に関する随伴公式. エルミート pairing ⟨ | ⟩P : DP × CP → Cを

⟨ϕ1|ϕ2⟩P =

∫ +∞

0

∫
m∈M(F )\M(A)1

∫
k∈K

ϕ1

([
y 0
0 1

]
mk
)
ϕ̄2

([
y 0
0 1

]
mk
)
y−1 d×y d1m dk

で定義する。M(F )\M(A)1 ×Kはコンパクトなので、命題 10(1) よりこの積分は絶対収束
する。

命題 14. (1) ϕ ∈ DP , φ ∈ CGのとき、

⟨ θϕ |φ ⟩G = ⟨ϕ |φP ⟩P

(2) ϕ ∈ DP , f ∈ H0(s)のとき、

⟨ f |ϕ ⟩P = volM ⟨ f, ϕ̂(−s̄) ⟩K

Proof : (1)は次のように示せる。

⟨ θϕ |φ ⟩G =

∫
Z+
∞ G(F )\G(A)

{
∑

γ∈P (F )\G(F )

ϕ(γg)} φ̄(g) d1g =

∫
Z+
∞ P (F )\G(A)

ϕ(g) φ̄(g) d1g

=

∫
n∈N(F )\N(A)

∫ +∞

0

∫
m∈M(F )\M(A)1

∫
k∈K

ϕ
(
n
[
y 0
0 1

]
mk
)
φ̄
(
n
[
y 0
0 1

]
mk
)
dn y−1d×y d1m dk

=

∫ +∞

0

∫
m∈M(F )\M(A)1

∫
k∈K

ϕ
([

y 0
0 1

]
mk
)
φ̄P

([
y 0
0 1

]
mk
)
y−1d×y d1m dk = ⟨ϕ|φP ⟩P

θ|ϕ| ∈ DGより積分 ⟨ θ|ϕ| |φ ⟩Gは絶対収束するから、上の計算は Fubiniの定理によって正当
化される。
(2)は次のように示せる。

⟨ f |ϕ ⟩P =

∫ +∞

0

∫
m∈M(F )\M(A)1

∫
k∈K

f
(
m
[
y 0
0 1

]
k
)
ϕ̄
(
m
[
y 0
0 1

]
k
)
y−1 d×y d1m dk

=

∫
m∈M(F )\M(A)1

∫
k∈K

f (mk)

{∫ +∞

0

ϕ̄
([

y 0
0 1

]
mk
)
y(s−1)/2 d×y

}
d1m dk

=

∫
m∈M(F )\M(A)1

∫
k∈K

f (mk) ϕ̂(−s̄ : mk) d1m dk

= volM ⟨ f, ϕ̂(−s̄) ⟩K

積分 ⟨ f |ϕ ⟩Gの絶対収束性から、Fubiniの定理によって上の計算は正当化される。
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4.3.4. 内積公式 I.

命題 15. ϕ1, ϕ2 ∈ DP に対して、c > 1であれば

⟨ θϕ1 | θϕ2 ⟩G =
volM
4πi

∫ c+i∞

c−i∞
{⟨ϕ̂1(s), ϕ̂2(−s̄)⟩K + ⟨M(s)ϕ̂1(s), ϕ̂2(s̄)⟩K} ds(4.13)

が成立する。

Proof :

⟨ θϕ1 | θϕ2 ⟩G =

∫
G(F )\G(A)1

{
1

4πi

∫ c+i∞

c−i∞
E(ϕ̂1(s), g) ds

}
θϕ2(g) d

1g (∵命題 13)

=
1

4πi

∫ c+i∞

c−i∞
⟨E(ϕ̂1(s)) | θϕ2 ⟩G ds

ここで、命題 8 (1) (θϕ2がG(F )\G(A)1でコンパクト台を持つ)および命題 13に注意する
と、積分順序交換は正当化される。非積分函数は次のように変形される：

⟨E(ϕ̂1(s)) | θϕ2 ⟩G = ⟨E(ϕ̂1(s))P |ϕ2 ⟩P (∵命題 14(1))

= ⟨ ϕ̂1(s) +M(s) ϕ̂1(s) |ϕ2 ⟩P (∵命題 6)

= volM {⟨ ϕ̂1(s), ϕ̂2(−s̄) ⟩K + ⟨M(s)ϕ̂1(s), ϕ̂2(s̄) ⟩K} (∵命題 14(2))

4.3.5. 大域絡作用素の解析接続. • XM をコンパクトアーベル群

M(F )\M(A)1 ∼= (F×\A1)× (F×\A1)(4.14)

のポントリャーギン双対群とする:

XM = {η :M(F )\M(A)1 → C1|連続準同型写像 }.

N(A)がM(A)で正規化されることに注意すると、群 (4.14)は、剰余類空間N(A)P (F )\G(A)1
に左乗法で矛盾無く作用し、従って、函数空間 CP にも自然に作用する：

[L(m)ϕ](ġ) = ϕ(m−1ġ), m ∈M(F )\M(A)1, ġ ∈ N(A)P (F )\G(A)1

CP の定義に含まれる左M(A)1-有限性の条件から、この表現はM(F )\M(A)1の 1次元表現
の（代数的な）直和に分解する。具体的に分解を記述するには次のようにする。函数 ϕ ∈ CP
と指標 µ ∈ XM に対して、

ϕµ(g) = vol−1
M

∫
M(F )\M(A)1

ϕ(mg)µ(m) d1m, g ∈ G(A)1

と定義すると、対応 ϕ 7→ ϕµは CP からその部分空間
CP (µ) = {ϕ ∈ CP |L(m)ϕ = µ(m)ϕ, m ∈M(A)1 }

の上への射影になり、
CP =

⊕
µ∈XM

CP (µ)

と分解される. この分解はH(G(A))の右作用Rによって保たれる。同様に、CP の部分空間
DP , H

0(s)も、

DP (µ) = CP (µ) ∩DP , H0(µ, s) = CP (µ) ∩H0(s)

と定義すると、
DP =

⊕
µ∈XM

DP (µ), H0(s) =
⊕
µ∈XM

H0(µ, s)
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とH(G(A))-加群として代数的直和に分解される。
• f ∈ H0(0), s ∈ Cに対して、f(s) : G(A)1 → Cを

f(s)(g) = δP (g)
s/2 f(g), g ∈ G(A)1, s ∈ C

で定義すると、f(s) ∈ H0(s)であり、f|K = f(s)|Kが分かる。対応 f 7→ f(s)はK-同型写像
H0(0) ∼= H0(s)を導く。そこで、この同型によってH0(s)上のH(G(A))の右作用をH0(0)に
移送したものを πsと書く：

[πs(φ)f](g) = [R(φ)f(s)](g) δP (g)
−s/2, φ ∈ H(G(A)), g ∈ G(A)1

すると、pairing ⟨ , ⟩KのH(G(A))-不変性は、

⟨πs(φ)f1, f2⟩K = ⟨f1, π−s̄(φ
∗)f2⟩K, f1, f2 ∈ H0(0), φ ∈ H(G(A))

と読み替えられる。

•同一視 (4.14)によって、µは２つのイデール類群指標µ1, µ2 : F
×\A1 → C1の組µ = (µ1, µ2)

と見做せる。このとき、
µ̌ = (µ2, µ1)

と定義する。すると、M(s) : H0(s) −→ H0(−s) (Re(s) > 1)はH0(µ, s)をH0(µ̌,−s)に
写す：

M(s)H0(µ, s) ⊂ H0(µ̌,−s)
以下では、簡単のためH0 = H0(0), H0

µ = H0(µ, 0)とおく。内積公式 (4.13)における積分路
Re(s) = cを虚軸（= unitary axis)にまで shiftさせたい。そのため、M(s)の定義域を iRの
近傍まで解析接続する必要がある。

命題 16. 可算な補集合をもつある開稠密部分集合 D ⊂ Cで定義された線型作用素の族
M(s) : H0 −→ H0 (s ∈ D)で次のようなものが存在する。

(1) Re(s) > 1であれば、任意の f ∈ H0に対して

(M(s)f)(−s) =M(s)f(s)

(2) M(s)は (πs,H
0)から (π−s,H

0)へのH(G(A)))-絡作用素である。
(3) M(s)は有理型である。即ち、任意の f1, f2 ∈ H0に対して、s 7→ ⟨M(s)f1, f2⟩KはC−D
に極を持つ有理型函数である。

(4) M(s)は右半平面 Re(s) > 0では s = 1を除いて整型である。D ∩ {Re(s) > 0, s ̸=
1} = ∅

(5) f1, f2 ∈ H0とすると、 任意の σ > 0に対して、あるN ∈ Rが存在して、

|⟨M(s)f1, f2⟩K| ≪ (1 + |Im(s)|)N , s ∈ [0, σ] + iR

(6) s ∈ iRならば

M(−s) ◦M(s) = Id,

⟨M(s) f1,M(s) f2⟩K = ⟨f1, f2⟩K, (f1, f2 ∈ H0).

Proof : 証明は 3.2.1節を参照せよ。

命題 17. (1) f ∈ H0
µ, f2 ∈ H0

νとする。s 7→ ⟨M(s)f, f2⟩Kは s = 1で高々１位の極を持ち、

Ress=1⟨M(s)f, f2⟩K ̸= 0 =⇒ µ̌ = µ, f2 ∈ H0
µ
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(2) イデール類群指標 η : F×\A1 → C1に対して、G(A)上の函数 η ◦ detはH0(−1)に属
する。r2 = ♯ΣC,

C = vol(F×\A1)∆
−1/2
F π−r2 ζF (2)

−1

とおくと、任意の µ = (η, η)および任意の f1, f2 ∈ H0
µに対して、

Ress=1⟨M(s)f, f2⟩K = C ⟨f, η ◦ det⟩K ⟨f2, η ◦ det⟩K
が成り立つ。

Proof : この証明の中では、第３章の結果や記号を自由に使う。
µ̌ ̸= νならばH0

µ̌⊥H0
νだから、⟨M(s)f, f2⟩K = 0である。以下、µ̌ = νを仮定する。一般性

を失わずに、

f =
∏
v

fv, f2 =
∏
v

f2,v,

(fv ∈ H0
v(µv, 0), f2,v ∈ H0

v(µ̌v, 0) で、有限個の素点の vを除いては fv, f2,vは不分岐)

の形であるとしてよい。S を素点の有限集合で、全てのアルキメデス素点を含み、しかも
v ̸∈ Sならば µv, ψF,vは不分岐かつ fv = f◦v (µv, 0), f2,v = f◦v (µ̌v, 0)なるものとする。すると、
定義 57および系 58によれば

⟨M(s)f, f2⟩K =
∏
v

⟨Mv(s)f
(s)
v , f

(s̄)
2,v⟩Kv

= ϵ(s, µ1µ
−1
2 )−1 L(s, µ1µ

−1
2 )

L(s+ 1, µ1µ
−1
2 )

∏
v∈S

⟨Rv(µv, s)f
(s)
v , f

(s̄)
2,v⟩Kv

で最後の内積因子は Cで整型である。よって、この表示全体の s = 1での極は L(s, µ1µ
−1
2 )

からのみ生じ、実際に極がでるには µ1µ
−1
2 が自明指標が必要。これで (1)が示せた。以下、

µ1 = µ2 とする。従って、ϵ(s, µ1µ
−1
2 ) = ∆

1/2−s
F , L(s, µ1µ

−1
2 ) = ζF (s)である。上の等式の

s = 1での留数をとって、命題 59を使うと、

Ress=1⟨M(s)f, f2⟩K = ∆
1/2
F

1

ζF (2)
{Ress=1ζF (s)}

∏
v∈S

⟨Rv(µv, 1)f
(1)
v , f

(1)
2,v ⟩Kv

= ∆
1/2
F

vol(F×\A1)

ζF (2)

∏
v∈S

Cv ⟨f(1)v , ηv ◦ det⟩Kv ⟨ηv ◦ det, f
(1)
2,v ⟩Kv

=
vol(F×\A1)

ζF (2)
∆

−1/2
F π−r2⟨f, η ◦ det⟩K ⟨f2, η ◦ det⟩K

4.3.6. Paley-Wiener切断. 整型函数 α : C → Cが次の評価を満たすとき Paley-Wiener函
数と呼ぶ：

(∃R ∈ R) (∀m ∈ N) |α(s)| ≪ eR|Res| (1 + |s|)−m, s ∈ C
PW(C)をこのような函数全体の空間とする。ここで、Paley-Wienerの定理を想起しよう：

定理 18. f ∈ C∞
c (R)に対して、そのフーリエ・ラプラス変換

f̂(s) =

∫
R
f(x) e2πixs dx, s ∈ C

は PW(C)に属する。対応 f 7→ f̂ は線型同型C∞
c (R) → PW(C)を与える。

Proof : [40, IV §4 (p.161)]を参照せよ。

定義 19. 写像F : C → CP が次ぎの条件を満たすとき Paley-Wiener切断とよぶ。
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(1) 任意の s ∈ Cに対してF(s) ∈ H0(s)である。
(2) H0の有限函数族 {fj}dj=1およびC上のPaley-Wiener函数の有限族 {cj(s)}dj=1が存在
して

F(s) =
d∑

j=1

cj(s) f
(s)
j , s ∈ C

Paley-Wiener切断全体の空間をP0(C)と書く。

命題 20. ϕ ∈ DP ならば、その Fourier-Laplace変換 ϕ̂ : s 7→ ϕ̂(s;−)はP0(C)に属する。対
応 ϕ 7→ ϕ̂はDP からP0(C)の上への線型同型である。

Proof : ϕ ∈ DP は右K-有限かつ左M(A)1-有限だから、Kの有限次元連続表現 (τ,W )と有
限個の指標の集合X0 (⊂ XM)が存在して ϕ ∈

⊕
µ∈X0

DP (µ)[τ ]となる。ただし、任意のK-加
群Xに対して、X[τ ]は τ -等型成分 (自然な線型写像HomK(W,X)⊗W → Xの像)である。
ϕ 7→ ϕ̂(s)はDP (µ)からH0(µ, s)へのK-絡作用素であり、更にH0(µ, s) ∼= H0

µはK-同型だ
から

ϕ̂(s) ∈
⊕
µ∈X0

H0(µ, s)[τ ] ∼=
⊕
µ∈X0

H0
µ[τ ]

となる。H0
µ[τ ]は有限次元（K-許容可能性)なので、

⊕
µ∈X0

H0
µ[τ ]は有限正規直交基底 {fj}

を持つ。よって
ϕ̂(s) =

∑
j

cj(s) f
(s)
j , s ∈ C

ただし、cj(s) = ⟨ϕ̂(s), fj⟩Kである。fj ∈ H0
µj
とすると、

cj(s) =

∫ ∞

0

aj(r) e
−sr/2 dr,

aj(r) = e−r/2

∫
M(F )\M(A)1

∫
K

ϕ ([ e
r 0
0 1 ]mk) f̄j(k)µj(m) d1m dk

となる。命題 10より aj ∈ C∞
c (R)であるから、定理 18から cj(s)はC上の Paley-Wiener函

数になる。これで、ϕ̂ ∈ P0(C)が示された。
命題の後半を示すには逆写像P0(C) → DP を構成すればよい。任意の F ∈ P0(C)に対

して、

F̃(g) =
1

4πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
F(s)(g) ds, g ∈ G(A)

と定義すると、Fourier反転公式と定理 (18)から F̃ ∈ DP および
ˆ̃F = Fが容易に確かめられ

る。一方、命題 12は ˜̂
ϕ = ϕを示している。

4.3.7. 内積公式 II.

定義 21. (1) ϕ ∈ DP に対して、aϕ : R → H0を

(aϕ(y))
(iy) = ϕ̂(iy) +M(−iy) ϕ̂(−iy), y ∈ R

と定義する。
(2) イデール類指標 η : F×\A1 → C1に対して、

φη(g) = vol
−1/2
G η(det g), g ∈ G(A)

と定義する。函数 φηはL2の単位ベクトルになる。
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補題 22. 任意の ϕ ∈ DP に対して、

⟨θϕ|φη⟩G = ⟨ϕ |φη ⟩P = vol
−1/2
G volM ⟨ϕ̂(1), η ◦ det⟩K

Proof :

⟨ θϕ |φη ⟩G = ⟨ϕ|(φη)P ⟩P (∵命題 14(1))

= ⟨ϕ |φη ⟩P (∵ (φη)P = φη)

= volM ⟨ϕ̂(1), φη⟩K (∵命題 14(2))

命題 23. ϕ1, ϕ2 ∈ DP のとき、

⟨θϕ1 |θϕ2⟩G =
volM
8π

∫
R
⟨aϕ1(y), aϕ2(y)⟩K dy +

C

2

volG
volM

∑
η

⟨θϕ1 |φη⟩G ⟨θϕ2|φη⟩G

が成り立つ。C = vol(F×\A1)∆
−1/2
F π−r2 ζF (2)

−1 (r2 = ♯ΣC) である。

Proof : c > 1を固定する。R > 0に対してQRを矩形領域 {s ∈ C| 0 6 Re(s) 6 c, |Im(s)| 6
R }とする。命題 16(3), (4)および命題 17より、sの函数

Ξ(s) = ⟨ϕ̂1(s), ϕ̂2(−s̄)⟩K + ⟨M(s)ϕ̂1(s), ϕ̂2(s̄)⟩K

はC上有理型でありQRの周および内部に存在する極は s = 1における高々１位の極のみで
ある。留数定理より、

1

2πi

∫ c+iR

c−iR

Ξ(s) ds =
1

2πi

∫ iR

−iR

Ξ(s) ds+ I(R) + Ress=1Ξ(s)(4.15)

となる。ただし、I(R)は水平線分 [0, c] ± iR上の線積分である。命題 16 (5)および命題 11
から、任意のm > 0に対して帯領域 [0, c] + iRにおいて一様な評価 |Ξ(s)| ≪ (1+ |Im(s)|)−m

が成立する。よって、R → +∞のとき I(R)はゼロに収束する。虚軸上でM(iy)がユニタ
リー作用素であることとM(iy)aϕ(iy) = aϕ(−iy)であることを使うと、

1

4πi

∫ c+iR

c−iR

Ξ(s) ds =
1

4π

∫
R
Ξ(iy) dy +

1

2
Ress=1Ξ(s)

=
1

4π

∫
R
{⟨ϕ̂1(iy), ϕ̂2(iy)⟩K + ⟨ϕ̂1(iy),M(−iy)ϕ̂2(−iy)⟩K} dy +

1

2
Ress=1Ξ(s)

=
1

4π

∫
R
{⟨ϕ̂1(iy), aϕ2(iy)⟩K} dy +

1

2
Ress=1Ξ(s)

=
1

8π

∫
R
{⟨ϕ̂1(iy) +M(−iy)ϕ̂1(−iy), aϕ2(iy)⟩K} dy +

1

2
Ress=1Ξ(s)

=
1

8π

∫
R
{⟨aϕ1(iy), aϕ2(iy)⟩K} dy +

1

2
Ress=1Ξ(s)

あとは Ξ(s)の留数を計算すればよい。命題 20より ϕ̂1(s), ϕ̂2(s)は

ϕ̂1(s) =
∑
j

aj(s) f
(s)
j , ϕ̂2(s) =

∑
j

bj(s) f
(s)
j
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とかける。ただし、{fj}はH0の函数の有限族であって、各 fjは適当な指標 µj ∈ XM に対す
るH0

µj
に属し、aj(s), bj(s) ∈ PW(C)である。さて、命題 17から、

Ress=1Ξ(s) =
∑
i,j

Ress=1{ai(s) bj(s) ⟨M(s)f
(s)
i , f

(s)
j ⟩K}

=
∑
i,j

ai(1) bj(1)Ress=1⟨M(s)f
(s)
i , f

(s)
j ⟩K

= C
∑
i,j

∑
η

ai(1) bj(1) ⟨fi, η ◦ det⟩K ⟨fj, η ◦ det⟩K

= C
∑
η

⟨ϕ̂1(1), η ◦ det⟩K ⟨ϕ̂2(1), η ◦ det⟩K

= C volG vol−1
M

∑
η

⟨ θϕ1 |φη ⟩G ⟨ θϕ2 |φη ⟩G

最後の等式は補題 22による。

4.3.8. L2-空間の分解. H0を内積 ⟨ , ⟩Kによって完備化して得られるヒルベルト空間をHと
する。y ∈ RのときM(iy) : H0 → H0はユニタリー作用素だったから、完備化Hのユニタ
リー作用素に連続延長される。ヘッケ環H(G(A))のH0への作用 πiy(φ)から自然にG(A)の
ユニタリー表現 (πiy,H)が定まる。
µ ∈ XM , τ ∈ K̂に対して、τ -等型成分H0

µ[τ ]の正規直交基底Bµ[τ ]を固定する。BをBµ[τ ]

(µ ∈ XM , τ ∈ K̂)全体の合併集合とすると、BはHの可算正規直交基底であり、B = {fn}n∈N
と番号付けることが出来る。以下このような基底を一つ固定しておく。

定義 24. 函数 a : R → Hで次の条件を満たすもの全体（の同値類）の空間をHとする：
(1) a(y) =

∑
n∈N cn(y) fnと表すとき、係数函数 cnはすべて可測函数である。

(2) 任意の y ∈ Rに対して、M(iy) a(y) = a(−y)
(3)

∫
R
∥a(y)∥2K dy < +∞

内積

(a1|a2)H =
volM
4π

∫ +∞

0

⟨a1(y), a2(y)⟩K dy

によって、Hはヒルベルト空間になり、しかも次の公式で定義される群G(A)の作用 ρによっ
てユニタリー表現になる。

[ρ(g)a](y) = πiy(g)(a(y)), a.e in y ∈ R, (a ∈ H)

注意 : 普通、ユニタリー表現 (ρ,H)は (πiy,H)のヒルベルト直和と呼ばれ、∫ ⊕̂

y∈R×
+

(πiy,H)
volM
4π

dy

と書かれる。

定義 25. (1) θϕ (ϕ ∈ DP )全体の空間をΘ、 L2におけるその閉包を Θ̄と定義する：

Θ = {θϕ|ϕ ∈ DP }, Θ̄ = L2-Closure of Θ
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(2) イデール類指標 η : F×\A1 → C1に対して、Θ(η) = Cφηとおく。

Pη : L
2 −→ Θ(η), Pη(f) = ⟨ f |φη ⟩G φη

を直交射影子とする。

R(g)φη = η(det g)φηだから、Θ(η)はG(A)が１次元表現 η ◦ detで作用するL2のG(A)-部
分空間である。また、部分空間Θ(η)達は L2-内積に関して互いに直交する。

補題 26. 有限個の L2-函数 cj ∈ L2(R) (1 6 j 6 d)と有限個のスカラー aj (1 6 j 6 d)を与
える。任意の ϵ > 0に対して、ある αj ∈ PW(C)が存在して∫

R
|cj(y)− αj(iy)|2 dy < ϵ, αj(1) = aj, (1 6 j 6 d)

となる。

Proof : [8, Lemma 17.3(p.172)]を参照せよ。

補題 27. {(aϕ, {Pη(θϕ)}η) |ϕ ∈ DP }はH⊕̂
⊕̂

ηΘ(η)の稠密部分空間である。

Proof : a ∈ H0および有限個の異なる指標 ηj (1 6 j 6 d)とスカラー aj ∈ Cを任意にとる。
N ∈ Nを十分大きく選べば a(s) =

∑N
n=0 cn(s) fn (cj ∈ L2(R)) と表せる。さらに、十分大き

くNをとることで n > Nのとき ⟨fn, ηj ◦det⟩K = 0 (1 6 j 6 d)であるとしてもよい。イデー
ル類群指標 ηに対して、η̃ = η ◦ det |Kで１次元表現 η̃ ∈ K̂を定義すると、H0[η̃]は 1次元で
ある。ηj (1 6 j 6 d′)を fnj

∈ H0[η̃j]となる 0 6 nj 6 N が存在するような指標 η全体とす
る。N のとり方から d 6 d′である。スカラー bn (0 6 n 6 N)を

bnj
= volM vol

−1/2
G aj, (1 6 j 6 d′),

bn = 0, (n ̸∈ {n1, . . . , nd′})

で決める。ϵ > 0を任意に与えるとき、補題 26より、αn ∈ PW(C) (0 6 n 6 N)であって∫
R
|cn(y)− αn(iy)|2 dy < ϵ(4N)−1, αn(1) = bn

となるものが存在する。F(s) =
∑N

n=0 αn(s) f
(s)
n によってPaley-Wiener切断F ∈ P0(C)がき

まり、さらに命題 20を適用すると、F = ϕ̂となる ϕ ∈ DP が定まる。このとき、

∥aϕ − a∥H 6 ϵ,

Pηj(θϕ) = aj φηj , (1 6 j 6 d′)

が確かめられる。η ̸= ηj (1 6 j 6 d′)ならば、⟨fn, η ◦ det⟩K = 0 (0 6 n 6 N)なので、
Pη(θϕ) = 0となる。よって、(aϕ, {Pη(θϕ)})は a+

∑d
j=1 ajφηj の ϵ-近傍に含まれる。従って、

H0⊕
⊕

η Cφηの任意の元は {(aϕ, {Pη(θϕ)}η) |ϕ ∈ DP }の点列の極限になることが示された。
一方、H0 ⊕

⊕
η CφηはH⊕̂

⊕̂
ηΘ(η)で稠密なので証明終わり。

H⊕̂
⊕̂

η
Θ(η)の内積を

⟨ (a, {aηφη}) | (b, {bη φη}) ⟩ = (a|b)H +
C

2

volG
volM

∑
η

aη b̄η

で定義する。（注意：実は、C
2

volG
volM

= 1が後で (系 52)分かるので、この内積は自然なもので
ある。）
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定理 28. G(A)の作用と可換な等長同型写像

T : Θ̄
∼=−→ H ⊕̂

(⊕̂
η
Θ(η)

)
で、任意の ϕ ∈ DP に対して

T(θϕ) = (aϕ, {Pη(θϕ)}η)(4.16)

となるものがだだ一つ存在する。

Proof : 命題 14より、

∥θϕ∥2G =
volM
8π

∫
R
∥aϕ(y)∥2K dy +

C

2

volG
volM

∑
η

∥Pη(θϕ)∥2G(4.17)

となる。これより、θϕ = 0となる必要十分条件は aϕ(iy) = 0 (a.e. y ∈ R)かつPη(θϕ) = 0 (∀η)
である。これは線型写像T : Θ → H ⊕̂

(⊕̂
ηΘ(η)

)
が (4.16)によって矛盾無く定義されるこ

とを示している。(4.17)よりこの線型写像は等長写像 T : Θ̄ → H ⊕̂
(⊕̂

ηΘ(η)
)
に延長され

る。同様に、補題 27から等長写像T′ : H ⊕̂
(⊕̂

ηΘ(η)
)
→ HでT′((aϕ, {Pη(θϕ)}η)) = θϕな

るものが存在する。T ◦T′ = Id, T′ ◦T = Idはそれぞれ稠密部分空間上で成立するので、T,
T′は互いに逆写像になる。

定義 29. TによるHの逆像をL2
cont, Θ̄のL2における直交補空間をL2

cusと定義する。更に、
１次元空間Θ(η) (η ∈ F̂×\A1)全体の生成する閉部分空間をL2

resと定義する。

命題 30. (1) L2
cont = {f ∈ Θ̄| ⟨ f |φη ⟩G = 0 (∀η ∈ F̂×\A×) }

(2) L2
cus =

{
f ∈ L2|

∫
N(F )\N(A)

f(ng) dn = 0 a.e. in g ∈ G(A)
}

Proof : (1) Tの定義から、任意の f ∈ Θ̄に対して T(f) = (S(f), {⟨f |φη⟩Gφη}η)と書ける。
定義 29から、f ∈ L2

contは ⟨f |φη⟩G = 0 (∀η)と同値である。
(2) 命題 14 (1) (と同様な変形)から f ∈ L1に対して ⟨ θϕ | f ⟩G = ⟨ϕ | fP ⟩P である。よっ

て、f ∈ AG,cusは、⟨ϕ | fP ⟩P = 0 (∀ϕ ∈ DP )と同値。DP はC∞
c (N(A)P (F )\G(A)1)の稠密

部分空間であるから、これは、fP (g) = 0 (a.e. g ∈ G(A)) と同値である。

4.4. L2-函数のスペクトル分解.

4.4.1. 高さ函数と函数の増大度条件. v ∈ Σとする。群G(Fv)上の高さ関数 || ||vを与えよう。
もし v ∈ Σ∞ならば g ∈ G(Fv)について

||g||v =
√

tr(gtg) + tr(g−1tg−1) =
√
1 + | det(g)|−2

√
tr(gtg)

と定義する。もし v ∈ Σfinならば g ∈ G(Fv)について

||g||v = max16i,j62{ |gij|v , |gij|v/| det(g)|v } , g =

(
g11 g12
g21 g22

)
と定義する。そして、G(A)上の高さ関数 || ||を g = (gv) ∈ G(A)に対して

||g|| =
∏
v∈Σ

||gv||v

と定義する。ここで、v ∈ Σfinならば ∥k∥v = 1 (∀k ∈ Kv)であることから、右辺の積は実質
的に有限積になることに注意する。
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補題 31. 任意の g, h ∈ G(A)に対して次が成り立つ。
(1) ||g|| > 1.
(2) ||gh|| 6 ||g|| ||h||.
(3) ||g|| = ||g−1||.
(4) ||kgk′|| = ||g||, ∀k, ∀k′ ∈ K.

任意の t ∈ (R×)0について、Gt = {g ∈ G(A) | ||g|| < t}と置く。
(5) Gtはコンパクト。
(6) ある定数C0とN0が存在して ♯(G(F ) ∩Gt) 6 C0t

N0が成り立つ。
(7) 定数 C > 0が存在して、任意の g ∈ S ∩ G(A)1および任意の γ ∈ G(F )に対して

∥g∥ 6 C ∥γg∥が成り立つ。

Proof. (1) 各素点 v ∈ Σと g ∈ G(Fv)について ||g||v > 1を示せばよい。v ∈ Σfinの場合は自
明なので、v ∈ Σ∞の場合のみを考える。tr(g tg) = rと置く。そのとき、

| det(g)|2 6 (|g11| |g22|+ |g12| |g21|)2 6 r2

が成り立つので、
||g||v >

√
1 + r−2

√
r =

√
r + r−1 > 1

が得られる。
(2) 各素点 v ∈ Σと g, h ∈ G(Fv)について ||gh||v 6 ||g||v ||h||vを示せばよい。まずは v ∈ Σ∞
の場合を考えよう。

tr(gh t(gh)) = tr( tgg h th)

となるので、正値エルミート行列 S, T について、tr(ST ) 6 tr(S) tr(T )となることを示せば
よい。ある k ∈ Kvについて

kS tk =

(
s1 s12
s12 s2

)
, kT tk =

(
t1 0
0 t2

)
として良い。正値性から、対角成分は全て正の数であることに注意しよう。

tr(S)tr(T )− tr(ST ) = tr(kS tk)tr(kT tk)− tr(kS tkkT tk)

= (s1 + s2)(t1 + t2)− (s1t1 + s2t2) = s2t1 + s1t2 > 0

これで求める不等式が示された。
次に v ∈ Σfinの場合を考える。ghの (i, j)成分について

|gi1h1j + gi2h2j|v 6 max{|gi1h1j|v , |gi2h2j|v}
6 max{|gi1| , |gi2|v}max{|h1j|v , |h2j|v} 6 ||g||v ||h||v

となるので、明らかに不等式が従う。
(3) これは定義より自明。
(4)各素点v ∈ Σとg ∈ G(Fv)について示そう。v ∈ Σ∞の場合は定義より自明なので、v ∈ Σfin

とする。各 k ∈ Kvについて ||kg||v = ||g||vとなることを示せばよい。∥k∥v = ∥k−1∥v = 1に
注意すると、(2)から次の２つの不等式がえられる：

∥kg∥v 6 ∥k∥v ∥g∥v = ∥g∥v = ∥k−1 kg∥v 6 ∥k−1∥v ∥kg∥v = ∥kg∥v
従って、∥kg∥v = ∥g∥vである。
(5) 元 g = (gv) ∈ G(A)について (1)より ||g|| < tならば各 v ∈ Σについて 1 6 ||gv||v < tを
得る。そのため、すべての v ∈ ΣについてGtのG(Fv)への射影Gt,vはコンパクトになるの
だから、Gtもコンパクトである。
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(6) 環Rに対してMat(2, R)をRを成分としてもつ 2次の正方行列全体の集合とする。(5)の
証明より

♯(G(F ) ∩Gt) 6♯
{
g ∈ Mat(2, F )

∣∣∣ ||g||v < t (∀v ∈ Σ∞)
∃m ∈ Z>0 s.t. g ∈ Mat(2,m−1O) and m < t

}
6

[t]∑
m=1

♯{g ∈ Mat(2,m−1O) | max{|g11|, |g12|, |g21|, |g22|} 6 t}

が成り立つので (6)が従う。
(7)S∩G(A)1の任意の要素はg = ( x11 x12

0 x22
)
(
a 0
0 a−1

)
k、ただし ( x11 x12

0 x22
) ∈ ω∩G(A)1, a ∈ (R×)0

(a2 > t), k ∈ Kと書ける。γ ∈ G(F )を任意にとる。すると、

γgk−1 =

(
γ11ax11 ∗
γ21ax11 ∗

)
となる。ここで、γ11 ̸= 0または γ21 ̸= 0である。γ11 ̸= 0ならば、|γ11|A = 1により、

∥γgk−1∥ > |γ11ax11|A = |a|A ∥x11|A
x11はA×のコンパクト集合を走る。更に、S∩G(A)1上で ∥g∥ ≍ |a|Aであるから、γ, gに無
関係なある定数C > 0が存在して γ11 ̸= 0ならば常に ∥γg∥ > C ∥g∥ (∀g ∈ S ∩ G(A)1)であ
る。γ21 ̸= 0のときも同様。 �
高さ関数 ∥ ∥を使って緩増大関数、急減少関数と一様緩増大関数を定義しよう。まずS1 =

S ∩G(A)1と置く。

定義 32. (1) G(F )\G(A)1上のC値関数 fが緩増大関数であるとは、ある定数N ∈ Rお
よびC > 0が存在して

|f(g)| 6 C ∥g∥N , g ∈ G(A)1

が成り立つことと定義する。
(2) 関数 f ∈ C∞(G(F )\G(A)1)が一様緩増大であるとは、ある定数N0 > 0が存在して、
任意のD ∈ U(g)に対して、不等式

|(R(D)f)(g)| 6 CD ||g||N0 , ∀g ∈ G(A)1

を満たす定数CDが存在することと定義する。
(3) 関数 f ∈ C∞(G(F )\G(A)1)がS1上急減少関数であるとは、任意のN > 0に対して、
不等式

|f(g)| 6 CN ||g||−N , g ∈ S1

を満たす定数CN が存在することと定義する。

4.4.2. 保型形式. 函数 f : G(A) → Cが次の条件を満たすとき、G(F )\G(A)1上の保型形式
であるといい、その全体の空間をAGと書く：

• f ∈ CG
• f は右Z(g)-有限である。
• f はG(A)1上で緩増大である。

さらに、カスプ条件
• fP (g) = 0 (∀g ∈ G(A))

を満たす f ∈ AGをカスプ形式といい、その全体をAG,cusと定義する。

命題 33. f ∈ AGならば f はG(A)1上一様緩増大函数である。
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Proof : f が右K-有限かつ右Z(g)-有限であることから、ある函数 φ ∈ H(G(A))が存在して
f = R(φ̌)f が成り立つ ([18, §8, Theorem 1], [8, Theorem 2.14 (p.22)])。f は緩増大だから、
ある定数N ∈ R, C1 > 0が存在して |f(g)| 6 C1 ∥g∥N (∀g ∈ G(A)1)が成り立つ。補題 31 (1)
よりN > 0としてもよい。U = supp(φ)とすると、UはG(A)1のコンパクト集合であり、任
意のD ∈ U(g)に対してC2 = suph∈U |R(D)φ(h−1)|は有限である。

|R(D)f (g)| 6
∫
G(A)1

|f(gh)| |[R(D)φ](h−1)| d1h

=

∫
U
|f(gh)| |[R(D)φ](h−1)| d1h

6 C1C2

∫
U
∥gh∥N d1h

6 {C1C2

∫
U
∥h∥N d1h} × ∥g∥N (∵補題 31(2))

N はDに無関係だから、この評価から一様緩増大性がわかる。

命題 34. f ∈ CGが次ぎの２条件を満たすとすると、f はジーゲル領域上S上で急減少関数
である。

(1) f はS上一様緩増大である。
(2) 定数項が消える, i.e., fP (g) = 0 (∀g ∈ G(A)1)

Proof : [25, 命題 1.10]を参照せよ。

系 35. f ∈ AG,cusはジーゲル領域S上で急減少関数である。特に、AG,cus ⊂ Lq (∀q > 1)で
ある。

Proof :　命題 34、命題 33および補題 1より自明である。

ヘッケ環H(G(A))は右作用によって保型形式の空間AGに作用し、AG,cusは部分H(G(A))-
加群になることが分かる。

4.4.3. カスプ的保型表現.

命題 36. (Gelfand-Graev-Piatetsuki Shapiro) : L2
cusは既約閉部分空間のヒルベルト直和に分

解される。i.e., L2
cusの既約閉部分空間の族 {Vα}が存在して、L2

cus =
⊕̂

α
Vαとなる。更に、

既約ユニタリー表現の各同値類 π ∈ Ĝ(A)に対して、π ∼= Vαとなる αの濃度mcus(π)(=πの
重複度)は有限である。

Proof : [25, 定理 1.13]を参照せよ。

命題 37. (重複度１定理): mcus(π) 6 1 (∀π ∈ Ĝ(A))

Proof ：[25, 定理 4.5]を参照せよ。

定義 38. L2
cusの既約部分表現をカスプ的保型表現と呼ぶ。 　

補題 39. q > 1, φ ∈ H(G(A))とする。このとき、定数 cφ > 0が存在して、任意の f ∈ Lq

に対して

| [f ∗ φ](g) | 6 cφ ∥f∥G(A)1,q ∥g∥2/q, g ∈ G(A)1(4.18)

が成り立つ。ここで、∥f∥G(A)1,q =
(∫

G(A)1 |f(g)|
q d1g

)1/q
である。
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Proof : (cf. [8, Proposition 5.7]) T+
∞ = {[ t 0

0 1 ] ∈ G(F∞) | t ∈ (R×)0 }とおくと、岩澤分解は
G(A)1 = N(A)M(A)1 T+

∞ Kとなる。U = supp(φ)はコンパクト集合なので、

KU−1 ⊂ UP UT,∞ K

を満たすコンパクト集合 UP ⊂ N(A)M(A)1および UT,∞ ⊂ T+
∞が存在する。g ∈ G(A)1に対

して t(g) ∈ T+
∞を g ∈ N(A)M(A)1 t(g)Kで定義する。g ∈ Sとすると、

g U−1 ⊂ ω t(g)KU−1 ⊂ ω t(g)UP UT,∞ K ⊂ t(g) {t(g)−1 ω t(g)UP} t(g)−1 · t(g)UT,∞ ·K
g ∈ S = S(ω, t0)より、t(g) > t0である。したがって、t(g)−1 ω t(g)UP (g ∈ S)は一定のコ
ンパクト集合D ⊂ N(A)M(A)1に含まれる。

|[f ∗ φ](g)| =
∣∣∣∣∫

G(A)1
f(x)φ(x−1g) dx

∣∣∣∣(4.19)

6 ∥φ∥∞
∫
g U−1

|f(x)| dx

6 ∥φ∥∞
∫
h∈t(g)D t(g)−1

∫
a∈t(g)UT,∞

∫
k∈K

|f(hak)| δP (a)−1 dh da dk

P(g) = {δ ∈ P (F )| δω ∩ t(g)D t(g)−1 ̸= ∅ }とおくと、t(g)D t(g)−1は δω (δ ∈ P(g))で被覆
される。f は左 P (F )不変だから、∫

h∈t(g)D t(g)−1

|f(hak)| dh≪ {♯P(g)}
∫
h∈ω

|f(hak)| dh

更に、♯P(g) ≪ vol(t(g)D t(g)−1) ≍ δP (g)は容易に分かる。故に、Q(g) = ω t(g)UT,∞Kと
おくと、(4.19)から、

|[f ∗ φ](g)| ≪ δP (g)

∫
h∈ω

∫
a∈t(g)UT,∞

∫
k∈K

|f(hak)| δP (a)−1 dh da dk = δP (g)

∫
Q(g)

|f(x)| dx

(4.20)

となる。1/q + 1/r = 1で指数 r > 1を決めよう。すると、Hölderの不等式から∫
Q(g)

|f(x)| dx 6
(∫

Q(g)

|f(x)|q dx
)1/q (∫

Q(g)

dx

)1/r

(4.21)

6 ∥f∥G(A)1,q vol(Q(g))
1/r ≍ ∥f∥G(A)1,q δP (g)

−1/r

S1上で δP (g) ≍ ∥g∥2となることが容易に分かるので、(4.20), (4.21)より不等式 (4.18)がS1

上では成り立つ。f ∗ φは左G(F )-不変なので、補題 31 (7) より不等式 (4.18)はG(A)1全体
に拡張される。

命題 40. (1) 任意のカスプ的保型表現 (π,Vπ)に対して、Vπに含まれる右K-有限函数全
体の空間を Vπとおくと、Vπ ⊂ AG,cusであり、VπはVπで稠密である。特に、Vπに含
まれる Vπの正規直交基底 Bπが存在する。

(2) AG,cusはL2
cusにおいて稠密である。

Proof ： (1) f ∈ Vπ がカスプ形式の条件を満たすことを確かめる。まず、πは既約ユニタ
リー表現なので許容可能 ([10, Theorem 4])である。これと [24, Proposition 8.5]により、fは
G(A)上の smooth函数になる。左Z+

∞G(F )-不変性は明らかなので f ∈ CGとなる。また、カ
スプ条件は明らか。Z(g)は Vπにスカラーで作用する ([24, Corollary 8.14])ので、f はZ(g)-
有限になる。f はK-有限かつ Z(g)-有限なので、f = R(φ̌)f を満たす φ ∈ H(G(A)1)が存
在する ([18, §8 Theorem 1], [8, Theorem 2.14 (p.22)])。従って、補題 39から f は緩増大に
なる。
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H(G(A))の元は両側K-有限なので、包含R(H(G(A)))Vπ ⊂ Vπは明らかである。H(G(A))
はデルタ近似列（即ち、正の函数列φnであって、supp(φn) → {e}かつ

∫
G(A)1 φn(g) d

1g = 1

となるもの）を含む。limn→∞ ∥R(φn)f − f∥G = 0となるので、R(H(G(A)))VπはVπで稠密
である。

(2)は (1)と命題 36から従う。

補題 41. f ∈ Lq (q > 1)がカスプ的、即ち、⟨ f | θϕ ⟩G = 0 (∀ϕ ∈ DP )とする。このとき、任意
のφ ∈ H(G(A))に対してR(φ)f はジーゲル領域S上で急減少である。特に、R(φ)f ∈ L2

cus

である。

Proof : 任意のD ∈ U(g)に対してR(D) (f ∗ φ) = f ∗R(D)φだから、補題 39より

| [R(D)(R(φ)f)](g) ≪D,φ,f ∥g∥2/q, g ∈ G(A)1

となり、R(φ)fは一様緩増大となる。一方、⟨R(φ)f | θϕ ⟩G = ⟨ f |R(φ∗)θϕ ⟩G = ⟨ f | θR(φ∗)ϕ ⟩G =
0よりR(φ)fもカスプ的である。命題 30(3)の証明より、これは (R(φ)f)P = 0 (∀g ∈ G(A)1)
と同値。従って、函数R(φ)f に補題 34を適用すれば結論を得る。

命題 42. 任意の q > 1に対して、AG,cus +ΘはLqの稠密部分空間である。

Proof : 1
q
+ 1

r
= 1となる r > 1をとると、pairing ⟨ | ⟩GによってLrはLq位相的双対空間と

なる。よって、Hahn-Banachの定理から、f ∈ Lrに対して、

⟨Θ+AG,cus |f⟩G = {0}(4.22)

のもとでf = 0を示せばよい。条件 (4.22)より、⟨θϕ | f ⟩G = 0 (∀ϕ ∈ DP )となるので、補題 41
によれば、任意の φ ∈ H(G(A))に対してR(φ)f ∈ L2

cusである。命題 40(2)より、AG,cusの
函数列 (fn)でL2

cusにおいてR(φ)fに収束するものがある。R(φ∗)fn ∈ AG,cusなので、(4.22)
より

⟨R(φ)f | fn ⟩G = ⟨ f |R(φ∗)fn ⟩G = 0

となる。n→ ∞として、∥R(φ)f∥2G = 0、つまり、R(φ)f = 0を得る。φ ∈ H(G(A))は任意
なので、デルタ函数近似列を使うと f = 0が従う。

4.4.4. アイゼンシュタイン級数の波束. L2からL2
contへの射影を記述するためには、アイゼ

ンシュタイン級数E(f(s) : g) (Re(s) > 1)を虚軸まで解析接続することが必要になる。必要
とされる結果は次のようにまとめられる：

定理 43. 各 f ∈ H0に対して、次のような函数 E(f) : D ×G(A) → Cが存在する。
(1) g ∈ G(A)1, Re(s) > 1ならば、E(f; s, g) = E(f(s) : g)である。
(2) E(f; s, g)は sに関してC上有理型函数であり、極はDの補集合に含まれる。
(3) s ∈ Dを固定すると、E(f; s,−) ∈ AGである。
(4) g ∈ G(A)1を固定すると、s 7→ E(f; s, g)は右半平面Re(s) > 0では s = 1を除いて整
型である。

(5) 函数等式が成り立つ：

E(f; s, g) = E(M(s)f;−s, g), f ∈ H0, s ∈ D, g ∈ G(A)

Proof : 3.2.2節を参照せよ。

命題 44. f ∈ H0, s ∈ Dとすると、

⟨E(f; s,−) | f⟩G = 0, ∀f ∈ AG,cus
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Proof : 定理 43(3))よりE(|f(s)|,−) ∈ AGなので、あるN ∈ Rが存在して、
E(|f(s)|, g) ≪ δP (g)

N , g ∈ S

f ∈ AG,cusなので命題 35より

|f(g)| ≪ δP (g)
−N , g ∈ S

なる評価が存在する。従って、Re(s) > 1であれば∫
G(F )\G(A)1

|f(g)|
∑

γ∈P (F )\G(F )

|f(s)(γg)| d1g ≪
∫
S

|f(g)|E(|f(s)|, g) dg ≪
∫
S

dg = vol(S) < +∞

よって、命題 (14)(1)と同じ積分変形で

⟨E(f(s),−) | f ⟩G = ⟨ f(s) | fP ⟩P
が示されるが、f ∈ AG,cusゆえ、収束域Re(s) > 1において右辺は消える。収束域の外では、
解析接続によって ⟨E(f; s,−) | f ⟩G = 0が成立する。

Pcont : L
2 → L2

contを直交射影子とする。等長同型写像T : L2
cont

∼= Hとの合成として

S = T ◦ Pcont : L
2 −→ H

を定義する。この写像 Sを具体的に記述したい。定義から、ϕ ∈ DP に対しては S(θϕ) = aϕ
であることを注意しよう。

補題 45. 任意の ϵ > 0に対して、L2+ϵ ⊂ L2であり、包含写像は連続である。

Proof : 0 < q1 < q2として、Lq2 ⊂ Lq1 を示せばよい。l = q2/q1として、1/l + 1/m = 1に
よってm > 1を決めると、Hölderの不等式から

∥f∥G,q1 6 ∥1∥1/mG,m ∥|f |q1∥1/lG,l = vol
1/m
G ∥f∥1/lG,q2

これより包含Lq2 ⊂ Lq1とその連続性は明らか。

さて、φ ∈ L2+ϵとする。Sφ : R → Hは可側函数であった。よってこの函数を決めるには、
任意の元 f ∈ H0との内積 ⟨f, (Sφ)(y)⟩Kを記述すればよい。それは次の命題で与えられる：

命題 46. φ ∈ L2+ϵとする。このとき、任意の f ∈ H0に対して、

⟨f, (Sφ)(y)⟩K = vol−1
M

∫
G(F )\G(A)1

E(f; iy, g)φ(g) dg, (for a.e. in y ∈ R)(4.23)

右辺の積分は任意の y ∈ Rに対して絶対収束する。

Proof : m = (2 + ϵ)/(1 + ϵ)とおくと 1/m+ 1/(2 + ϵ) = 1となる。従って、Hölderの不等式
から ∫

G(F )\G(A)1
|E(f; s, g)| |φ(g)| d1g 6 ∥E(f; s,−)∥G,m ∥φ∥G,2+ϵ

ここで、s ∈ iRなので、ジーゲル領域 S上での評価 |E(f; s, g)| ≪ δP (g)
1/2 が成り立つ。

よって、

∥E(f; s,−)∥mG,m 6
∫
S

δP (g)
m/2 dg

≪
∫ +∞

t0

am/2−1 d×a

< +∞ (∵ m

2
− 1 =

−ϵ
2(1 + ϵ)

< 0)
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これで、(4.23)右辺の積分は絶対収束し、φの汎函数としてはL2+ϵ上連続なことも示された。
一方、左辺はφの汎函数としてはL2上連続であり、補題 45より、そのL2+ϵへの制限も連続
になる。故に、等式 (4.23)を、L2+ϵの稠密部分空間Θ+AG,cus (命題 42)上で示せば十分で
ある。φ ∈ AG,cusならば、(4.23)の左辺は Sの定義からゼロである。右辺は、命題 44により、
やはりゼロとなって等号が成立する。次に、φ = θϕ (ϕ ∈ DP )とする。任意の β ∈ C∞

c (R)お
よび任意の f ∈ H0に対して、b(y) = b(y) fによって函数 b : R → Hを定義すると、命題 15
の証明と同様に、命題 14および命題 6を使って

vol−1
M ⟨E(b(y); iy) | θϕ ⟩G = ⟨ b(y), ϕ̂1(iy) ⟩K + ⟨M(iy)b(y), ϕ̂(−iy) ⟩K(4.24)

が示せる。命題 11および命題 16(5)から右辺は急減少、特に、可積分であることを注意し
よう。

1

8π
vol−1

M

∫
R
⟨E(b(y); iy) | θϕ ⟩G dy

=
1

8π

∫
R
{⟨ b(y), ϕ̂(iy) ⟩K + ⟨M(iy) b(y), ϕ̂(−iy) ⟩K} dy (∵ (4.24))

=
1

8π

∫
R
⟨b(y), ϕ̂(iy) +M(−iy)ϕ̂(−iy) ⟩K dy (∵命題 16 (6))

=
1

8π

∫
R
⟨b(y), aϕ(y) ⟩K dy

=
1

8π

∫
R
⟨ b(y), [S(θϕ)] (iy) ⟩K dy

故に、
1

8π
vol−1

M

∫
R
β(y) ⟨E(f; iy) | θϕ ⟩G dy =

1

8π

∫
R
β(y) ⟨ f, [S(θϕ)] (iy) ⟩K dy(4.25)

となる。β ∈ C∞
c (R)は任意なので、φ = θϕに対して (4.23)が従う。

K-有限かつコンパクト台 ( i.e., ある T > 0が存在して、R − [−T, T ]上殆ど至るところ
a(y) = 0)をもつ元 a ∈ H全体のなすHの部分空間をH0とする。随伴作用素 S∗ : H → L2

cont

は次の命題で与えられる。

命題 47. a ∈ H0のとき、

[S∗(a)](g) =
1

8π

∫
R
E(a(y) : iy : g) dy (a.e. in g ∈ G(A)1)(4.26)

Proof : Hの正規直交基底 {fn}n∈N (⊂ H0)を固定してあることを想起しよう（定義 24）。
a ∈ H0とすると、有限集合 I ⊂ Nとコンパクト台のスカラー値可側函数の族 cn (n ∈ I)が存
在して

a(y) =
∑
n∈I

cn(y) fn, (a.e. in y ∈ R)

となる。命題 46の証明中で、任意のβ ∈ C∞
c (R)任意の f ∈ H0に対して、(4.25)を示した。極

限移行によって、この等式は βを任意のコンパクト台の可側函数としても成立する。従って、

1

8π
vol−1

M

∫
R
⟨E(a(y); iy) | θϕ ⟩G dy =

1

8π

∫
R
⟨ a(y), [S(θϕ)] (iy) ⟩K dy

が成り立つ。(4.26)右辺を gの函数としてφ(g)とすれば、これは、次のように書きなおせる。

⟨φ | θϕ ⟩G = ⟨ S∗a | θϕ ⟩G
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従って、φ − S∗(a)はΘと直交する。命題 44より、φ − S∗(a)はAG,cusとも直交することが
容易に分かる。さて、虚軸上の評価 |E(f; iy, g)| ≪ δP (g)

1/2 (g ∈ S)を積分することで、φも
ジーゲル領域上 δP (g)

1/2で上から評価される。特に、補題 1より、φ ∈ L1+ϵ (∃ϵ ∈ (0, 1))で
ある。また、命題 45より、S∗a ∈ L2 ⊂ L1+ϵだからφ− S∗a ∈ L1+ϵとなる。したがって、命
題 42から、φ− S∗(a)は殆どいたるところでゼロなことが結論される。

命題 48. φ ∈ L2がK-有限であれば、aφ ∈ Hが存在して

Pcont(φ) = lim
T→+∞

(
1

8π

∫ T

−T

E(aφ(y); iy,−) dy

)
(in L2)(4.27)

となる。更に、φがL2+ϵに属するならば、

aφ(y) = vol−1
M

∑
n

{∫
G(F )\G(A)1

φ(g)E(̄fn;−iy, g) dg
}

fn

と与えられる。

Proof : aφ = S(φ) ∈ Hとおく。任意の正数 T に対して、aTφ(y)を aφ(y)と区間 [−T, T ]の特
性函数の積とすれば、aφ = limT→∞ aTφ (Hでの収束）となる。よって、

Pcont(φ) = S∗ ◦ S(φ) = S∗(aφ) = lim
T→∞

S∗(aTφ)

ここで命題 47を使えば最初の主張が従う。aφ(y) =
∑

n⟨aφ(y), fn⟩K fn (a.e. y ∈ R)と展開さ
れる。φ ∈ L2+ϵならば命題 46より、⟨aφ(y), fn⟩Kが与えられる。

4.4.5. 留数形式.

命題 49. ηをユニタリーなイデール類群指標として、µ = (η, η) ∈ XMとする。任意の f ∈ H0
µ

に対して、

Ress=1E(f; s, g) = −vol(F×\A1)

∆
1/2
F ζF (2)

⟨f(1), η ◦ det⟩K vol
1/2
G φη(g), g ∈ G(A)

Proof : 補題 63より f(s) = B(s) fΦ(µ, s)となるΦ ∈ S0(A2)とRe(s) > −1でゼロを持たない
整型関数B(s)が存在する。従って、

Ress=1E(f; s, g) = B(1) ζF (2)Ress=1E(Φ, µ, s; g)

= −B(1) vol(F×\A1) η(det g)) Φ̂(0) (∵命題 61(2))

= −B(1) vol(F×\A1) η(det g)∆
−1/2
F ⟨fΦ(µ, 1), η ◦ det⟩K (∵ (5.7))

= −vol(F×\A1)

∆
1/2
F ζF (2)

⟨f(1), η ◦ det⟩K η(det g)

系 50. ηをユニタリーなイデール類群指標とすると、⟨φη | f ⟩G = 0 (∀f ∈ AG,cus)である。

Proof : f ∈ AG,cusとする。命題 44より ⟨E(f; s,−) | f ⟩G = 0である。この式で s = 1におけ
る留数を考える。f がジーゲル領域の上で急減少なことから積分と留数操作は可換であり、
結論は命題 49から従う。
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4.4.6. スペクトル分解.

命題 51. L2
cus, L

2
cont, L

2
resはG(A)-不変な閉部分空間であって、直交直和分解

L2 = L2
cus⊕̂L2

cont⊕̂L2
res(4.28)

が成立する。f ∈ L2を直交分解 (4.28)に沿って f = Pcus(f)+Pres(f)+Pcont(f)と書くとき、

Pcus(f) =
∑

π∈Πcus(G)

∑
ϕ∈Bπ

⟨ f |ϕ ⟩G ϕ,(4.29)

Pres(f) =
∑
η

⟨ f |φη ⟩G φη(4.30)

であり、Pcont(f)は命題 48で与えられる。ここで、Πcus(G)はカスプ保型表現全体の集合で
あり、Bπは Vπの正規直交基底である（命題 40）。

Proof : 定義 29から、L2
res = Θ̄ ∩ (L2

cont)
⊥を示せばよい。系 50より L2

cus ⊥Lres、従って、
Lres ⊂ (L2

cus)
⊥ = Θ̄となる。命題30からL2

cont⊥L2
resである。これで、L

2
res ⊂ Θ̄∩(L2

cont)
⊥が分

かった。逆の包含を示すため、任意にf ∈ Θ̄∩(L2
cont)

⊥をとり、f0 = f−
∑

η⟨ f |φη⟩G φηとおく。
一方で、⟨ f0 |φη⟩G = 0 (∀η)は明らかであり、他方で、前半で示した包含よりf0 ∈ Θ̄∩(L2

cont)
⊥

となる。故に、T(f0) = 0である。Tの単射性から f0 = 0であるが、これは f ∈ L2
resを意味

する。これで、Θ̄ ∩ (L2
cont)

⊥ ⊂ L2
resが示された。

系 52. ∆FをF/Qの判別式、ζF (s)をガンマ因子で完備化したDedekindゼータ函数、r2 = ♯ΣC
とすると、

vol(G(F )\G(A)1) = 2∆
1/2
F πr2 ζF (2) vol(F

×\A1)

Proof : Tの等長性から、f ∈ Θ̄に対して、

∥f∥2G =
volM
8π

∫
R
∥[S(f)](y)∥2K dy +

C

2

volG
volM

∑
η

∥Pη(f)∥2G

である。命題 51からL2
res ⊂ Θ̄だから、特に、f = φηとることができて、1 = C

2
volG
volM
となる。

volM = vol(F×\A1)2であることと、命題 17(2)で与えられているCの値から結論が出る。

注意 : 一般には、(4.29), (4.30), (4.27)はL2のノルムの意味でしか収束していない。しかし、
K-有限かつ smoothな函数 f が、任意のm ∈ Nおよび任意の v ∈ Σ∞に対して R(Ωm

v )f ∈
L2+ϵ (∃ϵ > 0)（ただし、ΩvはG(Fv)のカシミール作用素）を満たせば、そのスペクトル展開∑
π∈Πcus(G)

∑
ϕ∈Bπ

⟨ f |ϕ ⟩G ϕ(g) +
∑
η

⟨ f |φη ⟩G φη(g) +
volM
8π

∫
R

∑
n∈N

⟨ f |E(fn; iy) ⟩G E(fn; iy, g) dy

における和と積分は、g ∈ G(A)に関して広義一様絶対収束して、この表示は全ての gで函
数の値 f(g)に一致することが示せる。

4.5. カスピダルデータ. XM への群W0 = {1, w0}の作用を w0µ = µ̌で定義し、µ ∈ XM の軌
道を [µ]と書こう。従って、µ = (µ1, µ2)としたとき、µ1 ̸= µ2ならば [µ] = {µ, µ̌}であり、
µ1 = µ2ならば [µ] = {µ}である。次のような形を持った対 χをGのカスピダルデータとよ
び、その全体をXGと書く：

χ = (G, π) (πはカスプ保型表現) または χ = (P, [µ]) ([µ] ∈ XM/W0)

χ ∈ XGに対して、L2の閉部分空間L2
χを次のように定義する。

• χ = (G, π)の場合、L2
χ = Vπ（重複度１定理より、これは L2

cusにおける π-等型成分
と等しい）
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• χ = (P, [µ])の場合、

L2
χ = Closure of {θϕ|ϕ ∈ DP (µ) +DP (µ̌)}

Θ̄ = L2
cont⊕̂L2

resが部分空間L2
(P,[µ]) ([µ] ∈ XM/W0) の直交直和になることに注意すれば、命

題 51は次のように言い換えられる。

命題 53. L2はG(A)-不変閉部分空間L2
χ (χ ∈ XG) の直和に分解される：

L2 =
⊕̂

χ∈XG
L2

χ

4.6. 中心指標付きの場合. ユニタリー指標 ω : Z+
∞Z(F )\Z(A) → C1に対して、

L2(G,ω) = {ϕ ∈ L2|ϕ(zg) = ω(z)ϕ(g) (∀ z ∈ Z(A)) }

と定義する。これはG(A)-不変閉部分空間であって、L2はL2(G,ω)全体の直和に分解される。
L2

cus(G,ω) = L2
cus ∩L2(G,ω), L2

cont(G,ω) = L2
cont∩L2(G,ω), L2

res(G,ω) = L2
res∩L2(G,ω)と

おくと、命題 51から容易にL2(G,ω)の分解が得られる：

L2(G,ω) = L2
cus(G,ω)⊕̂L2

cont(G,ω)⊕̂L2
res(G,ω)

5. アイゼンシュタイン級数の基本性質

5.1. 局所絡作用素. v ∈ Σとする。XM
v をM(Fv) ∼= F×

v × F×
v のポントリャーギン双対群と

する。XM
v は F×

v のユニタリー指標の組 µ = (µ1, µ2)全体からなる。µ ∈ XM
v , s ∈ Cに対

して、H0
v(µ, s)を主系列表現 Ind

G(Fv)
P (Fv)

(µ1| |s/2v � µ2| |−s/2
v )のKv-有限ベクトル全体の空間と

すると、これは自然にHecke環H(G(Fv))上の加群になる。H(G(Fv))-不変な非退化 pairing
⟨ , ⟩Kv : H0

v(µ, s)×H0
v(µ̌,−s) → Cが次のように定義される：

⟨f1, f2⟩Kv =

∫
Kv

f1(k) f̄2(k) dk

fv ∈ H0
v(µ, 0)に対して、

f(s)v (gv) = δP (gv)
s/2 fv(gv), s ∈ C, gv ∈ G(Fv)

として f
(s)
v ∈ H0

v(µ, s)を定義する。
F 2
v = {[x, y]|x, y ∈ Fv }上の Schwartz-Bruhat函数全体の空間 S(F 2

v )には群G(Fv)が自然
に作用する：

(gΦ)([x, y]) = Φ([x, y]g), Φ ∈ S(F 2
v ), g ∈ G(Fv)

次で定義される函数は S(F 2
v )のKv-不変ベクトルであることが容易にわかる：

Φ0
v([x, y]) =


exp(−π(|x|2R + |y|2R)), v ∈ ΣR,

exp(−2π(|x|C + |y|C)), v ∈ ΣC,

O2
vの特性函数, v ∈ Σfin

Kv-有限函数全体のなす S(F 2
v )の部分空間を S0(F

2
v )とする。v ∈ Σfinの場合は、S(F 2

v ) =
S0(F

2
v )であることに注意する。G(Fv)の表現から S0(F

2
v )には自然にH(G(Fv))-加群構造が

決まる。
Φ ∈ S0(F

2
v ), µ = (µ1, µ2) ∈ XM

v , s ∈ C (Re(s) > −1)に対して、

fΦ,v(µ, s : g) =
µ1| |(s+1)/2

v (det g)

L(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )

∫
F×
v

Φ([0, t]g) (µ1µ
−1
2 | |s+1

v )(t) d×t, g ∈ G(Fv)(5.1)
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と定義する。擬指標 η : F×
v → C×に対して、ZGL(1)

v (η) : S(Fv) → Cを Tateの局所ゼータ
distribution

ZGL(1)
v (η;φ) =

∫
F×
v

η(t)φ(t) d×t, φ ∈ S(Fv)

とすれば、

fΦ,v(µ, s : g)µ1| |(s+1)/2
v (det g−1) =

Z
GL(1)
v (µ1µ

−1
2 | |s+1

v ; Φ([0, •]g)
Lv(µ1µ

−1
2 | |s+1

v )
(5.2)

と書ける。ただし、擬指標 η : F×
v → C×に対して、Lv(η)を局所 L因子、ϵv(η, ψF,v)を局所

ϵ-因子とする。ZGL(1)
v に関して必要な結果を引用しておく：

命題 54. ηをユニタリー指標とする。

(1) Re(s) > 0ならば、任意の φ ∈ S(Fv)について積分 Z
GL(1)
v (η| |sv;φ)は絶対収束して s

の整型函数を定める。
(2) φ ∈ S(Fv)に対して、Z

GL(1)
v (η| |sv;φ)/Lv(η| |sv)は s ∈ Cの整型函数に延長されて次の

「局所函数等式」を満たす：

Z
GL(1)
v (η−1| |1−s

v ; φ̂)

Lv(η−1| |1−s
v )

= ϵv(η| |sv, ψF,v)
Z

GL(1)
v (η| |sv;φ)
Lv(η| |sv)

ただし、φ̂(t) =
∫
Fv
φ(u)ψF,v(tu) duはフーリエ変換である。また、Lv(η| |sv), ϵv(η| |sv;ψF,v)

はそれぞれ擬指標 η| |svに対する局所 L-因子および局所 ϵ-因子である。

Proof : [37], [35] を参照せよ。

命題 55. (1) fΦ,v(µ, s; g)は変数 g ∈ G(Fv)および s (Re(s) > −1)に関して広義一様に絶
対収束してH0

v(µ, s)の要素を決める。
(2) g ∈ G(Fv)を固定するとき、s 7→ fΦ,v(µ, s; g) (Re(s) > −1)はC上の整型函数に延長
される。

(3) µが不分岐 (i.e., µ1, µ2がO×
v 上で自明）とすると、Re(s) > −1なる任意の s ∈ Cに

ついて
fΦ0

v ,v
(µ, s; gv) = 1, gv ∈ Kv

(4) Φ 7→ fΦ,v(µ, s;−)はH(G(Fv))-絡作用素 S0(F
2
v ) −→ H0

v(µ, s)を定義する。Re(s) >
−1の範囲で、H(G(Fv))-絡作用素 S0(F

2
v ) −→ H0

v(µ, s)は全射である。
v ∈ Σfinならば、任意の fv ∈ H0

v(µv, 0)に対して、Φ ∈ S0(F
2
v )が存在して、

fΦ,v(µ, s; gv) =
1

Lv(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )
f(s)v (gv), gv ∈ G(Fv), Re(s) > −1

となる。v ∈ Σ∞ならば、Kv の任意の既約表現 τ と任意の fv ∈ H0
v(µv, 0)[τ ]に対し

て、Φ ∈ S0(F
2
v )および τ のみに依存しRe(s) > −1で零点を持たない多項式Pτ (s)が

存在して、

fΦ,v(µ, s; gv) = Pτ (s) f
(s)
v (gv), gv ∈ G(Fv), Re(s) > −1

となる。

Proof : コンパクト集合U ⊂ G(Fv)に依存して、ある Schwrtz-Bruhat函数φ ∈ S(Fv)が存在
して、

|Φ([0, t]g)| ≪ φ(t), t ∈ Fv, g ∈ U
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となることが容易に分かる。(1)は σ > 0に対して
∫ +∞

0

φ(t)|t|σ+1
v d×t < +∞であることよ

り従う。
(2)は 公式 (5.2)および命題 54(2)から従う。
v ∈ Σfin に対して、主張 (3), (4)の証明は [25, 命題 3.10, 3.11]を参照。以下 v ∈ ΣR と

する。µ1µ
−1
2 (t) = sgn(t)ϵ (ϵ ∈ {0, 1}とかける。Lv(µ1µ

−1
2 | |sv) = π−(s+ϵ)/2Γ((s + ϵ)/2)で

ある。各m ∈ 2Z + ϵに対して、fm(kθ) = emπiθ (∀kθ =
[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
∈ SO(2))となる函数

fm ∈ H0
v(µv, 0)がただ一つに決まり、{fm|m ∈ 2Z+ϵ }がH0

v(µv, 0)の基底になる。Φm([x, y]) =
(ix+ y)m exp(−π(x2 + y2))と定義すると、

fΦm(µ, s; kθ) =
1

π−(s+ϵ+1)/2Γ((s+ ϵ+ 1)/2)

∫
R×
emiθ exp(−πt2) |t|s+1 tm sgn(t)ϵ d×t

= 2
π−(s+m+1)/2 Γ((s+m+ 1)/2)

π−(s+ϵ+1)/2Γ((s+ ϵ+ 1)/2)
fm(kθ)

よって、Pm(s) = 2π−(m−ϵ)/2
∏[(m−ϵ)/2]−1

j=0

(
s+ϵ+1

2
+ j
)
とおけばPm(s)はRe(s) > −1で零点を

持たず、fΦm(µ, s) = Pm(s) fmとなる。v ∈ ΣCのときも同様の議論で示される。

Φ ∈ S0(F
2
v )のフーリエ変換 Φ̂ ∈ S0(F

2
v )は

Φ̂(Y ) =

∫
F 2
v

Φ(X)ψF,v(X
tY ) dY, Y ∈ F 2

v

で定義される。
µ ∈ XM

v , s ∈ C (Re(s) > 0)とする。函数 f ∈ H0
v(µ, s)に対して、積分

[Mv(s)f ] (g) =

∫
Fv

f (w0 [ 1 x
0 1 ] g) dx, g ∈ G(Fv)(5.3)

を考える。

命題 56. (1) Re(s) > 0 とする。(5.3) は g ∈ G(Fv) に関して広義一様絶対収束して
H0

v(µ̌,−s)に属する函数を定める。対応 f 7→Mv(s)f は絡作用素

Mv(s) : H
0
v(µ, s) −→ H0

v(µ̌,−s)

を定める。
(2) Φ ∈ S0(F

2
v ), g ∈ G(Fv)に対して、

φΦ,g(t) =

∫
Fv

Φ([x, t]w0g) dx, t ∈ Fv

とおくと φΦ,g ∈ S(Fv)であり、

[Mv(s)fΦ,v(µ, s)] (g) =
µ1| |(s+1)/2

v (det g)

Lv(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )
ZGL(1)

v (µ1µ
−1
2 | |sv;φΦ,g), Re(s) > 0

(3) Φ ∈ S0(F
2
v )とする。s 7→Mv(s)Φ (Re(s) > 0)はC上有理型に解析接続されて、

[Mv(s)fΦ,v(µ, s)] (g) = ϵv(µ1µ
−1
2 | |sv, ψF,v)

−1 Lv(µ1µ
−1
2 | |sv)

Lv(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )
fΦ̂,v(µ̌,−s; gw0)(5.4)
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Proof : (2)は次の計算によって示される。

[Mv(s)fΦ,v(µ, s)] (g) =
µ1| |(s+1)/2

v (det g)

L(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )

∫
F

{∫
F×
v

Φ([0, t]w0 [ 1 x
0 1 ] g) (µ1µ

−1
2 | |s+1

v )(t) d×t

}
dx

=
µ1| |(s+1)/2

v (det g)

L(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )

∫
F

{∫
F×
v

Φ([−tx, t]w0g) (µ1µ
−1
2 | |s+1

v )(t) d×t

}
dx

=
µ1| |(s+1)/2

v (det g)

L(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )

∫
F

{∫
F×
v

Φ([x, t]w0g) (µ1µ
−1
2 | |sv)(t) d×t

}
dx

=
µ1| |(s+1)/2

v (det g)

Lv(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )
ZGL(1)

v (µ1µ
−1
2 | |sv;φΦ,g)

(1)の証明およびこの計算の正当化には、U ⊂ G(Fv)を任意のコンパクト集合とるとき、
Re(s) > 0において

sup
g∈U

∫
x∈Fv

∫
t∈F×

v

|Φ([x, t]w0g)| |t|Re(s)
v d×t dx < +∞

を示せばよい。正値のΨ ∈ S0(F
2
v )が存在して、

|Φ([x, t]w0g)| ≪ Ψ(x, t), g ∈ U , (x, t) ∈ F 2
v

が成り立つ。よって、上の積分は g ∈ U に関して一様に∫
F 2
v

Ψ(x, t) |t|Re(s)−1
v dtdx

で上から押さえられる。この積分はRe(s) > 0ならば有限である。
(3) 命題 54と (2)から、(3)の最初の主張が従う。局所函数等式より

[Mv(s)fΦ,v(µ, s)] (g) =
µ1| |(s+1)/2

v (det g)

Lv(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )
ϵv(µ1µ

−1
2 | |sv, ψF,v)

−1 Lv(µ1µ
−1
2 | |sv)

Lv(µ2µ
−1
1 | |−s+1

v )

× ZGL(1)
v (µ2µ

−1
1 | |−s+1

v ; φ̂Φ,g)

であり、更に、Re(s) < 1のとき、

ZGL(1)
v (µ2µ

−1
1 | |−s+1

v ; φ̂Φ,g)

=

∫
t∈F×

v

φ̂Φ,g(t) (µ2µ
−1
1 | |−s+1

v )(t) d×t

=

∫
t∈F×

v

{∫
y∈Fv

φΦ,g(y)ψF,v(yt) dy

}
(µ2µ

−1
1 | |−s+1

v )(t) d×t

=

∫
t∈F×

v

{∫
y∈Fv

∫
x∈Fv

Φ([x, y]w0g)ψF,v(yt) dx dy

}
(µ2µ

−1
1 | |−s+1

v )(t) d×t

=

∫
t∈F×

v

| det g|−1
v Φ̂([0, t]t(w0g)

−1) (µ2µ
−1
1 | |−s+1

v )(t) d×t

= | det g|−1
v

∫
t∈F×

v

Φ̂([0, t](det g)−1gw0) (µ2µ
−1
1 | |−s+1

v )(t) d×t (∵ w−1
0 gw0 = (det g) tg−1)

= (µ2µ
−1
1 | |−s

v )(det g)

∫
t∈F×

v

Φ̂([0, t]gw0) (µ2µ
−1
1 | |−s+1

v )(t) d×t

= (µ−1
1 | |−(s+1)/2

v )(det g)Lv(µ2µ
−1
1 | |−s+1

v ) fΦ̂(µ̌,−s; gw0)
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なので (5.4)が従う。

定義 57. 正規化されたG(Fv)-絡作用素Rv(µ, s) : H
0
v(µ, s) −→ H0

v(µ̌,−s)を

Rv(µ, s) = ϵv(µ1µ
−1
2 | |sv, ψF,v)

Lv(µ1µ2| |s+1
v )

Lv(µ1µ
−1
2 | |sv)

Mv(s)

で定義する。

系 58. Φ ∈ S0(F
2
v ), g ∈ G(Fv)に対して、s 7→ [Rv(µ, s)fΦ,v(µ, s)] (g)は C上整型である。

また、v ∈ Σfinかつ µ, ψF,v が不分岐ならば、f◦v (µ, s)|Kv = 1なるKv-不変函数 f ◦
v (µ, s) ∈

H0(µ, s)に対して、
Rv(µ, s)f

◦
v (µ, s) = f◦v (µ̌,−s)

Proof : 命題 56および命題 55(2)より従う。

補題 59. ηをF×
v のユニタリー指標として、µ = (η, η) ∈ XM

v とおく。f ∈ H0(µ, 1), g ∈ G(Fv)
に対して、

Rv(µ, 1)f = Cv ⟨f, η ◦ det⟩Kv η(det g)(5.5)

ただし、

Cv =


q−dv
v (v ∈ Σfin),

1 (v ∈ ΣR),

π−1 (v ∈ ΣC)

Proof : 命題 55 (4)より f = fΦ(µ, 1) (Φ ∈ S0(F
2
v ))として示せばよい。ϵv(| |v, ψF,v)が v ∈ Σfin

ならば q
−dv/2
v であり、v ∈ Σ∞ならば 1であることに注意すると、(5.5)は次の２式から従う。

[Rv(µ, 1)fΦ(µ, 1)] (g) = ϵv(| |v, ψF,v) Φ̂(0) η(det g),(5.6)

⟨fΦ(µ, 1), η ◦ det⟩Kv = Φ̂(0)×


q
dv/2
v (v ∈ Σfin),

1 (v ∈ ΣR),

π (v ∈ ΣC)

(5.7)

(5.6)の証明：

[Rv(µ, 1)fΦ(µ, 1)](g)

= ϵv(| |v, ψF,v)
ζF,v(2)

ζF,v(1)
· η(det g)| det g|v

ζF,v(2)
ZGL(1)

v (| |v;φΦ,g)

= ϵv(| |v, ψF,v)
η(det g)| det g|v

ζF,v(1)

∫
F×
v

{∫
Fv

Φ([x, t]w0g) dx

}
|t|v d×t

= ϵv(| |v, ψF,v) η(det g)| det g|v
∫
F 2
v

Φ([x, t]w0g) dx dt (∵ d×t = ζF,v(1)
dt

|t|v
)

= ϵv(| |v, ψF,v) η(det g)Φ̂(0)

(5.7) の証明 : F 2
v − {(0, 0)} は G(Fv) の軌道になっており、対応 g 7→ [0, 1]g によって

N(Fv)T (Fv)\G(Fv) ∼= F 2
v − {(0, 0)}である。任意のX ∈ F 2

v − {(0, 0)}はX = [0, t]k (t ∈
F×
v , k ∈ Kv)と表せる。このとき、F 2

v のハール測度 dX と Fv ×Kv上の積測度 |t|2vd×dkは
比例する：

cv dX = |t|2v d×t dk
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ここで、比例定数 cv > 0はこれら２つの測度による函数Φ0
vの積分を比較することで決めら

れる。実際、v ∈ Σfinの場合 ∫
F 2
v

Φ0
v(X) dX = vol(O2

v) = q−dv
v ,∫

F×
v

∫
Kv

Φ0
v([0, t]k) |t|2vd×t dk = vol(Kv)

∫
Ov

|t|2vd×t

= ζF,v(2) vol(O
×
v ) = ζF,v(2) q

−dv/2
v

より、cv = ζF,v(2) q
dv/2
v を得る。v ∈ ΣRのとき cv = ζF,v(2), v ∈ ΣCのとき cv = ζF,v(2)πも

同様にしめせる。さて、

⟨fΦ(µ, 1), η ◦ det⟩Kv =
1

ζF,v(2)

∫
Kv

∫
F×
v

Φ([0, t]k) |t|2vd×t dk

=
cv

ζF,v(2)

∫
F 2
v

Φ(X) dX =
cv

ζF,v(2)
Φ̂(0)

だから、(5.7)が従う。

5.2. アイゼンシュタイン級数と大域絡作用素. S0(A2)を次の形をもつ函数の有限線型結合全
体とする：

Φ(g) =
∏
v

Φv(gv), g ∈ G(A)

(Φv ∈ S0(F
2
v )で有限個の素点以外ではΦv = Φ◦

v)

Φ ∈ S0(A2), µ = (µ1, µ2) ∈ XM , s ∈ C (Re(s) > 0)に対して、

fΦ(µ, s; g) =
µ1| |(s+1)/2

A (det g)

L(s+ 1, µ1µ
−1
2 )

∫
A×

Φ([0, t]g) (µ1µ
−1
2 | |s+1

A )(t) d×t, g ∈ G(A)(5.8)

とおく。(ユニタリーな)イデール類群指標 η = ⊗vηvに対して、L(s, η) =
∏

v Lv(ηv| |sv)は（完
備化された）Hecke L函数である。

命題 60. (1) Re(s) > 0とする。変数 g ∈ G(A)に関して積分 (5.8)は広義一様絶対収束
してH0(µ, s)の要素を定める。対応 Φ 7→ fΦ(µ, s)はH(G(A))-絡作用素 S0(A2) →
H0(µ, s)を与える。

(2) 各 g ∈ G(A)に対して、s 7→ fΦ(µ, s; g) (Re(s) > 0)はC上の整型函数に延長される。

Proof : U ⊂ G(A)をコンパクト集合とすると、ある非負値Ψ ∈ S0(A2)が存在して、

|Φ(gh)| ≪U Ψ(g), g ∈ G(A), h ∈ U
となる。しかも、Ψ =

∏
v Ψv, (Ψv ∈ S0(F

2
v ))の形であるとしてよい。ただし、ある有限集合

S ⊂ Σの外でΨv = Φ◦
vである。Sを十分大きくとって v ̸∈ Sのとき, µv, ψF,vが不分岐にな

るようにすると、∫
A×

|Ψ([0, t])| |t|Re(s)+1
A d×t =

∏
v

∫
F×
v

|Ψv([0, t])| |t|Re(s)+1
v d×t

= {
∏
v∈S

∫
F×
v

|Ψv([0, t])| |t|Re(s)+1
v d×t} {

∏
v ̸∈S

(1− q−(Re(s)+1)
v )−1}

右辺の第一因子はRe(s) > −1の範囲で収束する（命題 56 (1))。第二因子のオイラー積の収
束条件はRe(s) > 0である。よって、(1)が従う。
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(2) Φ =
∏

v Φvの形であるとする。命題 56 (3)より、g ∈ G(A)に応じて Sを十分広くと
れば fΦv ,v(µv, s; gv) = 1 (∀v ̸∈ S)となる。よって、

fΦ(µ, s; g) =
∏
v∈S

fΦv ,v(µv, s; gv), Re(s) > 0

右辺は有限積なので、主張は命題 56 (2) から従う。

fΦ(µ, s) ∈ H0(µ, s)対してアイゼンシュタイン級数

E(Φ, µ, s; g) =
∑

γ∈P (F )\G(F )

fΦ(µ, s; γg), g ∈ G(A)(5.9)

を考察する。
E∗(Φ, µ, s; g) = L(s+ 1, µ1µ

−1
2 )E(Φ, µ, s; g)

とおく。また、Φ ∈ S0(A2)のフーリエ変換を

Φ̂(X) =

∫
A2

Φ(Y )ψF (X
tY ) dY, Y ∈ A2

で定義する

命題 61. (1) Re(s) > 1のとき、級数 (5.9)は (s, g)に関して広義一様絶対収束する。
(2) s 7→ E∗(Φ, µ, s; g) (Re(s) > 1)は全複素平面に有理型に解析接続されて、s = ±1に
おいて単純な極がある可能性を除いては整型である。　

Ress=1E
∗(Φ, µ, s; g) = −δµ1,µ2 vol(F

×\A1)µ1(det g) Φ̂(0)

(3) s ̸= ±1に対してE∗(Φ, µ, s;−) ∈ AGである。
(4) 函数等式E∗(Φ, µ, s; g) = E∗(Φ̂; µ̌,−s; gw0)が成立する。

Proof : (1) まず、形式的に積分変形を行う：

E∗(Φ, µ, s; g) =
∑

γ∈P (F )\G(F )

(µ1| |(s+1)/2
A )(det γg)

∫
A×

Φ([0, t]γg) (µ1µ
−1
2 | |s+1

A )(t) d×t

(5.10)

= (µ1| |(s+1)/2
A )(det g)

∑
γ∈P (F )\G(F )

∫
A×/F×

∑
ξ∈F×

Φ([0, tξ]γg) (µ1µ
−1
2 | |s+1

A )(t) d×t

= (µ1| |(s+1)/2
A )(det g)

∫
A×/F×

 ∑
γ∈P (F )\G(F )

∑
ξ∈F×

Φ([0, tξ]γg)

 (µ1µ
−1
2 | |s+1

A )(t) d×t

= (µ1| |(s+1)/2
A )(det g)

∫
A×/F×

Θ(Φ; g, t)(µ1µ
−1
2 | |s+1

A )(t) d×t

ここで、
Θ(Φ; g, t) =

∑
γ∈P (F )\G(F )

∑
ξ∈F×

Φ([0, tξ]γg) =
∑

X∈F 2−{(0,0)}

Φ(Xgt)

とおいた。よって、U ⊂ G(A)を任意のコンパクト集合、c (> [F : Q])を任意定数とする
とき、

sup
g∈U

Θ(|Φ|; [ r 0
0 1 ] g, t) ≪c sup(r

2c, r−2c−1) inf(|t|−2c
A , |t|−2

A ), r ∈ (R×)0, t ∈ A×,(5.11) ∫
A×/F×

Θ(|Φ|; g, t) |t|(σ+1)
A d×t < +∞ g ∈ U if σ > 1(5.12)
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であることを示せば、(5.10)における変形の正当化と同時に級数 (5.9)の絶対収束性も証明
される。Φは分解可能、即ちΦ =

∏
v Φvの形であるとしてよい。ここで、, Φv ∈ S0(F

2
v )で

あり、有限個の例外を除いては Φv = Φ0
v である。直積分解 G(A) = G(F∞)G(Afin)に応じ

て U = U∞ Ufinと分解しているとしてもよい。すると、Φ, Ufinのみに依存したあるOF -格子
L ⊂ F 2

∞が存在して、任意の c > 0に対して

|Φ (Xm∞g) | ≪U ,c (1 + ∥Xm∞∥2)−c δL(X), X ∈ F 2, g ∈ U , m∞ ∈M(F∞)

なる評価がある。ただし, ∥X∥はF 2
∞上の適当なユークリッドノルムである。δL(X) ∈ {0, 1}は

X ∈ Lのときに限り1を表すとする。c > [F : Q]としておくことで
∑

X∈L(1+∥X∥2)−c < +∞
となって、a ∈ (R×)0に関する遠方評価

Θ(|Φ|; [ r 0
0 1 ] g, a) ≪U ,c

∑
X∈L−{(0,0)}

(
1 + ∥X [ r 0

0 1 ] a∥
2)−c ≪ (1 + r2)c a−2c, a > 1, r ∈ (R×)0, g ∈ U

(5.13)

が従う。Poisson和公式から∑
X∈F 2

Φ(Xgt) = | det g|−1
A |t|−2

A

∑
X∈F 2

Φ̂(X tg−1t−1), Φ ∈ S0(A2), t ∈ A×, g ∈ G(A)1

これは、

Θ(Φ; g, t) = | det g|−1
A |t|−2

A Θ(Φ̂; tg−1, t−1)− Φ(0) + | det g|−1
A |t|−2

A Φ̂(0)(5.14)

とかけるので、(5.13)とあわせると、aに関する微小評価

Θ(|Φ|; [ r 0
0 1 ] g, a) ≪ (1 + r−2)cr−1a−2, a ∈ (0, 1], r ∈ (R×)0, g ∈ U(5.15)

がわかる。(5.13), (5.15)より (5.11)が従う。
A1/F×はコンパクトなことに注意すると、(5.11)より∫

A×/F×
Θ(|Φ|; g, t) |t|σ+1

A d×t =

∫ +∞

0

∫
u∈A1/F×

Θ(|Φ|; [ u 0
0 u ] g, a) a

σ+1 d×a

≪U ,c

∫ 1

0

aσ−1 d×a+

∫ +∞

1

aσ+1−2c d×a

右辺最初の積分は σ > 1ならば収束、２番目の積分は c > (σ + 1)/2ならば収束する。これ
で (5.12)が示せた。(1)の証明おわり。

Re(s) > 1において成立する (5.10)の最後の積分表示において、積分域を |t|A > 1, |t|A 6 1
の２つに分割し、|t|A 6 1上の積分では公式 (5.14)を代入することで、

E∗(Φ, µ, s; g) = (µ1| |(s+1)/2
A )(det g) {J0(Φ, µ, s; g) + J1(Φ, µ, s; g)}

を得る。ただし、

J0(Φ, µ, s; g) =

∫
a∈(0,1]

∫
u∈A1/F×

{| det g|−1
A a−2Θ(Φ̂; tg−1, u−1a−1)

− Φ(0) + | det g|−1
A a−2 Φ̂(0)}(µ1µ

−1
2 )(u) d1u aRe(s)+1 d×a

J1(Φ, µ, s; g) =

∫
[1,+∞)

{∫
u∈A1/F×

Θ(Φ; g, ua) (µ1µ
−1
2 )(u) d1u

}
aRe(s)+1 d×a
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とおいた。評価 (5.11)から積分 J1(Φ, µ, s; g)は任意の sで絶対収束してC上の整型函数を定
める。Re(s) > 1において J0(Φ, µ, s; g)は次のようになる。

J0(Φ, µ, s; g) = | det g|−1
A

∫
a∈[1,+∞)

{∫
u∈A1/F×

Θ(Φ̂; tg−1, u−1a) (µ1µ
−1
2 )(u)d1u

}
a−Re(s)+1 d×a

+ δµ1,µ2 vol(F
×\A1)

(
Φ(0)

s+ 1
− | det g|−1

A
Φ̂(0)

s− 1

)

= | det g|−1
A J1(Φ̂, µ

−1,−s; tg−1) + δµ1,µ2 vol(F
×\A1)

(
Φ(0)

s+ 1
− | det g|−1

A
Φ̂(0)

s− 1

)
この式により、J0(Φ, µ, s; g)は全平面に有理型に解析接続されて、可能な極は s = ±1であ
ることも分かる。さて、

E∗(Φ, µ, s; g)(5.16)

= (µ1| |(s+1)/2)(det g) J1(Φ, µ, s; g) + (µ−1
1 | |(−s+1)/2

A )(det tg−1) J1(Φ̂, µ
−1,−s; tg−1)

+ δµ1,µ2 vol(F
×\A1)

(
(µ1| |(s+1)/2

A )(det g)
Φ(0)

s+ 1
+ (µ−1

1 | |(−s+1)/2
A (det tg−1)

Φ̂(0)

1− s

)
これより、E∗(Φ, µ, s; g) = E∗(Φ̂, µ−1; tg−1)を得る。f(Φ, µ−1, s; tg−1) = f(Φ, µ̌, s;w−1

0 gw0)

は容易に分かる。これより、E∗(Φ̂, µ−1; tg−1) = E∗(Φ̂, µ̌,−s;w−1
0 gw0)となる。

(3)を示そう。(5.11)から、コンパクト集合 U ⊂ G(A)と s ∈ Cに応じてある定数 C > 0
が存在して、

J1 (Φ, µ, s; [ r 0
0 1 ] g) ≪ rC , J1

(
Φ̂, µ̌,−s;

[
r−1 0
0 1

]
tg−1

)
≪ rC , r > 1, g ∈ U

となる。これと、(5.16)より、ある定数C1があって

|E∗ (Φ, µ, s; [ r 0
0 1 ] g) | ≪ rC1 , g ∈ U

なる評価を得る。これより、E∗(Φ, µ, s; g)はS上緩増大であることが従う。保型形式になる
ための他の条件は容易に確かめられる。

命題 62. 絡作用素M(s) : H0(µ, s) −→ H0(µ̌,−s) (Re(s) > 1)のΦ ∈ S0(A2)に付随する切
断 fΦ(µ, s) ∈ H0(µ, s)への作用は

[M(s)fΦ(µ, s)] (g) =
L(−s+ 1, µ2µ

−1
1 )

L(s+ 1, µ1µ
−1
2 )

fΦ̂(µ̌,−s; gw0), Re(s) > 1

で与えられる。g ∈ G(A)を固定するとき、函数 s 7→ [M(s)fΦ(µ, s)] (g)は全平面に有理型に
解析接続される。

Proof : f ∗
Φ(µ, s;−) = L(µ1µ

−1
2 | |s+1

A ) fΦ(µ, s;−)とおく。命題 6より、Re(s) > 1において

[M(s)f ∗
Φ(µ, s)] (g) = −f ∗

Φ(µ, s; g) +

∫
N(F )\N(A)

E∗(Φ, µ, s;ng) dn(5.17)

が成立する。E∗(Φ, µ, s; g)の有理型性と命題 60 (2)により、左辺は sの函数として全平面に
有理型に延長される。[M(s)fΦ(µ, s)](g) = L(s+1, µ1µ

−1
2 )−1 [M(s)f ∗

Φ(µ, s)](g)なので、Hecke
L函数の有理型性より命題の最後の主張を得る。函数等式E∗(Φ, µ, s; g) = E(Φ̂, µ̌,−s; gw0)
の定数項を考えると、

f ∗
Φ(µ, s; g) + [M(s)f ∗

Φ(µ, s)](g) = f ∗
Φ̂
(µ̌,−s; gw0) + [M(−s)f ∗

Φ̂
(µ̌,−s)](gw0)
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を得る。両辺のH0(µ̌,−s)への射影を考えれば
[M(s)f ∗

Φ(µ, s)](g) = f ∗
Φ̂
(µ̌,−s; gw0)

となり命題の最初の主張が従う。

K∞の既約表現 τ に対して、

H0
µ[τ ] = {f ∈ H0

µ| ⟨R(K∞)f⟩Cは τ の有限個のコピーの直和に分解する }
とする。

補題 63. µ = (µ1, µ2) ∈ XM とする。τ をK∞の既約表現として、任意の f ∈ H0
µ[τ ]をとる。

Sを素点の有限集合で、Σ∞を含み、Sの外では µ1, µ2, ψF がすべて不分岐で fはKv-不変に
なるものとする。すると、τ のみに依存するRe(s) > −1で零点を持たない多項式Pτ (s)およ
び sに無関係でK-有限なΦ ∈ S0(A2)が存在して、

f(s)(g) = {
∏

v∈S−Σ∞

Lv(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )} 1

Pτ (s)
f(Φ, µ, s; g), g ∈ G(A), Re(s) > −1

となる。

Proof : fは分解可能な元の有限線型結合である。故に f =
∏
v∈S

fv
∏
v ̸∈S

f◦v の形であるとして証明

すればよい。τ =
⊗

v∈Σ∞
τvと書ける。ここで、各素点 v ∈ Sに対して、fv ∈ H0(µv, 0)[τv]で

あり、f◦v ∈ H0
v(µv, 0) (v ̸∈ S)は f◦v (1) = 1なるKv-不変ベクトルとする。そこで命題 56 (3),

(4)を使えばよい。

5.2.1. 命題 16の証明. f ∈ H0
µ[τ ]を補題 63のとおりとする。補題 63、命題 62より任意の

f2 ∈ H0
νに対して、Re(s) > 1において

⟨M(s)f, f2⟩K = {
∏

v∈S−Σ∞

Lv(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )} 1

Pτ (s)

L(−s+ 1, µ−1
1 µ2)

L(s+ 1, µ1µ
−1
2 )

⟨fΦ̂(µ̌,−s), f2⟩K(5.18)

が成り立つ。これにより s 7→ ⟨M(s)f, f2⟩Kは全複素平面上の有理型函数に延長される。(極集
合C−Dは s = ±1および次の３集合の合併に含まれる： (i) L(s+1, µ1µ

−1
2 )の零点集合 (ii)∏

v∈S−Σ∞
Lv(µ1µ

−1
2 | |s+1

v )の極集合 (iii) Pτ (s)の零点集合。）w2
0 = −12, (Φ̂)̂(X) = Φ(−X)に

注意すれば、等式 (5.18)からM(−s)M(s)f = fがわかる。M(s)の虚軸におけるユニタリー性
はM(−s)M(s) = Idと (4.6)から従う。命題 16の主張のうち、あとは (5)を示せばよい。（他
は容易であるか、或いは自明。）σ > 0を任意にあたえる。f2 =

∏
v f2,vと分解されると仮定

し、S1を f2,v ̸= f◦v (νv, 0)または Φ̂v ̸= Φ◦
vなる vを全て含む素点の集合としておくと、命題 56

(3)より

⟨fΦ̂(µ̌,−s), f2⟩K =
∏
v∈S1

∫
Kv

fΦ̂v ,v
(µ̌v,−s; kv) f2,v(kv)dkv

となる。積分表示 (5.1)より右辺の各 v因子は [0, σ] + iR上有界である。よって、(5.18)右辺
の最後の内積は [0, σ] + iR上有界。第１および第２因子も [0, σ] + iR上有界になることは見
やすい。第３因子はHecke L函数の関数等式から

WDs−1/2 L(s, µ1µ
−1
2 )

L(s+ 1, µ1µ
−1
2 )

に等しい。(ここで、W はある絶対値１の複素数、Dはある正の数である。）この函数のガン
マ因子は Stirling公式から [0, σ] + iR上有界な寄与しか生まない。有限部分に関しては、de
la Vallée Poussin の議論から示される

|Lfin(s+ 1, µ1µ
−1
2 )−1| ≪ log(2 + |Ims|), s ∈ [0, σ] + iR
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と合わせて、（例えば「凸評価」などの)多項式評価

|Lfin(s, µ1µ
−1
2 )| ≪ (1 + |Ims|)N , s ∈ [0, σ] + iR

を援用すれば [0, σ] + iR上で≪ (1 + |Im(s)|)N+ϵが分かる。

5.2.2. 定理 43の証明. 補題 63よりRe(s) > 1において

E(f(s) : g) = {
∏

v∈S−Σ∞

Lv(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )} 1

Pτ (s)

1

L(s+ 1, µ1µ
−1
2 )

E∗(Φ, µ, s; g), g ∈ G(A),

(5.19)

となる。これと命題 61から、函数 s 7→ E(f(s) : g)は全複素平面に有理型に解析接続される
ことが分かる。この解析接続を E(f; s, g)と書くと、定理 43は命題 61から従う。例えば主張
(5) (函数等式)を導いてみる。命題 61 (4)、命題 62から

E(fΦ(µ, s) : g) =
L(−s+ 1, µ2µ

−1
1 )

L(s+ 1, µ1µ
−1
2 )

E(fΦ̂(µ̌,−s) : gw0)

= E(M(s)fΦ̂(µ̌,−s) : g)

これと (5.18), (5.19)より函数等式 E(f; s, g) = E(M(s)f;−s, g)を得る。

6. GL(2)の跡公式

6.1. Modified kernel. まずテスト関数 f ∈ C∞
c (G(A))を任意に一つ固定する。以下、サブ

セクション 6.1, 6.2, 6.3を通じて f を固定したまま話を進めていく。
関数 f に対して関数KP (g, h)を

KP (g, h) =

∫
N(A)

∑
γ∈M(F )

f(g−1γnh)dn , g, h ∈ N(A)M(F )\G(A)

と定義する。もしRP をヒルベルト空間 L2(N(A)M(F )\G(A)1)上の右正則表現とするなら
ば、KP (g, h)はRP (f)に関する核関数である。次に f ∈ C∞

c (G(A))に対して関数KG(g, h)
を

KG(g, h) =
∑

γ∈G(F )

f(g−1γh) , g, h ∈ G(F )\G(A)

と定義する。(4.3)で定義されたKf (g, h)とKG(g, h)は同じであるが、便宜上記号を変更す
る。R上の関数 τ̂P を

τ̂P (H) =

{
1 , H > 0 ,

0 , H 6 0

と定める。パラメーター T ∈ Rに対して、次のように Modified kernel kT (g, f)が定義さ
れる。

kT (g, f) = KG(g, g)−
∑

δ∈P (F )\G(F )

KP (δg, δg)τ̂P (H(δg)− T ).

T は正の実数であると仮定する。そして積分 JT (f)を

JT (f) =

∫
G(F )\G(A)1

kT (g, f) d1g

と定める。
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定理 64. T を十分大きい正の実数とする。このとき、積分 JT (f)は絶対収束する。つまり、∫
G(F )\G(A)1

|kT (g, f)| d1g < +∞

が成り立つ。ただし、T の大きさは f のサポートにのみ依存している。

この定理を証明する前に、以下の補題を証明しておこう。

補題 65. 任意の g ∈ G(A)と h ∈ G(F )について、もし h ̸∈ P (F )ならばH(hg) 6 −H(g)が
成り立つ。

Proof. まず次のように記号を定める。

w =

(
0 1
1 0

)
∈ G(F ) ∩K, n ∈ N(A), m ∈M(A)1, a ∈ AM(R)0, k ∈ K.

任意の g = nmak ∈ G(A)について、n′ = (ma)−1nma ∈ N(A)と置くと、
H(wg) = −H(a) +H(wn′)

が成り立つ。これより、もし任意の n ∈ N(A)についてH(wn) 6 0であることを示せば、
H(wg) 6 −H(g)が示せる。そして Bruhat分解G(F ) = P (F ) ∪ (P (F )wN(F ))よりこの命
題が従う。したがって後は、任意の素点 v ∈ Σと nv ∈ N(Fv)についてH(wnv) 6 0である
ことを示せば良い。

wnv =

(
α β
0 ω

)
k, nv =

(
1 u
0 1

)
, k ∈ Kv, α, ω ∈ F×

v , β, u ∈ Fv

と置くと、

wk−1 =

(
1 0
−u 1

)(
α β
0 ω

)
=

(
α β

−αu −uβ + ω

)
を得る。wk−1 ∈ Kv だから、v ∈ Σ∞の場合は |α|2 + |αu|2 = 1を得て、v ∈ Σfinの場合は
α ∈ Ovを得る。また det(wn) = 1なのだから、|αω|v = 1となり、H(wn) = log |α|2vを得る。
これらよりH(wn) 6 0がすぐに従う。 �
ジーゲル領域Sに対して、g ∈ G(A)についての関数 FG(g, T )を{

g ∈ G(A) | ∃δ ∈ G(F ) s.t. δg ∈ S and H(δg) 6 T
}

の特性関数とする。

補題 66. 任意の g ∈ G(A)について、等式

FG(g, T ) +
∑

δ∈P (F )\G(F )

τ̂P (H(δg)− T ) = 1

が成り立つ。

Proof. g ∈ G(A)を一つ固定して考えよう。
FG(g, T ) = 1を仮定する。つまり、ある δ ∈ G(F )について log t0 < H(δg) 6 T が成り立

つ。さらに、ある δ′ ∈ G(F )についてH(δ′g) > T と仮定する。もし δδ′ −1 ∈ P (F )ならば

H(δ′g) = H(δδ′ −1δ′g) = H(δg) 6 T

となり矛盾する。もし δδ′ −1 ̸∈ P (F )ならば補題 65より

H(δ′g) 6 −H(δδ′ −1δ′g) = −H(δg) < log t0 < T

となりこれも矛盾する。しかがって任意の γ ∈ P (F )\G(F )についてH(γg) 6 T が成り立つ
ため、

∑
δ∈P (F )\G(F ) τ̂P (H(δg)− T ) = 0となる。
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FG(g, T ) = 0を仮定する。G(A) = G(F )Sなので、ある δ ∈ G(F )について τ̂P (H(δg) −
T ) = 1となる。δ′ ̸= δであるような δ′ ∈ G(F )について τ̂P (H(δ′g) − T ) = 1となるとしよ
う。そして、δδ′ −1 ̸∈ P (F )と仮定すると、

T < H(δ′g) 6 −H(δδ′ −1δ′g) = −H(δg) < −T

となり、T が正の実数であることに矛盾する。つまり、δ′ ∈ δP (F )となる。
以上より、この補題は示された。

�

Proof. 定理 64の証明を始めよう。まず記号を次の様に定める。

kG(g, f) = KG(g, g), kP (g, f) = KG(g, g)−KP (g, g).

補題 66より

kT (g, f) = kG(g, f)F
G(g, T ) +

∑
δ∈P (F )\G(F )

kP (δg, f) τ̂P (H(δg)− T )

を得る。したがって、∫
G(F )\G(A)1

|kT (x, f)| d1g 6
∫
G(F )\G(A)1

|kG(g, f)|FG(g, T ) d1g(6.1)

+

∫
P (F )\G(A)1

|kP (g, f)| τ̂P (H(g)− T ) d1g

となる。つまり右辺の二つの項をそれぞれ評価すれば良い。
(6.1)の右辺の第一項を評価しよう。G(A)のコンパクト集合とG(F )との共通部分は有限

集合であることに気をつける。CをG(F )\G(A)の任意のコンパクト集合とする。定義より
g, h ∈ Cに対してKG(g, h)のG(F )に関する和は有限和なので、KG(g, h)は C上有界とな
る。FG(g, T )のG(F )\G(A)1上のサポートはコンパクトなのだから、∫

G(F )\G(A)1
|kG(g, f)|FG(g, T ) d1g < +∞

が従う。
(6.1)の右辺の第二項を評価しよう。元 g ∈ P (F )\G(A)1が τ̂P (H(g)− T ) = 1を満たすと

する。つまりH(g) > T となる。次の様に記号を定める。

γ =

(
∗ ∗
c ∗

)
∈ G(F )− P (F ) , g =

(
u1 ∗
0 u2

)(
a 0
0 1

)
k ∈ P (F )\G(A)1 ,

u1, u2 ∈ F×\A1, a ∈ (R×)0, k ∈ K .

そして

(6.2) g−1γg = k−1

(
∗ ∗

au1u
−1
2 c ∗

)
k

となる。条件より c ̸= 0かつ log a > T なので、(6.2)の (2, 1)成分は |au1u−1
2 c|A = a > eT と

なる。よって、任意の γ ∈ G(F ) − P (F )について、(6.2)の (2, 1)成分が f のサポートから
外れるような正の実数 T が存在することが分かる。以下、T をそのような十分大きい実数と
する。これより任意の γ ∈ G(F )− P (F )について

f(g−1γg) τ̂P (H(g)− T ) = 0
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が成り立つ。ゆえに、後は

(6.3)

∣∣∣∣∣∣
∑

γ∈P (F )

f(g−1γg) −
∫
N(A)

∑
γ∈M(F )

f(g−1γng) dn

∣∣∣∣∣∣
が {g ∈ P (F )\G(A)1 | H(g) > T}上の積分で収束することを示せばよい。まずN(F )の和
にポアソン和公式 (2.1)を用いると、

(6.3) 6
∑

γ∈M(F )

∣∣∣∣∣∑
ξ∈F

∫
A
f(g−1γexp(x)g)ψF (xξ)dx−

∫
N(A)

f(g−1γng) dn

∣∣∣∣∣
を得る。ここで

hg,γ(y) =

∫
A
f(g−1γexp(x)g)ψF (xy)dx

と置くと、
(6.3) 6

∑
γ∈M(F )

∣∣∣ ∑
ξ∈F×

hg,γ(ξ)
∣∣∣

と整理できる。記号を次の様に定める。

g =

(
1 u
0 1

)(
a 0
0 1

)
mk ∈ P (F )\G(A)1, u ∈ F\A, a ∈ (R×)0, m ∈M(A)1, k ∈ K.

このとき

hg,γ(ξ) = a hg′,γ(aξ), g′ =

(
1 a−1u
0 1

)
mk

が成り立つ。その結果、(6.3)の {g ∈ P (F )\G(A)1 | H(g) > T}上の積分は

(6.4)

∫
F\A

du

∫ ∞

eT
d×a

∫
M(F )\M(A)1

d1m

∫
K

dk
∑

γ∈M(F )

∣∣∣∑
ξ∈F×

hg′,γ(aξ)
∣∣∣

で押さえられる。この積分において g′の動く範囲は明らかにコンパクト集合に含まれる。ま
た f のサポートはコンパクト集合に含まれるのだから、γ ∈M(F )の動く範囲を有限個とし
て良い。そして hg′,γ(y)は yの関数として Schwartz関数であり、aξは ξ ∈ F×より Fv0にお
いて十分に大きいことに注意しよう。ゆえに、任意の正の整数N に対して、f のサポートに
依存する形で T を十分に大きくとると、ある定数 cN が存在して、

(6.4) 6 cN ×
∫ ∞

eT
a−Nd×a 6 cN × e−TN

N

となり収束が示される。
以上より (6.1)の右辺の収束が示されたので、定理 64の証明が完了した。

�
定理 64より JT (f)が意味を持った。これより JT (f)を幾何サイドとスペクトルサイドに

展開していこう。

6.2. 幾何サイド. まずG(F )を分割するための同値類を導入しよう。元 γ ∈ G(F )のジョルダ
ン分解における半単純部分を γsとし、ユニポテント部分を γuとする。このとき γ = γsγu =
γu = γsが成り立つ。二つの元 γ, γ′ ∈ G(F )について、γと γ′がO-同値であるとは、γsと
γ′sがG(F )-共役であることを意味する。OをG(F )のO-同値類の集合とする。
G(F ) = GL(2, F )なので、G(F )の元たちは三つの場合: (1)(F -)楕円、(2)(F -)双曲、(3)(F -

)ユニポテント、に分類される。γをG(F )の元としよう。γに対して {γ}G(F )を γのG(F )-
共役類とする。
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(1) γが楕円であるとは、γの属するO-同値類 oについて o ∩ P (F ) = ∅が成り立つこと
を意味する。この場合、o = {γ}G(F )となり、γ = γsである。

(2) γが双曲であるとは、γの属するO-同値類 oについて o = {γ}G(F )であり、かつ o ∩

P (F ) ̸= ∅を意味する。この場合、γ = γsであり、もし γ ∈ P (F )ならば γ =

(
α ∗
0 β

)
と置くと α ̸= βが成り立つ。

(3) γがユニポテントであるとは、γの属するO-同値類 oについて、ある z ∈ Z(F )が存

在して o = {z} ∪ {z
(
1 1
0 1

)
}G(F )が成り立つことをいう。この場合のみ、γ ̸= γsと

なる。

o ∈ Oについて、

KG,o(g, h) =
∑
γ∈o

f(g−1γh) , KP,o(g, h) =

∫
N(A)

∑
γ∈M(F )∩o

f(g−1γnh)dn

と定義する。そして、f ∈ C∞
c (G(A))とパラメーター T について

kTo (g, f) = KG,o(g, g)−
∑

δ∈P (F )\G(F )

KP,o(δg, δg)τ̂P (H(δg)− T ),

JT
o (f) =

∫
G(F )\G(A)1

kTo (g, f) d
1g

と定める。定理 64の証明と同様の議論によって次の定理を得る。

定理 67. T を十分大きい正の実数とする。このとき、∑
o∈O

∫
G(F )\G(A)1

|kTo (g, f)| d1g < +∞

が成り立つ。ただし、T の大きさは f のサポートにのみ依存している。

この定理により、

JT (f) =
∑
o∈O

JT
o (f)

を得る。この等式の右側の和は有限和であることに気をつけよう。これより各 Jo(f)を詳し
く記述していく。
群H と元 γ ∈ H に対して、Hγ をH における γ の中心化群とする。つまりHγ = {h ∈

H |hγ = γh}と定める。元 γ ∈ G(F )について、dgγ を G(A)γ 上のハール測度としよう。
G(A)1γ ∼= G(A)γ/Z+

∞により定まる商測度をd1gγとし、vol(G(F )γ\G(A)1γ) =
∫
G(F )γ\G(A)1γ

d1gγ

と置く。また dġをG(A)γ\G(A)上の商測度とする。

命題 68. 楕円元 γ ∈ G(F )とO-同値類 o = {γ}G(F )について、

JT
o (f) = vol(G(F )γ\G(A)1γ)

∫
G(A)γ\G(A)

f(g−1γg) dġ

が成り立つ。
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Proof. Z+
∞がG(A)γ の部分群であることと定理 64の証明より和と積分の交換が可能である

ことに注意すると次のように証明できる。

JT
o (f) =

∫
G(F )\G(A)1

∑
δ∈{γ}G(F )

f(g−1δg)d1g =

∫
G(F )\G(A)1

∑
δ∈G(F )γ\G(F )

f(g−1δ−1γδg)d1g

=
∑

δ∈G(F )γ\G(F )

∫
G(F )\G(A)1

f(g−1δ−1γδg)d1g =
∑

δ∈G(F )γ\G(F )

∫
δ G(F )\G(A)1

f(g−1γg)d1g

=

∫
G(F )γ\G(A)1

f(g−1γg)d1g =

∫
G(F )γ\G(A)1γ

dgγ

∫
G(A)γ\G(A)

f(g−1γg)dġ.

�

次に双曲元について次の命題を得る。

命題 69. 双曲元 γ ∈ G(F )とO-同値類 o = {γ}G(F )について、

JT
o (f) =

1

2

∑
δ∈M(F )∩o

volM

∫
K

∫
N(A)

f(k−1n−1δnk) (−H(wn)) dn dk

+ T
∑

δ∈M(F )∩o

volM

∫
K

∫
N(A)

f(k−1δnk) dndk

が成り立つ。

Proof.

kG,o(g, f) = KG,o(g, g) , kP,o(g, f) = KG,o(g, g)−KP,o(g, g)

と置く。このとき、

kTo (g, f) = kG,o(g, f)F
G(g, T ) +

∑
δ∈P (F )\G(F )

kP,o(δg, f) τ̂P (H(δg)− T )

が成り立ち、そして、定理 64の証明より∫
G(F )\G(A)1

|kG,o(g, f)|FG(g, T ) d1g < +∞ ,∫
P (F )\G(A)1

|kP,o(g, f)| τ̂P (H(g)− T ) d1g < +∞

が従う。
まず積分

(6.5)

∫
N(F )\N(A)

kP,o(n1g)dn1

について考えよう。γ =

(
α 0
0 β

)
, α ̸= β, α, β ∈ F×と仮定しても一般性は失わない。この

場合

M(F ) ∩ o = { γ , wγw }
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となる。またG(F )γ =M(F )が成り立つ。こうすると、(6.5)は∫
N(F )\N(A)

∑
δ∈M(F )\G(F )

f(g−1n−1
1 δ−1γδn1g) dn1

−
∑

γ1∈{γ,wγw}

∫
N(F )\N(A)

∫
N(A)

f(g−1n−1
1 γ1nn1g) dn dn1

と等しくなる。 (
1 −u
0 1

)(
α 0
0 β

)(
1 u
0 1

)
=

(
α 0
0 β

)(
1 (1− α−1β)u
0 1

)
と 1− α−1β ∈ F×より、上の式の第二項の積分は変数変換によって∫

N(F )\N(A)

∫
N(A)

f(g−1n−1
1 γ1nn1g) dn dn1 =

∫
N(F )\N(A)

∫
N(A)

f(g−1n−1
1 n−1γ1nn1g) dn dn1

=

∫
N(F )\N(A)

dn1

∫
N(A)

f(g−1n−1γ1ng) dn =

∫
N(F )\N(A)

∑
ν∈N(F )

f(g−1n−1ν−1γ1νng) dn

となる。
∫
N(F )\N(A) dn = 1であることに注意しよう。この (6.5)の式変形と変数変換より∫
P (F )\G(A)1

kP,o(g, f) τ̂P (H(g)− T ) d1g(6.6) ∫
P (F )\G(A)1

∫
N(F )\N(A)

kP,o(n1g, f)dn1 τ̂P (H(g)− T ) d1g

=

∫
P (F )\G(A)1

∫
N(F )\N(A)

{ ∑
δ∈M(F )\G(F )

f(g−1n−1
1 δ−1γδn1g)

−
∑

γ1∈{γ,wγw}

∑
ν∈N(F )

f(g−1n−1
1 ν−1γ1νn1g)

}
dn1 τ̂P (H(g)− T ) d1g

=

∫
P (F )\G(A)1

{ ∑
δ∈M(F )\G(F )

f(g−1δ−1γδg)

−
∑

γ1∈{γ,wγw}

∑
ν∈N(F )

f(g−1ν−1γ1νg)
}
τ̂P (H(g)− T ) d1g

=

∫
P (F )\G(A)1

∑
δ∈M(F )\G(F ) , δ−1γδ ̸∈P (F )

f(g−1δ−1γδg) τ̂P (H(g)− T ) d1g

を得る。ただし、δ−1γδ ∈ P (F )と δ ∈ P (F ) ∪ wP (F )は必要十分である。定理 64の証明で
の議論により、T が十分に大きいので最後の積分の値は 0である。このことからも積分 (6.6)
は絶対収束し、その値が 0であることが分かる。

k̃To (g, f) =
∑
γ∈o

f(g−1γg)−
∑

δ∈P (F )\G(F )

∑
γ1∈{γ,wγw}

∑
ν∈N(F )

f(g−1δ−1ν−1γ1νδg) τ̂P (H(δg)− T )

と置く。等式 (6.6)と kG(x, f)の役割とそれぞれの積分の収束性より、

JT
o (f) =

∫
G(F )\G(A)1

k̃To (g, f) d
1g
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が成り立ち、積分は絶対収束する。明らかに

k̃To (g, f) =
∑

δ∈M(F )\G(F )

f(g−1δ−1γδg) {1− τ̂P (H(δg)− T )− τ̂P (H(wδg)− T )}

成り立つので、

JT
o (f) =

∫
M(F )\G(A)1

f(g−1γg){1− τ̂P (H(g)− T )− τ̂P (H(wg)− T )}d1g

となる。g ∈ G(A)1について

g = m

(
a 0
0 1

)
nk, m ∈M(A)1, a ∈ (R×)0, n ∈ N(A), k ∈ K

と分解すると、
H(g) = log |a| , H(wg) = − log |a|+H(wn)

が成りつのだから、

JT
o (f) =volM

∫
K

∫
N(A)

∫ ∞

0

f(k−1n−1γnk){1− τ̂P (H(g)− T )− τ̂P (H(wg)− T )}d×adndk

=volM

∫
K

∫
N(A)

f(k−1n−1γnk){2T −H(wn)}dndk

を得る。後は γをwγwに入れ替えても同じ議論になることに気をつければ、この命題がす
ぐに得られる。 �
最後にユニポテント元について次の命題を得る。

命題 70. 中心元 z ∈ Z(F )とO-同値類 o = {z} ∪ {z
(
1 1
0 1

)
}G(F )について、

JT
o (f) =volG f(z) + volZ lim

s→1

d

ds
(s− 1)

∫
A×

Fz(a) |a|sA d×a

+ T volM

∫
K

∫
N(A)

f(k−1znk) dndk

が成り立つ。ただし、Z(A)1 = Z(A)/Z+
∞上のハール測度 d1zをA1の測度で定めて volZ =∫

Z(F )\Z(A)1 d
1zと置き、C∞

c (A)に属する関数 Fz(u)を

Fz(u) =

∫
K

f(k−1z

(
1 u
0 1

)
k)dk

で定めた。

Proof. {(
1 1
0 1

)}
G(F )

=

{
δ−1

(
1 u
0 1

)
δ
∣∣∣u ∈ F× , δ ∈ P (F )\G(F )

}
となるのだから、

JT
o (f) =volG f(z) +

∫
G(F )\G(A)1

∑
δ∈P (F )\G(F )

{∑
u∈F×

f(g−1δ−1z

(
1 u
0 1

)
δg)

−
∫
N(A)

f(g−1δ−1znδg)dn τ̂P (H(δg)− T )

}
d1g
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となる。ここで、g ∈ G(A)1に対して

g = nz1z
+
∞

(
1 0
0 a

)
k, n ∈ N(A), z1 ∈ Z(A)1, a ∈ A×, z+∞ ∈ Z+

∞, H(z+∞) = log |a|A, k ∈ K

と分解すると、
JT
o (f) = volG f(z) + volZ Uz,

Uz =

∫
F×\A×

{∑
u∈F×

Fz(au)−
∫
A
Fz(au)du τ̂P (− log |a|A − T )

}
|a|Ad×a

を得る。
ポアソン和公式 (2.1)より ∑

u∈F

Fz(au) =
∑
u∈F

F̂z(a
−1u) |a|−1

A

が成り立つので、 ∑
u∈F×

Fz(au) =
∑
u∈F×

F̂z(a
−1u) |a|−1

A + F̂z(0) |a|−1
A − F (0)

を得る。これを用いると、等式

Uz =

∫
|a|A61

∑
u∈F×

F̂z(a
−1u) d×a +

∫
eT6|a|A61

d×a× F̂z(0)

−
∫
|a|A61

|a|d×a× Fz(0) +

∫
16|a|A

∑
u∈F×

F (au) |a|d×a

が得られる。これより Uzの収束性も分かる。続いて、s ∈ C, Re(s) > 1について、∫
A×
Fz(a)|a|sAd×a =

∫
F×\A×

∑
u∈F×

F (au)|a|sAd×a

=

∫
|a|A61

∑
u∈F×

F̂z(a
−1u)|a|s−1

A d×a +

∫
|a|A61

|a|s−1
A d×a× F̂z(0)

−
∫
|a|A61

|a|sd×a× Fz(0) +

∫
16|a|A

∑
u∈F×

F (au) |a|sd×a

が成り立つ。 ∫
|a|A61

|a|s−1
A d×a× F̂z(0) =

1

s− 1
vol(F×)× F̂z(0)

であり、他の項は s = 1で解析的なので、上の二つの等式から

Uz = lim
s→1

d

ds
(s− 1)

∫
A×
F (a)|a|sd×a+

∫
e−T6|a|A61

d×a

が得られる。これより命題が従う。 �

6.3. スペクトルサイド. スペクトルサイドはカスピダルデータによって展開する。Modified
kernelからTruncated kernelに移行することによってスペクトルサイドの詳細が記述される。
このサブセクションを通じて、これより f ∈ H(G(A))を仮定する。
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6.3.1. Modified kernelの分解. まずカスピダルデータχ ∈ XGについてRχをL2
χへの (R,L2)

の制限とする。そして、カスピダルデータ χ = (G, π) ∈ XGについて、BG,χをL2
χのK-有限

な元のみから成る正規直交基底として、

KG,χ(g, h) =
∑

ϕ∈BG,χ

(Rχ(f)ϕ)(g)ϕ(h) , KP,χ(g, h) = 0

と定義する。続いてカスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XG, µ ̸= µ̌について考える。Hµを内積
⟨ ⟩KによってH0

µを完備化して得られるヒルベルト空間とする。BµをH0
µの元から成るHµ

の正規直交基底とする。BP,χ = Bµ ∪ Bµ̌はH0
µ ⊕H0

µ̌の元から成るHµ ⊕Hµ̌の正規直交基底
であり、

KG,χ(g, h) =
1

8πvolM

∫
R

∑
ϕ∈BP,χ

E(πis(f)ϕ; is, g)E(ϕ; is, h) ds,

KP,χ(g, h) =
1

4πvolM

∫
R

∑
ϕ∈BP,χ

(πis(f)ϕ)(g)ϕ(h) ds

と定義する。最後にカスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XG, µ = (µ1, µ1)について、BP,χ = Bµ

として、

KG,χ(g, h) =
1

8πvolM

∫
R

∑
ϕ∈BP,χ

E(πis(f)ϕ; is, g)E(ϕ; is, h) ds

+ vol−1
G µ1(det g)µ1(deth)

∫
G(A)1

f(g)µ1(det g) d
1g,

KP,χ(g, h) =
1

4πvolM

∫
R

∑
ϕ∈BP,χ

(πis(f)ϕ)(g)ϕ(h) ds

と定義する。KG,χ(g, h)の sに関する積分の収束は、定理 76の証明の中で示される。特に
(6.9)に注意されたい。KP,χ(g, h)の積分

∫
R
∑

ϕ∈BP,χ
(πis(f)ϕ)(g)ϕ(h) dsの収束も同様の議論

で示される。
カスピダルデータ χ = (G, ϕ) ∈ XGの場合、KG,χ(g, h)は明らかにRχ(f)に関する核関数

である。カスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XGの場合のKG,χ(g, h)について考えよう。

Pcont ◦R(f) ◦ Pcont = S∗ ◦ ρ(f) ◦ S
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が成り立つので、命題 46と合わせて、φ1, φ2 ∈ DP に対して、

⟨Pcont ◦R(f) ◦ Pcont(θφ1) | θφ2⟩G = ⟨S∗ ◦ ρ(f) ◦ S(θφ1) | θφ2⟩G = ⟨ρ(f) ◦ S(θφ1) |S(θφ2)⟩H

= ⟨ρ(f) ◦ S(θφ1) |S(θφ2)⟩H = ⟨ρ(f)aφ1 | aφ2⟩H =
volM
4π

∫ ∞

0

⟨πis(f)aφ1(s) , aφ2(s)⟩Kds

=
volM
8π

∫
R
⟨πis(f)aφ1(s) , aφ2(s)⟩Kds =

volM
8π

∫
R

∑
f′∈B

⟨πis(f)aφ1(s) , f
′⟩K ⟨f ′ , aφ2(s)⟩Kds

=
volM
8π

∫
R

∑
f, f′∈B

⟨aφ1(s) , f⟩K ⟨πis(f)f , f ′⟩K ⟨f ′ , aφ2(s)⟩Kds

=
volM
8π

∫
R

∑
f∈B

⟨f , aφ1(s)⟩K ⟨πis(f)f , aφ2(s)⟩Kds

=
1

8πvolM

∫
R

∑
f∈B

∫
G(F )\G(A)1

E(f, is, h) θφ1(h)d
1h

∫
G(F )\G(A)

E(πis(f)f, is, g) θφ2(g) d
1g ds

= ⟨
∫
G(F )\G(A)1

1

8πvolM

∫
R

∑
f∈B

E(πis(f)f, is, ∗)E(f, is, h) ds θφ1(h) d
1h | θφ2⟩G

を得る。つまり、カスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XGについてKG,χ(g, h)はRχ(f)に関す
る核関数となっている。続いて、カスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XGについてのKP,χ(g, h)
を考えよう。このとき、上の計算とほぼ同じ手順によって、φ1, φ2 ∈ DP に対して、

⟨R(f)φ1 |φ2⟩P =
1

4π

∫
R
⟨R(f)φ̂1(is) |φ2⟩P ds =

volM
4π

∫
R
⟨πis(f)φ̂1(is) , φ̂2(is)⟩K ds

=
volM
4π

∫
R

∑
f∈B

⟨f , φ̂1(is)⟩K ⟨πis(f)f , φ̂2(is)⟩K ds

=
1

4πvolM

∫
R

∑
f∈B

⟨f |φ1⟩P ⟨πis(f)f |φ2⟩P ds

= ⟨
∫
N(A)M(F )\G(A)1

1

4πvolM

∫
R

∑
f∈B

(πis(f)f)(∗)f(h)ds φ1(h) dh |φ2⟩P

が成り立つ。よって、L2(N(A)M(F )\G(A)1)におけるDP (µ)+DP (µ̌)で張られる空間の閉包
へのRP の制限をRP,χとすると、カスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XGについてのKP,χ(g, h)
はRP,χに関する核関数となる。したがって、RP がN(A)M(F )の自明な表現からG(A)1へ
の誘導表現であることに注意すれば、スペクトル分解より、

KG(g, h) =
∑
χ∈XG

KG,χ(g, h) , KP (g, h) =
∑
χ∈XG

KP,χ(g, h)

が従う。
kTχ (g, f) = KG,χ(g, g)−

∑
δ∈P (F )\G(F )

KP,χ(δg, δg) τ̂P (H(δg)− T )

と置いて、

JT
χ (f) =

∫
G(F )\G(A)1

kTχ (g, f)d
1g

と定める。スペクトルサイドとして JT (f) =
∑

χ J
T
χ (f)と展開することが目的である。その

ために、
∑

χ

∫
G(F )\G(A)1 |k

T
χ (g, f)|d1g < +∞を示すことが目標になる。
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6.3.2. Truncation operator. まずはTruncation opeatorを定義しよう。Bloc(G(F )\G(A)1)を
G(F )\G(A)1上の局所有界な可測関数から成る空間とする。十分大きい正の実数 T と関数
ϕ ∈ Bloc(G(F )\G(A)1)に対して、Bloc(G(F )\G(A)1)の関数ΛTϕを

(ΛTϕ)(g) = ϕ(g)−
∑

δ∈P (F )\G(F )

∫
N(F )\N(A)

ϕ(nδg) dn τ̂P (H(δg)− T )

によって定義する。もし ϕ ∈ L2
cusならば定義よりΛTϕ = ϕが明らかに成り立つ。

ΛTϕがG(F )\G(A)上の関数になることを示しておこう。あるα ∈ G(F )についてH(αg) >
T となる場合に等式ΛTϕ(δg) = ΛTϕ(g), ( ∀δ ∈ G(F ))が成り立つことを示せばよい。補題 65
より δ ̸∈ P (F )についてH(δαg) 6 −H(αg) < −T < T となるので、

(ΛTϕ)(αg) = ϕ(αg)−
∫
N(F )\N(A)

ϕ(nαg) dn = ϕ(g)−
∫
N(F )\N(A)

ϕ(nαg) dn = (ΛTϕ)(g)

が成り立つ。よって示せた。

補題 71. 任意の ϕ ∈ Bloc(G(F )\G(A)1)とH(g) > T を満たす任意の g ∈ G(A)1について次
が成り立つ。

(ΛTϕ)P (g) =

∫
N(F )\N(A)

(ΛTϕ)(ng)dn = 0.

Proof. 上述と同様に補題 65より δ ̸∈ P (F )についてH(δg) < T となるので、

(ΛTϕ)(g) = ϕ(g)−
∫
N(F )\N(A)

ϕ(n1g) dn1

となり、∫
N(F )\N(A)

(ΛTϕ)(nx)dn =

∫
N(F )\N(A)

ϕ(nx)dn−
∫
N(F )\N(A)

∫
N(F )\N(A)

ϕ(n1nx)dn1dn = 0

を得る。 �

この補題と命題 34, 43によって、ΛTE(f; s)が急減少関数になることが分かる。
次の 2つの命題は後で使うことはないが、Truncation operatorの基本的な性質なので、紹

介する。

命題 72. ΛT ◦ ΛT = ΛT .

Proof. ϕ ∈ Bloc(G(F )\G(A)1)とH(g) > T を満たす g ∈ G(A)1について (ΛT (ΛTϕ))(g) =
(ΛTϕ)(g)となることを示しさえすればよい。補題 71より

(ΛT (ΛTϕ))(g) = (ΛTϕ)(g)−
∫
N(F )\N(A)

(ΛTϕ)(ng)dn = (ΛTϕ)(g)

となり、命題が従う。 �

命題 73. 任意の ϕ1 ∈ Bloc(G(F )\G(A)1)と ϕ2 ∈ Cc(G(F )\G(A)1)について

⟨ΛTϕ1 |ϕ2 ⟩G = ⟨ϕ1 |ΛTϕ2 ⟩G

が成り立つ。
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Proof.

⟨ΛTϕ1 |ϕ2 ⟩G

=

∫
G(F )\G(A)1

{
ϕ1(g)−

∑
δ∈P (F )\G(F )

∫
N(F )\N(A)

ϕ1(nδg)dn τ̂P (H(δg)− T )
}
ϕ2(g)d

1g

=

∫
G(F )\G(A)1

ϕ1(g)ϕ2(g) d
1g −

∫
P (F )\G(A)1

∫
N(F )\N(A)

ϕ1(ng)ϕ2(g) τ̂P (H(g)− T ) dnd1g

=

∫
G(F )\G(A)1

ϕ1(g)ϕ2(g) d
1g −

∫
P (F )\G(A)1

∫
N(F )\N(A)

ϕ1(g)ϕ2(ng) τ̂P (H(g)− T ) dnd1g

= ⟨ϕ1 |ΛTϕ2 ⟩G.

�

これら 2つの命題より ⟨(1 − ΛT )ϕ1 |ΛTϕ2⟩ = 0, ∀ϕ1, ϕ2 ∈ L2が成り立つので、Trunca-
tion operator ΛT は L2上の直交射影であることが分かる。また、命題 73とその証明より、
truncation operator ΛT はL2上の hermitian operatorであることが分かる。
K をG(Afin)の開コンパクト部分群とすると、G(A)1のある有限部分集合 {g1, g2, . . . , gl}

が存在して

G(A)1 =
l∪

t=1

G(F ) gtG(F∞)1K (disjoint union)

が成り立つことに注意しよう。そのため、ϕ ∈ C∞(G(F )\G(A)1)のG(F∞)での性質はG(F∞)1

についてのみ定めれば良いことが分かる。そして、

C∞(G(F )\G(A)1) = lim−→
K

C∞(G(F )\G(A)1/K)

であることにも気をつけよう。
正の整数 rに対して Cr(G(A))を G(F∞)上 Cr 級であり G(Afin)上 smoothであるような

G(A)上のC値関数全体の空間とする。

補題 74. 定数N , N0 ∈ Z>0とG(Afin)の開コンパクト部分群Kを任意に固定する。このと
き、G(F∞)上のある左不変微分作用素の有限集合 {Xt}とある定数 r ∈ Z>0が存在して、も
し (Ω, dω)が可測空間で

ϕ : Ω → Cr(G(F )\G(A)1/K) , ϕ(ω) : g 7→ ϕ(ω, g)

が任意の可測関数ならば

sup
g∈S1

(
||g||N

∫
Ω

|(ΛTϕ)(ω, g)|dω
)
< sup

h∈G(A)1

(
||h||−N0

∑
t

∫
Ω

|(Xtϕ)(ω, h)|dω
)

が成り立つ。

Proof. 定義と補題 66より

(ΛTϕ(ω))(g) =ϕ(ω, g)FG(g, T )

+
∑

δ∈P (F )\G(F )

(
ϕ(ω, δg)−

∫
N(F )\N(A)

ϕ(ω, nδg)dn
)
τ̂P (H(δg)− T )
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が成り立つ。FG(g, T )のサポートはS1上コンパクトなのだから上の式の第一項の評価に関
しては明らかである。補題 65を思い出せば上の式の第二項に関する評価について

sup
g∈S1

∣∣∣||g||N ∑
δ∈P (F )\G(F )

(
ϕ(ω, δg)−

∫
N(F )\N(A)

ϕ(ω, nδg)dn
)
τ̂P (H(δg)− T )

∣∣∣
= sup

g∈S1 , H(g)>T

∣∣∣||g||N(ϕ(ω, g)− ∫
N(F )\N(A)

ϕ(ω, ng)dn
)∣∣∣

を得る。評価すべき上の式の関数がだいたいカスプ形式であることから、命題 34を思い出
せば、いかにも同じような議論で証明できそうである。命題 34と同様、この式の評価に関
しては、[25, 命題 1.10]の証明を参照されたい。 �
命題 75. もし ϕ ∈ C∞(G(F )\G(A)1)が一様緩増大ならばΛTϕは急減少である。

Proof. G(Afin)のある開コンパクト部分群Kについてϕ ∈ C∞(G(F )\G(A)1/K)として良い。
(Ω, dω)を自明にして補題 74を適用すると、

sup
g∈S1

(
||g||N |(ΛTϕ)(g)|

)
< sup

h∈G(A)1

(
||h||−N0

∑
t

|(Xtϕ)(h)|
)

を得る。ϕは一様緩増大なのだからN0を適切にとれば右辺は定数で押さえられる。N は任
意なので命題が従う。 �
6.3.3. 収束性. 二変数 (g, h)の関数 f1(g, h) ∈ Bloc(G(F )\G(A)1 × G(F )\G(A)1)の変数 gに
関してΛT を作用させたものを (ΛT

1 f1)(g, h)と書き、変数 hについてΛT を作用させたものを
(ΛT

2 f1)(g, h)と書く。

定理 76. T を正の実数とする。∑
χ∈XG

∫
G(F )\G(A)1

|(ΛT
2KG,χ)(g, g)| d1g < +∞

が成り立つ。

Proof. 正の整数 rに対して f1 ∈ Cr
c (G(A))として、

∑
γ∈G(F ) f1(g

−1γh)について考える。和
における γ の動く範囲は g supp(f1)h

−1 であるので、補題 31の (2)(3)(6)より、ある定数
N1 ∈ Z>0と f1に依存した定数 c(f1) > 0によって

(6.7)
∣∣ ∑
γ∈G(F )

f1(g
−1γh)

∣∣ 6 c(f1) ||g||N1 ||h||N1 , ∀g, ∀h ∈ G(F )\G(A)1

が成り立つ。
r を十分大きい正の整数と仮定する。このとき、f は右かつ左 K-有限な関数 f1, f2 ∈

Cr
c (G(A))の畳み込み f1 ∗ f2の有限和で表せることが知られている。(cf. [9] and [2, p.928–

929])。ただし、(f1 ∗ f2)(g) =
∫
G(A)1 f1(gh)f2(h

−1)d1hとする。そして、t = 1 or 2として、

KG,t(g, h) =
∑

γ∈G(F )

(ft ∗ f ∗
t )(g

−1γh)

と置く。X を左不変微分作用素として、(X1KG,t)(g, h)を X を変数 g に作用させたもの、
(X2KG,t)(g, h)をXを変数 hに作用させたものとする。
テスト関数 f , f1, f2やXfがK-有限であるので、それぞれの核関数の定義における基底の

和は有限和になることに注意する。B′
G,χをBG,χの十分大きい有限部分集合とする。そして、

vg(h) =
∑

ϕ∈B′
G,χ

ϕ(g)ϕ(h)
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と置く。明らかにB′
G,χで張られる部分空間に属する元ψに対して、⟨ψ | vg⟩G = ψ(g)となる。

また左不変微分作用素X∗を ⟨ψ1 , Xψ2⟩G = ⟨X∗ψ1 , ψ2⟩Gで定める。このとき、∑
ϕ∈BG,χ

(Rχ(f1 ∗ f2)ϕ)(g) (Xϕ)(h) =
∑

ϕ∈BG,χ

⟨ϕ|Rχ((f1 ∗ f2)∗)vg⟩G ⟨vh |Xϕ⟩G

= ⟨
∑

ϕ∈BG,χ

⟨X∗vh |ϕ⟩Gϕ |Rχ((f1 ∗ f2)∗)vg⟩G = ⟨X∗vh|Rχ((f1 ∗ f2)∗)vg⟩G

= ⟨Rχ(f2)X
∗vh|Rχ(f

∗
1 )vg⟩G

が成り立つ。よってHölderの不等式と上の等式より、χ = (G, π) ∈ XGのときは、∣∣∣ ∑
ϕ∈BG,χ

(Rχ(f1 ∗ f2)ϕ)(g) (Xϕ)(h)
∣∣∣ = ∣∣⟨Rχ(f2)X

∗vh|Rχ(f
∗
1 )vg⟩G

∣∣
6 ⟨Rχ(f1 ∗ f ∗

1 )vg |vg⟩
1/2
G ⟨Rχ(f

∗
2 ∗ f2)X∗vh |X∗vh⟩1/2G

=
( ∑
ϕ∈BG,χ

(Rχ(f1 ∗ f ∗
1 )ϕ)(g)ϕ(g)

)1/2 ( ∑
ϕ∈BG,χ

(XRχ(f
∗
2 ∗ f2)ϕ)(h)(X∗ϕ)(h)

)1/2
が成り立つ。最後の等式は上の等式を逆にたどれば得られる。さらにHölderの不等式から
ak, bl ∈ R>0の収束可算和について∑

(akbk)
1/2 6

(∑
ak
)1/2(∑

bl
)1/2

が成り立つのだから、上の結果をまとめると、

∑
χ=(G,π)∈XG

∣∣∣ ∑
ϕ∈BG,χ

(Rχ(f1 ∗ f2)ϕ)(g)ϕ(h)
∣∣∣ 6 ( ∑

χ=(G,π)∈XG

∑
ϕ∈BG,χ

(Rχ(f1 ∗ f ∗
1 )ϕ)(g)ϕ(g)

)1/2(6.8)

×
( ∑
χ=(G,π)∈XG

∑
ϕ∈BG,χ

(XRχ(f
∗
2 ∗ f2)ϕ)(h)(X∗ϕ)(h)

)1/2
を得る。
χ = (P, [µ]) ∈ XGに対して不等式 (6.8)と同様のものを証明しよう。B′

Pχを BP,χの十分大
きい有限部分集合とする。さっきと同様に

wg(h) =
∑

ϕ∈B′
P,χ

ϕ(g)ϕ(h)

と置く。もしψがB′
P,χで張られる部分空間に属するならば ⟨ψ , wg⟩K = ψ(g)である。さらに

E(wg, s, h) =
∑

γ∈P (F )\G(F )

wγg(h)δP (γg)s/2 =
∑

ϕ∈B′
P,χ

ϕ(h)E(ϕ(s) : g)

と置くと、
⟨ψ , E(wg, s)⟩K = E(ψ(s) : g) , Re(s) > 1

が成り立つ。よって、E(ϕ; s, g), ϕ ∈ BP,χと E(ψ; s, g)の性質から有理型関数

E(wg, s, h) =
∑

ϕ∈B′
P,χ

ϕ(h)E(ϕ; s, g)

について、
⟨ψ , E(wg, is)⟩K = E(ψ; is, g) , s ∈ R
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が成り立つとして良い。またX に対して R(D) = X, D ∈ U(g)とすると、XE(ψ; s, g) =
E(πs(D)ψ; is, g)が成り立つ。そして、(πs(D))∗を ⟨ψ1 , πs(D)ψ2⟩K = ⟨(πs(D))∗ψ1 , ψ2⟩Kで
定め、X∗をX∗E(ψ; s, g) = E((πs(D))∗ψ; is, g)で定める。こうすると、∑

ϕ∈BP,χ

E(πis(f1 ∗ f2)ϕ; is, g)XE(ϕ; is, h)

=
∑

ϕ∈BP,χ

⟨πis(f1 ∗ f2)ϕ , E(wg, is)⟩K ⟨E(wh, is) , πis(D)ϕ⟩K

= ⟨
∑

ϕ∈BP,χ

⟨E(wh, is) , πis(D)ϕ⟩Kϕ , πis((f1 ∗ f2)∗)E(wg, is)⟩K

= ⟨(πis(D))∗E(wh, is) , πis((f1 ∗ f2)∗)E(wg, is)⟩K
= ⟨πis(f2)(πis(D))∗E(wh, is) , πis(f

∗
1 )E(wg, is)⟩K

を得る。Hölderの不等式と上の等式より、∣∣∣ ∑
ϕ∈BP,χ

E(πis(f1 ∗ f2)ϕ; is, g)XE(ϕ; is, h)
∣∣∣

6 ⟨πis(f1 ∗ f ∗
1 )E(wg, is) , E(wg, is)⟩1/2K ⟨πis(f ∗

2 ∗ f2)(πis(D))∗E(wh, is) , (πis(D))∗E(wh, is)⟩1/2K

=
( ∑
ϕ∈BP,χ

E(πis(f1 ∗ f ∗
1 )ϕ; is, g)E(ϕ; is, g)

)1/2
×
( ∑
ϕ∈BP,χ

E(πis(D)πis(f
∗
2 ∗ f2)ϕ; is, h)E((πis(D))∗ϕ; is, h)

)1/2
を得る。もう一回Hölderの不等式を使って、∑

χ=(P,[µ])∈XG

∫
R

∣∣∣ ∑
ϕ∈BP,χ

E(πis(f1 ∗ f2)ϕ; is, g)XE(ϕ; is, h)
∣∣∣ds(6.9)

=
( ∑
χ=(P,[µ])∈XG

∫
R

∑
ϕ∈BP,χ

E(πis(f1 ∗ f ∗
1 )ϕ; is, g)E(ϕ; is, g)ds

)1/2
×
( ∑
χ=(P,[µ])∈XG

∫
R

∑
ϕ∈BP,χ

E(πis(D)πis(f
∗
2 ∗ f2)ϕ; is, h)E((πis(D))∗ϕ; is, h)ds

)1/2
が導ける。したがって、(6.8)と (6.9)とL2

resの部分とHölderの不等式によって次の不等式を
得る。 ∑

χ∈XG

|(X2KG,χ)(g, h)| 6
∑

(f1,f2)

(
KG,1(g, g)

)1/2 (
(X1X

∗
2KG,2)(h, h)

)1/2
.

ただし、和
∑

(f1,f2)
は有限和である。さらに、(6.7)によって、ある正の整数N1と定数 cX(f)

について、 ∑
χ∈XG

|(X2KG,χ)(g, h)| 6 cX(f) ||g||N1 ||h||N1
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が成り立つ。そして、補題 74より

sup
h∈S1

(
||h||N

∑
χ∈XG

|(ΛT
2KG,χ)(g, h)|

)
< sup

h∈G(A)1

(
||h||−N0

∑
χ∈XG

|
∑
l

((Xl)2KG,χ)(g, h)|
)

6 sup
h∈G(A)1

(∑
l

||h||−N0

∑
χ∈XG

|((Xl)2KG,χ)(g, h)|
)

6 sup
h∈G(A)1

(∑
l

||h||−N0 cXl
(f) ||g||N1 ||h||N1

)
6(
∑
l

cXl
(f)) ||g||N1

を得る。最後に g = hとすれば、∑
χ∈XG

|(ΛT
2KG,χ)(g, g)| 6 constant× ||g||N1−N , ∀g ∈ S1

が成り立つ。N は任意なので十分大きい自然数とすれば、この定理が従う。 �
補題 77. T を十分大きい正の実数とする。任意の χ ∈ XGについて、∫

G(F )\G(A)1
| kTχ (g, f)− (ΛT

2KG,χ)(g, g) | d1g = 0

が成り立つ。ただし、T の大きさは f のサポートにのみ依存している。

Proof. まず χ = (G, π)のときは、定義より明らかに成り立つ。そのため、χ = (P, [µ])と
して等式を証明しよう。定義より、KG,χ(δg, h) = KG,χ(g, h),

∀δ ∈ G(F )と KP,χ(g, h) =∫
N(F )\N(A)KP,χ(g, nh)dnが成り立つので、

kTχ (g, f)− (ΛT
2KG,χ)(g, g)

=
∑

δ∈P (F )\G(F )

∫
N(F )\N(A)

{KG,χ(δg, nδg)−KP,χ(δg, nδg) }dn τ̂P (H(δg)− T )

を得る。もし µ ̸= µ̌ならば σ = µ+ µ̌と置き、もし µ = µ̌ならば σ = µと置く。指標の直交
性より

KP,χ(g, h) = vol−1
M

∫
M(F )\M(A)1

KP (g,mh)σ(m) dm

が成り立つ。命題 6から ϕ ∈ H0
µについて ϕ1 =M(s)ϕ ∈ H0

µ̌とおくと∫
N(F )\N(A)

E(ϕ, is, ng) dn = ϕ(is)(g) + ϕ
(−is)
1 (g) , g ∈ G(A)1

が成り立つのだから、g, h ∈ G(A)1を固定した状態でm ∈M(A)1について∫
N(F )\N(A)

∫
R
E(πis(f)ϕ; is, g)E(ϕ; is, nmh) ds dn

=

∫
R
E(πis(f)ϕ; is, g)ϕ(is)(h) ds× µ(m) +

∫
R
E(πis(f)ϕ; is, g)ϕ

(−is)
1 (h) ds× µ̌(m)

が成り立つ。ゆえに、これらの等式と指標の直交性とカスプ条件より∫
N(F )\N(A)

KG,χ(g, nh)dn = vol−1
M

∫
M(F )\M(A)1

∫
N(F )\N(A)

KG,χ(g, nmh)σ(m) dn dm
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を得る。つまり

kTχ (g, f)− (ΛT
2KG,χ)(g, g) =

∑
δ∈P (F )\G(F )

vol−1
M

∫
M(F )\M(A)1

∫
N(F )\N(A)

{KG(δg, nmδg)−KP (δg, nmδg) }σ(m)dnd1m τ̂P (H(δg)− T )

が導ける。そして、

KP (g, nh) =
∑

n2∈N(F )

∫
N(F )\N(A)

∑
γ∈M(F )

f(g−1γn2n1nh)dn1

となるから、変数変換 n1 → n1n
−1により∫

N(F )\N(A)
{KG(g, nh)−KP (g, nh) }dn =

∫
N(F )\N(A)

∑
γ∈G(F )−P (F )

f(g−1γnh)dn

と変形できる。これらの等式より∫
G(F )\G(A)1

| kTχ (g, f)− (ΛT
2KG,χ)(g, g) | d1g

6
∫
P (F )\G(A)1

∣∣∣vol−1
M

∫
M(F )\M(A)1

∫
N(F )\N(A)

∑
γ∈G(F )−P (F )

f(g−1γnmg)σ(m)dnd1m
∣∣∣

τ̂P (H(g)− T ) d1g

を得る。この不等式と定理64の証明での (6.2)に関する議論から、この補題がすぐに従う。 �
補題 77より十分大きい T について

JT
χ (f) =

∫
G(F )\G(A)1

kTχ (g, f)d
1g =

∫
G(F )\G(A)1

(ΛT
2KG,χ)(g, g)d

1g

が成り立つ。そのため、定理 76と補題 77より次の定理を得る。

定理 78. T を十分大きい正の実数とする。このとき、∑
χ∈XG

∫
G(F )\G(A)1

|kTχ (g, f)| d1g < +∞

が成り立つ。ただし、T の大きさは f のサポートにのみ依存している。

この定理により、
JT (f) =

∑
χ∈XG

JT
χ (f)

を得る。

6.3.4. 明示的公式. µ ∈ XM に対してHµ ⊕Hµ̌上の線型作用素 πis(f)のトレースは

tr(πis(f)|Hµ⊕Hµ̌) =
∑

ϕ∈BP,χ

⟨πis(f)ϕ , ϕ⟩K

と定義される。他のトレースも同様に定義される。

命題 79. T を十分大きい正の実数とする。χ = (P, [µ]) ∈ XG, µ = (µ1, µ2), µ1 ̸= µ2のとき、

JT
χ (f) = − 1

4π

∫
R
tr(M(−is)M′(is)πis(f)|Hµ⊕Hµ̌)ds+

T

4π

∫
R
tr( πis(f)|Hµ⊕Hµ̌)ds

が成り立つ。
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Proof. 補題 77より十分大きい T について

JT
χ (f) =

∫
G(F )\G(A)1

1

8πvolM

∫
R

∑
ϕ∈BP,χ

E(πis(f)ϕ; is, g)ΛTE(ϕ; is, g)ds d1g

となることに注意して、内積

⟨E(πis(f)ϕ; is) |ΛTE(ϕ; is)⟩G , ϕ ∈ H0

を計算することから始めよう。Re(s) > 1の場合、

ΛTE(ϕ(s) : g) = E(ϕ(s) : g)−
∑

δ∈P (F )\G(F )

E(ϕ(s))P (δg) τ̂P (H(δg)− T )

となるので、E(ϕ(s) : g)の定義と命題 6より

ΛTE(ϕ(s) : g) =
∑

δ∈P (F )\G(F )

{ϕ(s)(δg){1− τ̂P (H(δg)− T )} − (M(s)ϕ(s))(δg) τ̂P (H(δg)− T )}

が従う。さらに命題 14の証明より、Re(s2) > Re(s1) > 1のとき

⟨E(R(f)ϕ(s1)) |ΛTE(ϕ(s2))⟩G × vol−1
M

= ⟨E(R(f)ϕ(s1))P |ϕ(s2) {1− τ̂P (H(−)− T )}⟩P × vol−1
M

− ⟨E(R(f)ϕ(s1))P | (M(s2)ϕ
(s2)) τ̂P (H(−)− T )⟩P × vol−1

M

= ⟨R(f)ϕ(s1) |ϕ(s2) {1− τ̂P (H(−)− T )}⟩P × vol−1
M

+ ⟨M(s1)R(f)ϕ
(s1) |ϕ(s2) {1− τ̂P (H(−)− T )}⟩P × vol−1

M

− ⟨R(f)ϕ(s1) | (M(s2)ϕ
(s2)) τ̂P (H(−)− T )⟩P × vol−1

M

− ⟨M(s1)R(f)ϕ
(s1) | (M(s2)ϕ

(s2)) τ̂P (H(−)− T )⟩P × vol−1
M

= ⟨R(f)ϕ(s1) |ϕ(s2)⟩K
e2

−1(s1+s2)T

2−1(s1 + s2)
+ ⟨M(s1)R(f)ϕ

(s1) |ϕ(s2)⟩K
e2

−1(−s1+s2)T

2−1(−s1 + s2)

− ⟨R(f)ϕ(s1) |M(s2)ϕ
(s2)⟩K

e−2−1(−s1+s2)T

2−1(−s1 + s2)
− ⟨M(s1)R(f)ϕ

(s1) |M(s2)ϕ
(s2)⟩K

e−2−1(s1+s2)T

2−1(s1 + s2)

が成り立つ。ここで解析接続を用いると、s1 = −s2 = is ̸= 0, s ∈ Rに対して、

⟨E(πis(f)ϕ; is) |ΛTE(ϕ; is)⟩G × vol−1
M(6.10)

= lim
t→0

⟨e
itTM(−it+ is)− e−itTM(it+ is)

it
πis(f)ϕ ,M(−it+ is)ϕ⟩K

− ⟨M(is)πis(f)ϕ , ϕ⟩K
e−isT

is
+ ⟨πis(f)ϕ ,M(is)ϕ⟩K

eisT

is
= 2T ⟨πis(f)ϕ , ϕ⟩K − 2 ⟨M(−is)M′(is)πis(f)ϕ , ϕ⟩K

+
eisT

is
⟨πis(f)ϕ ,M(is)ϕ⟩K − e−isT

is
⟨πis(f)ϕ ,M(−is)ϕ⟩K

を得る。この命題の χ = (P, [µ]) ∈ XGと ϕ ∈ BP,χに対して、µ ̸= µ̌なのでM(F )\M(A)1上
の積分と指標の直交性を用いれば、⟨πis(f)ϕ ,M(is)ϕ⟩K = ⟨πis(f)ϕ ,M(−is)ϕ⟩K = 0が従う。
よって、等式 (6.10)よりこの命題の等式が得られる。 �
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命題 80. T を十分大きい正の実数とする。χ = (P, [µ]) ∈ XG, µ = (µ1, µ2), µ1 = µ2のとき、

JT
χ (f) =− 1

4π

∫
R
tr(M(−is)M′(is)πis(f)|Hµ)ds+

T

4π

∫
R
tr( πis(f)|Hµ)ds

+
1

4
tr(M(0)π0(f)|Hµ) +

∫
G(A)1

f(g)µ1(det g) d
1g

が成り立つ。

Proof. 等式 (6.10)より ϕ ∈ BP,χに対して∑
ϕ∈BP,χ

∫
R

{eisT
is

⟨πis(f)ϕ ,M(is)ϕ⟩K − e−isT

is
⟨πis(f)ϕ ,M(−is)ϕ⟩K

}
ds = 2π tr(M(0)π0(f)|Hµ)

を十分大きい T に対して示せば、この命題が従う。この等式の左辺の有限和の中を∫
R

eisT − e−isT

is
⟨M(−is)πis(f)ϕ , ϕ⟩Kds(6.11)

+

∫
R

{
⟨πis(f)ϕ , M(is)ϕ⟩K − ⟨πis(f)ϕ , M(−is)ϕ⟩K

} e−isT

is
ds

と補題 81より変形できる。この第一項について考えよう。

v1(ϕ; s) = ⟨M(−is)πis(f)ϕ , ϕ⟩K

とする。補題 81より v1(s)は連続かつ可積分である。ここで、R上の Schwartz関数 v(s)で
v1(0) = v(0)となるものを考える。

w(ϕ; t) =

∫
R

eist − e−ist

is
v(ϕ; (2π)−1s) ds

と置く。よって、

w′(ϕ; t) =

∫
R
(eist + e−ist) v(ϕ; (2π)−1s) ds = 2π

∫
R
(e2πist + e−2πist) v(ϕ; s) ds

=2π{v̂(ϕ; s) + v̂(ϕ;−s)}

となる。そして、

w(ϕ;T ) = 2π

∫ T

0

{v̂(ϕ; s) + v̂(ϕ;−s)}ds = 2πv(ϕ; 0)− 2π

∫ ∞

T

{v̂(ϕ; s) + v̂(ϕ;−s)}ds

となる。v(ϕ; 0) = v1(ϕ; 0) = ⟨M(0)π0(f)ϕ , ϕ⟩Kなので、∑
ϕ∈BP,χ

∫
R
v1(ϕ; s)

eisT − e−isT

is
ds(6.12)

= 2π tr(M(0)π0(f)|Hµ) +
∑

ϕ∈BP,χ

∫
R
{v1(ϕ; s)− v(ϕ; s)}e

isT − e−isT

is
ds

− 2π
∑

ϕ∈BP,χ

∫ ∞

T

{v̂(ϕ; s) + v̂(ϕ;−s)}ds
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が成り立つ。一方、T とは別の任意の十分大きい T0について、定義より

JT
χ (f)− JT0

χ (f) =

∫
P (F )\G(A)1

KP,χ(g, g){−τ̂P (H(g)− T ) + τ̂P (H(g)− T0)} d1g

=
1

4π

∫
R
tr( πis(f)|Hµ)ds× (T − T0)

を得る。したがって、この差と (6.10)と (6.11)と (6.12)から、任意の十分大きい T と T0に
ついて

0 =
∑

ϕ∈BP,χ

∫
R

{
⟨πis(f)ϕ , M(is)ϕ⟩K − ⟨πis(f)ϕ , M(−is)ϕ⟩K

} e−isT − e−isT0

is
ds

+
∑

ϕ∈BP,χ

∫
R
{v1(ϕ; s)− v(ϕ; s)}e

isT − e−isT − eisT0 + e−isT0

is
ds

− 2π
∑

ϕ∈BP,χ

∫ T0

T

{v̂(ϕ; s) + v̂(ϕ;−s)}ds

を得る。補題 81と v1(0) = v(0)より、関数

⟨πis(f)ϕ , M(is)ϕ⟩K − ⟨πis(f)ϕ , M(−is)ϕ⟩K
is

,
v1(ϕ; s)− v(ϕ; s)

is

はどちらも R上に拡張でき、R上の可積分関数である。可積分関数 w1(s)について、その
フーリエ変換

∫
Rw1(s)e

isT0dsは T0 → ∞とすると 0に収束することが知られている。その結
果、上の等式において、T0 → ∞とすることができて、十分大きい任意の T について

0 =
∑

ϕ∈BP,χ

∫
R

{
⟨πis(f)ϕ , M(is)ϕ⟩K − ⟨πis(f)ϕ , M(−is)ϕ⟩K

} e−isT

is
ds

+
∑

ϕ∈BP,χ

∫
R
{v1(ϕ; s)− v(ϕ; s)}e

isT − e−isT

is
ds− 2π

∑
ϕ∈BP,χ

∫ ∞

T

{v̂(ϕ; s) + v̂(ϕ;−s)}ds

が成り立つ。よって、命題の等式を示すことができた。 �

補題 81. ϕ ∈ H0
µについて v1(s) = ⟨πis(f)ϕ , M(is)ϕ⟩K, v2(s) = ⟨πis(f)ϕ , M(−is)ϕ⟩Kとお

く。R上の関数 v1(s)と v2(s)はR上連続である。さらに、任意のm ∈ Z>0に対して、ある
正の定数 cmが存在して |v1(s)| < cm × (1 + |s|)−m, |v2(s)| < cm × (1 + |s|)−mが成り立つ。

Proof. 関数 v1(s)と v2(s)が連続であることは命題 16から明らかなので、可積分であること
を示そう。どちらも同様に示せるので v1(s)についてのみ証明する。素点 v ∈ Σ∞を一つ固定
して、その素点 v上のカシミール元をΩ ∈ U(g)とする。カシミール元については [33]を参
照されたい。このとき、πis(Ω)ϕ(is) = λ(is)ϕ(is)を満たす２次の多項式 λ(s)が存在する。し
たがって、M(A)1K上 ϕ(is) = ϕなので、任意の l, m ∈ Z>0について

λ(is)mv1(s) =λ(is)
m ⟨πis(f)ϕ , M(is)ϕ⟩K = ⟨πis(f)λ(is)mϕ , M(is)ϕ⟩K

=⟨πis(f)πis(Ω)mϕ , M(is)ϕ⟩K

を得る。よって、v1(s) = λ(is)−m ⟨πis(fm)ϕ , M(is)ϕ⟩Kが成り立つ。ただし、fm = R(Ωm)f
である。πisはユニタリー表現だから ∥πis(fm)ϕ∥K 6 ∥fm∥G(A)1,1∥ϕ∥Kである。更に、作用素
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M(is)もユニタリー (命題 16 (6))だから、

|λ(is)−m v1(s)| = |⟨πis(fm)ϕ,M(is)ϕ⟩K|
6 ∥πis(fm))ϕ∥K ∥M(is)ϕ∥K
6 ∥fm∥G(A)1,1∥ϕ∥2K

となりsについて有界になる。従って、任意のm ∈ Z>0について |v1(s)| < constant×(1+|s|)−m

が従う。 �

6.4. まとめ. テスト関数 f ∈ H(G(A))を任意に一つ固定する。定理 64、67、78を合わせる
と、十分大きい T について ∑

o∈O

JT
o (f) =

∑
χ∈XG

JT
χ (f)

と幾何サイドの展開とスペクトルサイドの展開の等式が得られる。この等式とJT
o (f)とJT

χ (f)
の明示的公式 (命題 68、69、70、79、80)を合わせてGL(2)の跡公式が完成した。これより
この公式の意味や使い方や改良について考えよう。
RcusはL2

cusへの (R,L2)の制限とする。ある µ ∈ XM によって χ = (P, [µ])となるような
XGの元全体をXP と書く。このとき、等式

(6.13) trRcus(f) =
∑
o∈O

JT
o (f)−

∑
χ∈XP

JT
χ (f)

を得る。GL(2)の跡公式を使う我々の主な目的は trRcus(f)を調べることにある。そのため、
以後、等式 (6.13)の右辺を応用し易い形に変形していくことになる。命題 68、69、70、79、
80により、十分大きい T に関して (6.13)の右辺は T の一次の多項式であることが分かる。
(6.13)の左辺はT に関係ない定数なので、当然、右辺のT の係数はキャンセルして 0になる。
trRcus(f)に関係する部分のみが必要なのだから T の部分は必要ない。そのため、各 JT

o (f)
と JT

χ (f)を T の多項式とみて T = 0を代入したものを考えればよい。つまり、T の多項式と
みて

Jo(f) = J0
o (f) , Jχ(f) = J0

χ(f)

と置く。trRcus(f)を調べることを目的として、これまでの結果は次のようにまとめられる。

定理 82. 任意の関数 f ∈ H(G(A))について等式

trRcus(f) =
∑
o∈O

Jo(f)−
∑
χ∈XP

Jχ(f)

が成り立つ。そして、右辺の各項は次のように与えられる。楕円元 γ ∈ G(F )とO-同値類
o = {γ}G(F )について

Jo(f) = vol(G(F )γ\G(A)1γ)
∫
G(A)γ\G(A)

f(g−1γg) dġ

である。双曲元 γ ∈ G(F )とO-同値類 o = {γ}G(F )について

Jo(f) =
1

2

∑
δ∈M(F )∩o

volM

∫
K

∫
N(A)

f(k−1n−1δnk) (−H(wn)) dn dk

である。中心元 z ∈ Z(F )とO-同値類 o = {z} ∪ {z
(
1 1
0 1

)
}G(F )について

Jo(f) = volG f(z) + volZ lim
s→1

d

ds
(s− 1)

∫
A×

Fz(a) |a|sA d×a
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である。ただし、Fz(u) =
∫
K
f(k−1z

(
1 u
0 1

)
k)dkと定めた。カスピダルデータχ = (P, [µ]) ∈

XG, µ ̸= µ̌について

Jχ(f) = − 1

4π

∫
R
tr(M(−is)M′(is)πis(f)|Hµ⊕Hµ̌)ds

である。カスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XG, µ = (µ1, µ1)について

Jχ(f) =− 1

4π

∫
R
tr(M(−is)M′(is)πis(f)|Hµ)ds

+
1

4
tr(M(0)π0(f)|Hµ) +

∫
G(A)1

f(g)µ1(det g) d
1g

である。

T の係数について少し考えておこう。(6.13)の右辺でキャンセルして零になる理由はなん
だろうか？

fP (m) = δ(m)1/2
∫
K

∫
N(A)

f(k−1mnk)dndk , m ∈M(A)

により fP ∈ C∞
c (M(A))を定義する。このように記号を定まると、

tr(πis(f)|Hµ) =

∫
M(A)1

∫
(R×)0

fP (m

(
a 0
0 1

)
)µ(m) ais/2 d1m d×a

と書けることに注意しよう。命題 69と 70より
∑

o∈O J
T
o (f)の T の係数は

volM
∑

γ∈M(F )

fP (γ)

となる。そして、命題 79と 80より
∑

χ∈XG JT
χ (f)の T の係数は

1

4π

∑
µ∈XM

∫
R

∫
(R×)0

∫
M(A)1

fP (m

(
a 0
0 1

)
)µ(m) ais/2d1m d×a ds

となる。つまり sと aによるフーリエ逆変換とM(F )\M(A)1のポアソン和公式 (cf. (2.2))に
よって、(6.13)の右辺のT の係数がキャンセルして零になることが分かる。逆に、T の係数の
キャンセルによって得られる等式は、M = GL(1)×GL(1)の跡公式であることが分かった。

6.5. テスト関数への仮定. 定理 82の右辺をより扱い易い形に変えていこう。

仮定 83. テスト関数 f ∈ H(G(A))を fv ∈ H(G(Fv))によって

f =
∏
v∈Σ

fv

と与える。

この仮定 83の下では幾何サイドの Jo(f)の積分は各素点上の積分に分解される。特にほと
んどすべての有限素点において fvはKvの特性関数であることに注意しよう。
スペクトルサイドのG(A)1の表現を各素点に綺麗に分解するために上と異なるテスト関

数への仮定を考えよう。JT (f)や JT
o (f), J

T
χ (f)の定義を見れば分かるように、それらは f

のG(A)1上の値にしか依存していない。そのため、H(G(A))の元とG(A)1上で一致するよ
うなG(A)上の任意の関数 f について、このセクションのこれまでの結果が成り立つ。空間
H(G(A)1)を

H(G(A)1) = {f ′|G(A)1 | f ′ ∈ H(G(A))}
によって定義する。
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仮定 84. f1 ∈ H(G(A))が fv ∈ H(G(Fv))によって f1 =
∏

v∈Σ fvと与えられるとする。そし
て、テスト関数 f を

f(g) =

∫
Z+
∞

f1(xg) d
×x , g ∈ G(A)

によって定義する。

この仮定 84のテスト関数 f はH(G(A)1)に属することが次のように示せる。つまり
f |G(A)1 = f ′

を満たす f ′ ∈ H(G(A)1)の存在を示そう。Z+
∞と (R×)0を同一視して、r(1) = 1を満たす

r ∈ C∞
c (Z+

∞)を一つ取って、

f ′
1(g) = r(| det g|A) f(g) , g ∈ G(A)

と置く。明らかに f ′
1 ∈ H(G(A))であり、f ′ = f ′

1|G(A)1 ∈ H(G(A)1)とすると f |G(A)1 = f ′が
成り立つ。よって仮定 84の f はH(G(A)1)の元とG(A)1上同一視できるので、仮定 84を
満たすテスト関数 f に対して、このセクションのこれまでの結果が成り立つ。この仮定のメ
リットはG(A)1上の表現を各素点 v上の表現の積にそのまま分解できることにある。例とし
て πs(f)の場合について説明しよう。µ = (µv) ∈ XM とする。H0

µv
をH0

µの局所類似として
次のように定義する。G(Fv)上の smoothかつ右Kv-有限なC関数 ϕvで等式 ϕv(nvmvgv) =
µv(mv)δP (mv)

1/2ϕv(gv),
∀mv ∈ M(Fv),

∀nv ∈ N(Fv)を満たすようなもの全体からなら空間
をH0

µv
と定める。もちろん、この空間は先に定義したH0

v(µ, 0)と同一である。そして、同じ
エルミート形式 ⟨ , ⟩Kv を用いる。Hµv を ⟨ , ⟩Kv によるH0

µv
の完備化して得られるヒルベル

ト空間とする。次に、fv ∈ H(G(Fv))について、

[πs,v(fv)ϕv](gv) =

∫
G(Fv)

f(hv)ϕ(gvhv) δP (gvhv)
s/2 δP (gv)

−s/2dhv

と πs,v(fv)を定める。πsを Z+
∞上の作用を自明なものとして、G(A)上の表現と同一視しよ

う。このとき、ϕ = (ϕv) ∈ H0
µに対して

πs(f)ϕ =

∫
G(A)1

f(g)πs(g)ϕ d
1g =

∫
G(A)

f1(g)πs(g)ϕ dg =
⊗
v∈Σ

πs,v(fv)ϕv

と各素点上の表現として分解される。
次のセクションで、仮定 83または仮定 84の下で定理 82の式の右辺を各素点上の積分の

形に変形する。大域的な部分と局所的な部分を分けて、局所的な話に持ち込める部分は局所
的に調べる方が、応用上好ましい。特に大域的な量と有限個の素点上の積分との積で記述さ
れることに注目してほしい。ただし、楕円元のO-同値類 oとカスピダルデータ χ = (G, π)
の場合に関してはこのノートでは言及しないので、本報告集の [39]を参照されたい。

6.6. Jo(f)と Jχ(f)の改良.

命題 85. テスト関数 fは仮定 83を満たすとする。双曲元 γ ∈ G(F )とO-同値類 o = {γ}G(F )

を一つ固定する。素点の有限集合 S で Σ∞を含み、そして vol(Ov) ̸= 1であるような素点
v ∈ Σfinも含むものを考える。fvがKvの特性関数でない、またはある δ ∈M(F )∩ oについ
て δ ̸∈ Kvとなるようなすべての素点 v ∈ Σfinを含むような Sが存在する。そして、そのよ
うな素点の有限集合 Sに対して、

Jo(f) =
1

2

∑
δ∈M(F )∩o

∑
v∈S

volM

∫
Kv

∫
N(Fv)

fv(k
−1
v n−1

v δnvkv) (−H(wnv)) dnv dkv

×
∏

v′∈S−{v}

∫
Kv′

∫
N(Fv′ )

fv′(k
−1
v′ n

−1
v′ δnv′kv′) dnv′ dkv′
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が成り立つ。ただし、重み因子−H(wnv)は、nv =

(
1 xv
0 1

)
とすると

−H(wnv) =

{
log(1 + |xv|2) if v ∈ Σ∞ ,

max{0 , log |xv|2v} if v ∈ Σfin

となる。もしテスト関数 f が仮定 84を満たす場合は、上の等式での無限素点 v0 ∈ Σ∞のテ
スト関数 fv0(∗)を

∫
Z+
∞
fv0(x∗) d×xに置き換えれば良い。無限素点 v0は Z+

∞を定義するとき
に固定した素点である。

Proof. ほとんどすべての素点v ∈ ΣfinについてfvはKvの特性関数であり、かつ δ ∈M(F )∩o
はKv に属するので、そのような S の存在は明らか。その条件下において、v ̸∈ S ならば
∀kv ∈ Kvについて fv(k

−1
v n−1

v δnvkv) = fv(n
−1
v δnv)となり、そして、fv(n−1

v δnv) = 1 if nv ∈
Ov, fv(n

−1
v δnv) = 0 if nv ̸∈ Ov がすぐに分かる。その結果、この命題の Jo(f)の等式が従う。

重み因子−H(wnv)については直接計算による。 �

命題 86. テスト関数 f は仮定 83を満たすとする。中心元 z ∈ Z(F )とO-同値類 o = {z} ∪

{z
(
1 1
0 1

)
}G(F )を一つ固定する。素点の有限集合 SでΣ∞を含み、そして vol(Ov) ̸= 1であ

るような素点 v ∈ Σfinも含むものを考える。fvがKvの特性関数でない、または z ̸∈ Kvと
なるようなすべての素点 v ∈ Σfinを含むような Sが存在する。そして、そのような素点の有
限集合 Sに対して、

Jo(f) = volG
∏
v∈Σ

fv(z)

+ volM
∑
v∈S

∫
Kv

∫
Fv

fv(k
−1
v z

(
1 xv
0 1

)
kv) log |xv|v dxv dkv

×
∏

v′∈S−{v}

∫
Kv′

∫
N(Fv′ )

fv′(k
−1
v′ znv′kv′) dnv′ dkv′

+ volZ a(S)
∏
v∈S

∫
Kv

∫
N(Fv)

fv(k
−1
v znvkv) dnv dkv

が成り立つ。ただし、定数 a(S)は

ζSF (s) =
∏
v ̸∈S

(1− q−s
v )−1 , a(S) =

d
ds
{(s− 1)ζSF (s)}|s=1∏

v∈S(1− q−1
v )

と定める。もしテスト関数 f が仮定 84を満たす場合は、上の等式での無限素点 v0 ∈ Σ∞の
テスト関数 fv0(∗)を

∫
Z+
∞
fv0(x∗) d×xに置き換えれば良い。

Proof. そして、命題 85の証明と類似の議論で、∫
A×
Fz(a) |a|sA d×a = ζSF (s)

∏
v∈S

∫
Kv

∫
F×
v

fv(k
−1
v z

(
1 av
0 1

)
kv) |av|sv d×av dkv
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を得る。局所ゼータ関数 ζF,v(s)はRe(s) > 0で正則なのだから、ζSF (s)は s = 1に一位の極
を持つことが分かる。そのため、

lim
s→1

d

ds
(s− 1)

∫
A×
Fz(a) |a|sA d×a

=
d

ds
{(s− 1)ζSF (s)}

∣∣
s=1

∏
v∈S

∫
Kv

∫
F×
v

fv(k
−1
v z

(
1 av
0 1

)
kv) |av|v d×av dkv

+Residues=1ζ
S
F (s)

∑
v∈S

∫
Kv

∫
F×
v

fv(k
−1
v z

(
1 av
0 1

)
kv) |av|v log |av|v d×av dkv

×
∏

v′∈S−{v}

∫
Kv′

∫
F×
v′

fv′(k
−1
v′ z

(
1 av′
0 1

)
kv′) |av′|v′ d×av′ dkv′

となる。あとは、d×av = (1− q−1
v )−1davと

Residues=1ζ
S
F (s)×

∏
v∈S

(1− q−1
v )−1 = vol(F×\A1)

に気をつければ命題が従う。 �

定義 57において、µv ∈ XM
v について正規化された絡作用素Rv(µv, s)が定義された。µ =

(µv) ∈ XM について、

R(µ, s) =
⊗
v∈Σ

R(µv, s) , m(µ, s) = ϵ(µ1µ
−1
2 | |sA , ψF )

L(µ1µ2| |s+1
A )

L(µ1µ
−1
2 | |sA)

と置く。このとき、M(µ, s) =M(s)|(πs,Hµ)とすると、M(µ, s) = m(µ, s)R(µ, s)である。

命題 87. テスト関数 f は仮定 84を満たすとする。カスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XG,
µ = (µ1, µ2), µ1 ̸= µ2, µ1 = (µ1,v), µ2 = (µ2,v)を一つ固定する。素点の有限集合 SでΣ∞を
含み、そして vol(Ov) ̸= 1であるような素点 v ∈ Σfinも含むものを考える。fvがKvの特性
関数でない、もしくは µ1,vまたは µ2,vが分岐しているようなすべての素点 v ∈ Σfinを含むよ
うな Sが存在する。そして、そのような素点の有限集合 Sに対して、

Jχ(f) =− 1

4π

∑
ξ=(ξv)=µ or µ̌

{ ∫
R

m′(ξ, is)

m(ξ, is)

∏
v∈S

tr(πis,v(fv)|Hξv
) ds

+
∑
v∈S

∫
R
tr(Rv(ξv, is)

−1R′
v(ξv, is)πis,v(fv)|Hξv

)
∏

v′∈S−{v}

tr(πis,v′(fv′)|Hξv′
) ds
}

が成り立つ。

Proof. M(ξ, s) = m(ξ, s)⊗v∈Σ Rv(ξv, s)とM(ξ,−s) = 1

m(ξ, s)
R(ξ, s)−1が成り立つので、

M(ξ,−s)M ′(ξ, s) =
m′(ξ, s)

m(ξ, s)
id +

∑
v∈Σ

Rv(ξv, s)
−1R′

v(ξv, s)⊗v′ ̸=v idv′

が成り立つ。よって、あとは各素点 v ̸∈ Sにおけるトレースを考えれば良い。素点 v ̸∈ Sと
する。このとき、fvはKvの特性関数でありµ1,vとµ2,vは不分岐である。この場合、Hξvにお
けるπis,vのKv-不変ベクトル全体の部分空間の次元は 1であることが知られている。そこで、
Kv-不変ベクトル ϕ0を含むようなHξvの正規直交基底Bξvを考える。任意の ϕ ∈ Bξv , ϕ ̸= ϕ0

について πis,v(fv)ϕはKv-不変かつ ⟨πis,v(fv)ϕ , ϕ0⟩Kv = ⟨ϕ , πis,v(fv)ϕ0⟩Kv = ⟨ϕ , ϕ0⟩Kv = 0
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なので、πis,v(fv)ϕ = 0となる。したがって v ̸∈ Sならば tr(πis,v(fv)|Hξv
) = 1を得る。また

系 58より

⟨Rv(ξv, is)
−1R′

v(ξv, is)πis,v(fv)ϕ0 , ϕ0⟩Kv = ⟨Rv(ξv, is)
−1R′

v(ξv, is)ϕ0 , ϕ0⟩Kv

=
d

dt
⟨Rv(ξv, is)

−1Rv(ξv, is+ it)ϕ0 , ϕ0⟩Kv

∣∣
t=0

=
d

dt
⟨Rv(ξv, is)

−1ϕ0 , ϕ0⟩Kv

∣∣
t=0

= 0

を得る。これらの値よりこの命題の仮定 84に関する部分が従う。 �

命題 88. テスト関数 f は仮定 84を満たすとする。カスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XG,
µ = (µ1, µ1), µ1 = (µ1,v)を一つ固定する。素点の有限集合SでΣ∞を含み、そしてvol(Ov) ̸= 1
であるような素点 v ∈ Σfinも含むものを考える。fvがKvの特性関数でない、または µ1,vが
分岐しているようなすべての素点 v ∈ Σfinを含む Sが存在する。そして、そのような素点の
有限集合 Sに対して、

Jχ(f) =− 1

4π

{ ∫
R

m′(µ, is)

m(µ, is)

∏
v∈S

tr(πis,v(fv)|Hµv
) ds

+
∑
v∈S

∫
R
tr(Rv(µv, is)

−1R′
v(µv, is)πis,v(fv)|Hµv

)
∏

v′∈S−{v}

tr(πis,v′(fv′)|Hµv′
) ds
}

+
1

4
m(µ, 0)

∏
v∈S

tr(Rv(µv, 0)π0,v(fv)|Hµv
) +

∏
v∈S

∫
G(Fv)

fv(g)µ1,v(det gv) dgv

が成り立つ。

Proof. 命題 87の証明と同様の議論により証明される。 �

テスト関数 f が仮定 83を満たす場合にも、命題 87と 88と同様に各素点上の積分の積の
形にすることができる。そのためには、Z+

∞の作用を考える必要がある。R上のルベーグ測
度 drを取り、t ∈ Rについて

ft = fv0,t
∏
v ̸=v0

fv , fv0,t(g) =

∫
R
fv0(e

rg) e2πirt dr

と関数 ftと fv0,tを定義する。次にG(A)のHµ上のユニタリ表現 πis,itを

πis,it(φ) =

∫
G(A)

φ(g)eπit log |det g|A πis(g)dg , φ ∈ H(G(A))

によって定義する。また各素点 v ∈ Σについても同様に

πis,it,v(φv) =

∫
G(Fv)

φv(gv) e
πit log | det gv |v πis,v(gv) dgv , φv ∈ H(G(Fv))

とHµv 上のユニタリ表現 πis,it,v を定義する。こうすると、ϕ = ⊗vϕv ∈ Hµ = ⊗vHµv につ
いて

tr(πis(ft)|Hµ) =
∏
v∈Σ

tr(πis,it,v(fv)|Hµv
)

が成り立つことがすぐにわかる。また、フーリエ逆変換により∫
R
tr(πis(ft)|Hµ) d t = tr(πis(f)|Hµ)

が成り立つことに注意する。その結果、命題 87の証明と同様の議論で、以下の命題を得る。
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命題 89. テスト関数 f は仮定 83を満たすとする。カスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XG,
µ = (µ1, µ2), µ1 ̸= µ2, µ1 = (µ1,v), µ2 = (µ2,v)を一つ固定する。そして、命題 87と同じ素点
の有限集合 Sに対して、

Jχ(f) = − 1

4π

∑
ξ=(ξv)=µ or µ̌

{ ∫
R

∫
R

m′(ξ, is)

m(ξ, is)

∏
v∈S

tr(πis,it,v(fv)|Hξv
) ds dt

+
∑
v∈S

∫
R

∫
R
tr(Rv(ξv, is)

−1R′
v(ξv, is)πis,it,v(fv)|Hξv

)
∏

v′∈S−{v}

tr(πis,it,v′(fv′)|Hξv′
) ds dt

}
が成り立つ。

命題 90. テスト関数 f は仮定 83を満たすとする。カスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XG,
µ = (µ1, µ1), µ1 = (µ1,v)を一つ固定する。そして、命題 88と同じ素点の有限集合 S に対
して、

Jχ(f) = − 1

4π

{ ∫
R

∫
R

m′(µ, is)

m(µ, is)

∏
v∈S

tr(πis,it,v(fv)|Hµv
) ds dt

+
∑
v∈S

∫
R

∫
R
tr(Rv(µv, is)

−1R′
v(µv, is)πis,it,v(fv)|Hµv

)
∏

v′∈S−{v}

tr(πis,it,v′(fv′)|Hµv′
) ds dt

}
+

1

4
m(µ, 0)

∫
R

∏
v∈S

tr(Rv(µv, 0)π0,it,v(fv)|Hµv
) dt

+

∫
R

∏
v∈S

∫
G(Fv)

fv(g)µ1,v(det gv) e
πit log | det gv |v dgv dt

が成り立つ。

7. 応用に関連した公式

このセクションでは、前セクションで与えられたGL(2)の跡公式より導かれる応用上有用
な公式をいくつか紹介する。特にこれらの公式は本報告集の伊吹山 [20]と都築 [39]で用いら
れる。

7.1. Simple trace formula. まず [39]の Jacquet-Langlands対応の証明で用いられる「Sim-
ple trace formula」について説明しよう。
任意の素点 v ∈ Σと fv ∈ C∞

c (G(Fv))について

fP
v (mv) = δP (mv)

1/2

∫
Kv

∫
N(Fv)

f(k−1
v mvnvkv) dnv dkv , mv ∈M(Fv)

によって fP
v ∈ C∞

c (M(Fv))が定義される。µv ∈ XM
v と πis,vについて

tr(πis,v(fv)|Hµv
) =

∫
M(Fv)

fP
v (mv)µv(mv) δP (mv)

is/2 dmv

が成り立つことに注意する。そして、fvがカスピダルであるとは、任意のµv ∈ XM
v について∫

M(Fv)

fP
v (mv)µv(mv) dmv = 0

となることを意味する。
dµvをXM

v 上のハール測度とする。任意の φ ∈ C∞
c (M(Fv))についてフーリエ逆変換

φ(m′
v) =

∫
XM
v

∫
M(Fv)

φ(mv)µv(mv) dmv µv(m
′
v)

−1dµv
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が成り立つことが知られている。ただし、dµvは上の等式が成り立つように正規化する。

補題 91. fv ∈ C∞
c (G(Fv))について次の三つの条件は同値となる。

(1) fvはカスピダルである。
(2) ∀γv ∈M(Fv)− Z(Fv)について

∫
Kv

∫
N(Fv)

fv(k
−1
v n−1

v γvnvkv) dnv dkv = 0が成り立つ。
(3) ∀γv ∈M(Fv)− Z(Fv)について fP

v (γv) = 0が成り立つ。

Proof. (1)ならば (3)であることは、上述のフーリエ逆変換より明らか。(3)ならば (1)は∫
M(Fv)−Z(Fv)

dmv =
∫
M(Fv)

dmv より従う。変数変換より (2)と (3)が同値であることが従
う。 �
補題 92. fv ∈ C∞

c (G(Fv))がカスピダルならば、∀zv ∈ Z(Fv)について fP
v (zv) = 0が成り

立つ。

Proof. 任意の元 zv ∈ Z(Fv)の任意の近傍にM(Fv)の元が存在するので、fP
v ∈ C∞

c (M(Fv))
と補題 91より明らか。 �
RresをL2

resへの (R,L2)の制限とする。f ∈ H(G(A))について、

trRres(f) =
∑
µ∈XM

∫
G(A)1

f(g)µ(det g) d1g

となる。次の定理が Simple trace formulaと呼ばれる公式である。

定理 93. テスト関数 f は仮定 83または 84を満たすとする。さらに二つの素点 v1 と v2,
(v1 ̸= v2)について、fv1と fv2はカスピダルとする。このとき、

trRcus(f) + trRres(f) =
∑

z∈Z(F )

volG f(z) +
∑

o={γ}G(F ) , γは楕円

Jo(f)

が成り立つ。ただし、和において o = {γ}G(F )は γが楕円であるようなO-同値類全体を走る。

Proof. 定理 82と命題 85, 86, 87, 88, 89, 90に補題 91, 92を合わせれば明らか。 �
さらに、この定理を中心指標ごとの空間に分けよう。ωをZ+

∞Z(F )\Z(A)上のユニタリ指
標とする。仮定 84を満たすテスト関数 f ∈ H(G(A)1)から、関数 fω ∈ C∞(G(A))を

fω(g) =

∫
Z(A)1

f(zg)ω(z) d1z

によって定義する。この fωは

fω(zg) = ω(z)−1f(g) , ∀z ∈ Z(A)1

を満たし、modulo Z(A)でコンパクトサポートを持つ。G̃ = Z\Gと置き、dg̃は Z(A)と
G(A)上のハール測度による G̃(A)上の商測度とする。Rω(fω)のL2(G,ω)上への作用が

R(fω)ϕ =

∫
G̃(F )\G̃(A)

fω(g)R(g)ϕ dḡ , ϕ ∈ L2(G,ω)

で定められる。Rω(fω)のL2
cus(G,ω)への制限をRcus,ω(fω)、L2

res(G,ω)への制限をRres,ω(fω)
とする。明らかに

trRres,ω(fω) =
∑

µ∈XM , µ2=ω

∫
G̃(A)

fω(g)µ(det g)dg̃

となる。また trRcus,ω(fω)が存在することは定理 76より明らかである。そして、γ ∈ G(F )

の G̃(F )への像の元を γ̃と記述する。
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定理 94. テスト関数 f は仮定 84を満たすとする。さらに二つの素点 v1と v2, (v1 ̸= v2)につ
いて、fv1と fv2はカスピダルとする。そして、Z

+
∞Z(F )\Z(A)上のユニタリ指標 ωを一つ固

定して、上述の通り f より fωを定める。このとき、

trRcus,ω(fω) + trRres,ω(fω)

= vol(G̃(F )\G̃(A)) fω(I2) +
∑

{γ̃}G̃(F ) , γは楕円

vol(G̃(F )γ\G̃(A)γ) ι(γ)−1

∫
G(A)γ\G(A)

fω(g
−1γg)dġ

が成り立つ。ただし、和において {γ̃}G̃(F )は γが楕円であるような G̃(F )における G̃(F )共
役類全体を走る。そして、

ι(γ) =

{
1 if − γ ̸∈ {γ}G(F )

2 if − γ ∈ {γ}G(F )

とする。

Proof. (π,Vπ)をG(A)1のユニタリー表現とする。有界作用素 π(f) : Vπ → Vπを

π(f) =

∫
G(A)1

f(g) π(g) d1g

で定義する。πを既約とし、その中心指標を ωπとする。

π(f) =

∫
G̃(A)

∫
Z(A)

f1(zg)π(zg) dz dg̃ =

∫
G̃(A)

fωπ(g) π(g) dg̃

が成り立つ。さて、定理 93により、m(π)をLcus ⊕ Lresにおける πの重複度とすると、∑
π∈Ĝ(A)

m(π) trπ(f) = volG
∑

ζ∈Z(F )

f(ζ) +
∑

o={γ}G(F )

Jo(f)

が成り立つ。もちろん、右辺の oの和は楕円のみ走る。UをZ+
∞Z(F )\Z(A)の一つの基本領

域として固定する。そして、z = (zv) ∈ Uに対して fv,z(gv) = fv(zvgv)と置く。これら fv,zよ
り仮定 84を満たすテスト関数 fzが得られる。もちろん、fz(g) = f(zg)となる。この fzと
f を置き換えると、次の式を得る。

(7.1)
∑

π∈Ĝ(A)

m(π) trπ(fz) = volG
∑

ζ∈Z(F )

fz(ζ) +
∑

o={γ}G(F )

Jo(fz).

この (7.1)に ω(z)をかけて z ∈ U について積分する。その左辺は∫
z∈U

ω(z){
∑
π

m(π) trπ(fz)} dz =
∫
z∈U

ω(z)
∑
π

m(π) tr

(∫
G(A)1

f(zg)π(g) d1g

)
dz

=
∑
π

m(π)tr

(∫
z∈U

ω(z)

∫
G(A)1

f(g)π(z−1g) d1g dz

)
=
∑
π

m(π)tr

(∫
z∈U

ω(z)ωπ(z
−1)dz

∫
G(A)1

f(g)π(g) d1g

)
= vol(U)

∑
π , ωπ=ω

m(π) trπ(f) = vol(U) {trRcus,ω(fω) + trRres,ω(fω)}

となる。
次に (7.1)に ω(z)をかけて z ∈ U について積分したものの右辺について考える。第一項は∫

z∈U
ω(z) {

∑
ζ∈Z(F )

f(zζ)} dz =
∫
z∈U

∑
ζ∈Z(F )

∫
a∈Z+

∞

ω(aζz) f1(aζz) da dz = fω(I2)
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より明らか。第二項について考えよう。まず次の注意を与える。楕円元 γのO-同値類 o =
{γ}G(F )に対して、z ∈ Z(F )を

z · {γ}G(F ) = {zγ}G(F )

と作用させる。これは楕円元からなるO-同値類全体の集合Oellへの Z(F )の作用を定義す
る。この作用での {γ}G(F )の固定部分群をZ(F ){γ}と書くと、

Z(F ){γ} = {z ∈ Z(F ) | zγと γはG(F )共役 }

となる。zγとγの行列式を比較すれば、Z(F ){γ} ⊂ {I2,−I2}で高々２元集合であり、Z(F ){γ}
の位数は上で定めた ι(γ)と一致する。これを踏まえた上で、右辺の第二項は次の様に計算さ
れる。∫

z∈U
ω(z)

{ ∑
{γ}G(F )∈Oell

vol(G(F )γ\G(A)1γ)
∫
G(A)γ\G(A)

f(zg−1γg) dġ
}
dz

=

∫
z∈U

ω(z)
∑

{γ}G(F )∈Oell/Z(F )

vol(G(F )γ\G(A)1γ)
∑

ζ∈Z(F )/Z(F ){γ}

∫
G(A)γ\G(A)

f(zg−1ζγg) dġ dz

=
∑

{γ}G(F )∈Oell/Z(F )

vol(G(F )γ\G(A)1γ)
∫
G(A)γ\G(A)

∫
Z(A)/Z(F ){γ}

ω(z)f1(zg
−1γg) dz dġ

=
∑

{γ}G(F )∈Oell/Z(F )

vol(G(F )γ\G(A)1γ) ι(γ)−1

∫
G(A)γ\G(A)

∫
Z(A)

ω(z)f1(zg
−1γg) dz dġ

=
∑

{γ}G(F )∈Oell/Z(F )

vol(G(F )γ\G(A)1γ) ι(γ)−1

∫
G(A)γ\G(A)

fω(zg
−1γg) dġ.

以上をまとめると、

vol(U) {trRcus,ω(fω) + trRres,ω(fω)}

= volG fω(I2) +
∑

{γ}G(F )∈Oell/Z(F )

vol(G(F )γ\G(A)1γ) ι(γ)−1

∫
G(A)γ\G(A)

fω(zg
−1γg) dġ

を得る。したがって、後は両辺を vol(U)で割れば、求める公式が得られる。 �

7.2. ヘッケ作用素の跡についての明示的公式. このセクションでは、正則カスプ形式の空間
上に作用するヘッケ作用素の跡についての明示的公式について説明する。

7.2.1. 不変跡公式. 実素点の表現が離散系列表現であるようなカスピダルデータ χ = (G, π)
の情報を跡公式から引き出すためには、表現の指標が不変超関数であることに注目する必要
がある。テスト関数 f ∈ H(G(A))と g ∈ G(A)に対して関数 f gを f g(h) = f(ghg−1)で定義
する。このとき、G(A)のユニタリ表現 πのトレースは trπ(f g) = trπ(f), ∀g ∈ G(A)という
G(A)-不変な性質を持つ。しかし、一般には Jo(f

g) = Jo(f)と Jχ(f
g) = Jχ(f)は成り立たな

い。そのため、各項がG(A)-不変な性質を持つように跡公式を変形しよう。
説明の簡略化のため、このセクションでは、これよりテスト関数 f が仮定 83を満たすと

仮定する。
楕円元 γ ∈ G(F )によるO-同値類 o = {γ}G(F )とカスピダルデータ χ = (G, π) ∈ XGにつ

いて
Io(f) = Jo(f) , Iχ(f) = Jχ(f)

で Io(f)と Iχ(f)を定義する。
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次に双曲元 γ ∈ G(F )によるO同値類 o = {γ}G(F )について考える。M̂(A)をM(A)のポ
ントリャーギン双対群とし、M̂(A)1をM(A)1のポントリャーギン双対群とする。dµをXM

v

上のハール測度 dµvの積測度によって定まる M̂(A)上のハール測度とする。(R×)0 × (R×)0

のポントリャーギン双対群上のハール測度を指標 (a, b) 7→ (a2πix, b2πiy)に対して dx dyで与
える。d1µをそのハール測度と dµの商測度によって定まる M̂(A)1上のハール測度とする。
m ∈M(A)1について

ϕ∨
M(f ;m) =

∫
µ∈M̂(A)1

∫
s∈R

tr(R(µ, is)−1R′(µ, is)πis(f)|Hµ) ds µ(m)−1 d1µ

と定める。そして、

Io(f) = Jo(f) +
1

4π
volM

∑
δ∈M(F )∩o

ϕ∨
M(f ; δ)

と Io(f)を定義する。

中心元 z ∈ Z(F )によるO-同値類 o = {z} ∪ {z
(
1 1
0 1

)
}については、

Io(f) = Jo(f) +
1

4π
volM ϕ∨

M(f ; z)

と Io(f)を定義する。
カスピダルデータ (P, [µ]) ∈ XG, µ ̸= µ̌については、

Iχ(f) = − 1

4π

∑
ξ=µ or µ̌

∫
R

m′(ξ, is)

m(ξ, is)
tr(πis(f)|Hξ

) ds

と Iχ(f)を定義する。
カスピダルデータ (P, [µ]) ∈ XG, µ = (µ1, µ1)については、

Iχ(f) =− 1

4π

∫
R

m′(µ, is)

m(µ, is)
tr(πis(f)|Hµ) ds+

1

4
m(µ, 0) tr(R(µ, 0)π0(f)|Hµ)

+

∫
G(A)1

f(g)µ1(det g) d
1g

と Iχ(f)を定義する。以上で、Io(f)と Iχ(f)の定義が出来た。次の定理の最初の等式が不変
跡公式と呼ばれている公式である。

定理 95. テスト関数 f は仮定 83を満たすとする。このとき、等式

(7.2)
∑
o∈O

Io(f) =
∑
χ∈XG

Iχ(f)

が成り立つ。そして、任意の g ∈ G(A)について

(7.3) Io(f
g) = Io(f) , Iχ(f

g) = Iχ(f)

が成り立つ。

Proof. M(F )に関する ϕ∨
M(f)のポアソン和公式を示せば Io(f)と Iχ(F )の定義と定理 82よ

り等式 (7.2)が従うので、ϕ∨
M(f)がC∞

c (M(A)1)に属することを証明しよう。命題 87と 89の
周辺での議論を思い出しながら関数 ftを使うと、m ∈M(A)1について

ϕ∨
M(f ;m) =

∫
M̂(A)1

∫
R

∫
R
tr(R(µ, is)−1R′(µ, is)πis(ft)|Hµ)µ(m)−1ds dt d1µ
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が成り立ち、さらに µv = (µ1,v, µ2,v)に対して

µs,t,v = (µ1,v | |is/2 | |πit , µ1,v | |−is/2 | |πit)

おくと, fvがKvの特性関数でないような素点の有限集合 Sについて

1

4π
ϕ∨
M(f ;m) =

1

4π

∫
M̂(A)1

∫
R

∫
R

{∑
v∈S

tr(R(µs,t,v, 0)
−1R′(µs,t,v, 0)π0,v(fv)|Hµs,t,v

)(7.4)

×
∏
v′ ̸=v

tr(π0,v′(fv′)|Hµs,t,v′
)
}
µ(m)−1ds dt d1µ

=

∫
M̂(A)

{∑
v∈S

tr(R(µv, 0)
−1R′(µv, 0)π0,v(fv)|Hµv

)µv(m)−1

×
∏
v′ ̸=v

tr(π0,v′(fv′)|Hµv′
)µv′(m)−1

}
dµ

=
∑
v∈S

∫
XM
v

tr(R(µv, 0)
−1R′(µv, 0)π0,v(fv)|Hµv

)µv(m)−1 dµv

∏
v′ ̸=v

fP
v′ (m)

を得る。ここでフーリエ逆変換を使ったことに注意する。fP
v はC∞

c (M(Fv))に属し、ほとん
どすべての素点においてM(Ov)の特性関数となっている。また∫

XM
v

tr(R(µv, 0)
−1R′(µv, 0)π0,v(fv)|Hµv

)µv(m)−1 dµv

はm ∈ M(Fv)上の関数として明らかに smoothである。さらに固定した素点 vについてCv

を
∏

v′ ̸=v F
×
v′ の任意のコンパクト部分集合とすると、共通部分A1 ∩ (F×

v × Cv)はA1におけ
るコンパクト部分集合になる。その結果、ϕ∨

M(f)は C∞
c (M(A)1)に属することが分かった。

よってA1の跡公式 (2.2)より

volM
4π

∑
m∈M(F )

ϕ∨
M(f ;m) =

∑
µ∈XM

1

4π

∫
R
tr(R(µ, is)−1R′(µ, is)πis(f)|Hµ) ds

が成り立つ。これから等式 (7.2)が従う。
次に等式 (7.3)を証明しよう。Iχ(f g) = Iχ(f)は定義より明らか。oの代表元が楕円元であ

る場合も、定義より Io(f
g) = Io(f)は明らか。そこで、oの代表元は双曲元もしくはユニポ

テント元とする。そして、Io(f g) = Io(f)を示そう。g ∈ G(A)について

fP,g(m) = δP (m)1/2
∫
K

∫
N(A)

f(k−1mnk) {−H(kg)} dn dk , m ∈M(A)

とC∞
c (M(A))に属する関数 fP,gを定義する。JT

o (f)の定義と変数変換より、

JT
o (f

g) =

∫
G(F )\G(A)1

{
KG,o(h, h)−

∑
δ∈P (F )\G(F )

KP,o(δh, δh) τ̂P (H(δhg)− T )
}
d1h

を得る。そして、これから

JT
o (f

g)− JT
o (f) =

∫
P (F )\G(A)1

KP,o(h, h) {−τ̂P (H(hg)− T ) + τ̂P (H(h)− T )} d1h(7.5)

=volM
∑

γ∈M(F )∩o

fP,g(γ)
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が得られる。同様にして χ = (P, [µ]) ∈ XGに対して

JT
χ (f

g)− JT
χ (f) =

∫
P (F )\G(A)1

KP,χ(h, h) {−τ̂P (H(hg)− T ) + τ̂P (H(h)− T )} d1h(7.6)

=
1

4π

∑
ξ∈[µ]

∫
M(A)1

fP,g(m) ξ(m) d1m

を得る。等式 (7.6)とM(A)1上のフーリエ逆変換と ϕ∨
M(f)の定義と命題 89と 90より、

volM
4π

{
ϕ∨
M(f g;m)− ϕ∨

M(f ;m)
}
= −volM

∑
γ∈M(F )∩o

fP,g(γ)

が成り立つ。したがって、等式 (7.5)とこの ϕ∨
M(f)の等式から Io(f

g) = Io(f)が従う。よっ
て等式 (7.3)が示せた。 �

7.2.2. 離散系列表現と明示的公式. F = Qの場合、正則カスプ形式の空間上に作用するヘッ
ケ作用素の跡は πの実素点の表現が離散系列表現である χ = (G, π) ∈ XGに関する Iχ(f)
の和と等しい。F が総実体の場合にも類似の公式が不変跡公式を用いて得られる。しかし、
GL(2)の跡公式だと、通常考えられるカスプ形式の複数の空間上の跡の和になってしまうた
め、面白い公式とは思えない。そこで、記述の簡略化のため、公式については F = Qの場
合に限定して説明する。これ以降、F = Qを仮定する。F∞ = Rとなることに注意する。以
下、∞は実素点を意味するものとする。
まずはSL(2,R)上のハール測度を定めておく。M ′(R) =M(R)∩SL(2,R), K′

∞ = SO(2,R)
と置く。K′

∞上のハール測度を dk′とし、
∫
K′

∞
dk′ = 1と正規化する。SL(2,R)上のハール測

度 dg′を∫
SL(2,R)

ϕ(g′)dg′ = 2

∫
R×

∫
N(R)

∫
K′

∞

ϕ(

(
x 0
0 x−1

)(
1 y
0 1

)
k′) d×x dy dk′ , ϕ ∈ C∞

0 (SL(2,R))

によって定める。このように定めると、f∞ ∈ C∞
0 (GL(2,R))に対して、∫

G(R)
f∞(g∞)dg∞ =

∫
Z+
∞

∫
SL(2,R)

f∞(zg′) dg′ d×z +

∫
Z+
∞

∫
SL(2,R)

f∞(z

(
1 0
0 −1

)
g′) dg′ d×z

が成り立つことに注意しよう。
G(R)1 = G(R)∩G(A)1と置く。SL(2,R)の離散系列表現D+

k とD−
k を森山 [33]と同様に定

める。そして、G(R)1の離散系列表現σk, (k ∈ Z, k > 1)を、そのSL(2,R)への制限σk|SL(2,R)
が σk|SL(2,R) ∼= D+

k ⊕D−
k を満たすものとして定める。AG(R)0についての σkの作用は自明だ

と思うと、σk は G(R)上の表現でもある。次に SL(2,R)の離散系列表現に対する擬係数を
使って必要なテスト関数を導入しよう。擬係数と呼ばれるC∞

c (SL(2,R))の元ψ+
k は次の性質

を満たすことが知られている。

(i) trD+
l (ψ

+
k ) =

{
1 if l = k ,

0 if l ̸= k
が成り立つ。

(ii) SL(2,R)の自明な表現 trivSL(2,R)について、tr trivSL(2,R)(ψ
+
k ) =

{
−1 if k = 2 ,

0 if k > 0
が成

り立つ。
(iii) D+

k でも trivSL(2,R)でもない SL(2,R)の任意のユニタリ表現 πに対して、tr π(ψ+
k ) = 0

が成り立つ。
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擬係数に関しては織田 [34]を参照されたい。関数 r∞ ∈ C∞
c ((R×)0)を一つ取って、g∞ ∈ G(R)

について

f∞,k(g∞) =

{
r∞(| det g∞|1/2)ψ+

k (| det g∞|−1/2 g∞) if det g∞ > 0 ,

0 if det g∞ < 0

とおいて、関数 f∞,k ∈ C∞
c (G(R))を定める。

補題 96. 関数 f∞,k ∈ C∞
c (G(R))は次の性質を満たす。

(1) f∞,kはカスピダルである。

(2) trσl(f∞,k) =

{
1 if l = k ,

0 if l ̸= k
が成り立つ。

(3) G(R)1の自明な表現 trivG(R)1 について、tr trivG(R)1(f∞,k) =

{
−1 if k = 2 ,

0 if k > 0
が成り

立つ。
(4) 離散系列表現でも自明な表現でもない G(R)1 の任意のユニタリ表現 π∞ に対して、

trπ∞(f∞,k) = 0が成り立つ。

Proof. 性質 (i)(ii)(iii)より (2)(3)(4)が従う。カスピダルの定義は誘導表現の指標が消えるこ
となので (1)は (2)(3)(4)より従う。 �
重さ kの正則カスプ形式の空間上のヘッケ作用素との関係を考えよう。自然数Nを一つ固

定する。素数 pkと自然数 ekで、N = pe11 p
e2
2 . . . pell と素因数分解を与える。有限素点 v = pk

に対して、

KN,v =

{(
a b
c d

)
∈ G(Zv)

∣∣∣ c ∈ vekZv

}
とする。有限素点 v ̸ |N に関しては、KN,v = G(Zv)とする。そして、KN =

∏
v∈Σfin

KN,vと
置く。G(R)+ = {g ∈ G(R) | det g > 0}とする。こうすると、KN に対応する SL(2,R)の離
散群 Γ0(N)が等式

Γ0(N) = G(Q) ∩ (G(R)+KN)

によって定められる。以下、
Γ = Γ0(N)

として話を進めていく。[33]と同様に Sk(Γ)を Γに関する重さ kの正則カスプ形式の空間と
する。そして、元 α ∈ Mat(2,Z)を任意に一つ固定し、n = detαと置く。自然数 nは n > 0
と (N, n) = 1を満たすとする。Sk(Γ)上には両側剰余類ΓαΓにより定められるヘッケ作用素
[ΓαΓ]が作用する。ヘッケ作用素の定義についても [33]を参照されたい。

仮定 97. 各有限素点 v ∈ Σfinについて、fvを

(7.7) fv(gv) = vol(KN,v)
−1 ×

{
1 if gv ∈ KN,vαKN,v ,

0 if gv ̸∈ KN,vαKN,v

と定める。そして、f∞ = f∞,kかつ r∞(n1/2) = 1とし、kは偶数と仮定する。

もし kが奇数ならば Sk(Γ) = {0}になることに気をつけよう。これら条件の下で次の補題
が従う。

補題 98. 仮定 97を仮定する。このとき、カスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XG, µ = (µ1, µ2)
について、k > 2のとき Iχ(f) = 0であり、k = 2のとき

Iχ(f) =

{
−
∏

v∈Σfin

∫
G(Qv)

fv(gv)µ1,v(det gv) dgv if µ1 = µ2 ,

0 if µ1 ̸= µ2
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が成り立つ。

Proof. 命題 89と 90と補題 96より、この補題が従う。シューアの補題よりRv(µv, 0)はHµv

上に定数倍で作用することと、
∏

v∈Σfin
fv(gv) ̸= 0ならば

∏
v∈Σfin

| det gv| = n−1に注意する。
そして、µ = (µv) ∈ XM について∫

R

∫
G(R)

f∞(g∞)µ∞(det g∞) eπit log | det g∞| dg∞ e−πit logn dt

=

∫
G(R)1

f∞(g∞)dg∞

∫
R

∫ ∞

0

r∞(a)µ∞(a2) e2πit log a d×a e−πit logn dt

=

∫
G(R)1

f∞(g∞)dg∞ × µ∞(n)

かつ µ2
∞ = 1であることに注意すれば明らか。 �

命題 99. 仮定 97を仮定する。このとき、等式

∑
χ∈XG

Iχ(f) = tr([ΓαΓ]|Sk(Γ))× n− k
2
+1 −


0 if k > 2 ,∏
v∈Σfin , v|n

vol(KvαKv) if k = 2

が成り立つ。特に α = I2のとき、∑
χ∈XG

Iχ(f) = dimC Sk(Γ)−

{
0 if k > 2 ,

1 if k = 2

となる。

Proof. 任意の有限素点 v ∈ ΣfinについてKN,v ∩ Z(Qv) = Z(Zv)かつ detKN,v = Z×
v になる

ことと、 (
1 0
0 −1

)
ΓαΓ

(
1 0
0 −1

)
= ΓαΓ

に注意すれば、補題 98と [33]の内容より、この命題が得られる。 �
この命題により、スペクトルサイドと正則カスプ形式の空間上のヘッケ作用素の跡との関

係が明らかになった。

これより幾何サイドを計算可能な形にもっていこう。m =

(
m1 0
0 m2

)
∈M(R)−Z(R)に

対して、

IM(m, f∞) =δP (m) |1−m−1
1 m2|

∫
K∞

∫
N(R)

f∞(k−1n−1mnk) log(1 + x2) dn dk

+ 2

∫
XM
∞

tr(R(µ∞, 0)
−1R′(µ∞, 0)π0,∞(f∞)|Hµ∞ )µ∞(m)−1dµ∞

と定義する。ただし、n =

(
1 x
0 1

)
と置いた。そして、z ∈ Z(R)に対して、

IM(z, f∞) =

∫
K∞

∫
N(R)

f∞(k−1znk) (2 log |x|) dn dk

+ 2

∫
XM
∞

tr(R(µ∞, 0)
−1R′(µ∞, 0)π0,∞(f∞)|Hµ∞ )µ∞(z)−1dµ∞

と定義する。
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補題 100. f∞ = f∞,kとする。元 γ ∈ G(Q)を双曲元として、そのO-同値類 o = {γ}G(Q)に
ついて

Io(f) =
1

2
volM

∑
δ∈M(Q)∩o

IM(δ, f∞)
∏

v∈Σfin

fP
v (δ)

が成り立つ。また z ∈ Z(Q)について、そのO-同値類 o = {z} ∪ {z
(
1 1
0 1

)
}G(Q)について

Io(f) = volG IG(z, f∞)
∏

v∈Σfin

fv(z) +
1

2
volM IM(z, f∞)

∏
v∈Σfin

fP
v (z)

が成り立つ。ただし、IG(z, f∞) = f∞(z)と置いた。

Proof. 命題 85と 86と等式 (7.4)と補題 91と 92と補題 96の (1)を用いれば、すぐに得られ
る。 �

任意の g∞ ∈ G(R)について f g∞
∞ (h) = f∞(g∞hg

−1
∞ )とすると、 IM(m, f g∞

∞ ) = IM(m, f∞)
が成り立つ。つまりG(R)-不変であることに注意する。

元 γ ∈ G(R)がR-楕円であるとは、ある | det(γ)|1/2
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
, θ ∈ R, θ ̸= πZと γ

がG(R)-共役であることを意味する。元 γ ∈ G(R)がR-双曲であるとは、γの固有値が二つ
の異なる実数からなることを言う。Q-楕円元 γ ∈ G(Q)は、R-楕円もしくはR-双曲である。
R-楕円元 γに対して

IG(γ, f∞) =

∫
G(R)1

f∞(g−1
∞ γ g∞) d1g∞

と定義する。R-双曲元 γ ∈M(R)に対して

IG(γ, f∞) =

∫
K∞

∫
N(R)

f(k−1
∞ n−1

∞ γn∞k∞) dn∞ dk∞

R-双曲元 γが γ ̸∈M(R)である場合は、G(R)共役により g−1
∞ γg ∈M(R), g∞ ∈ G(R)として、

IG(γ, f∞) = IG(g
−1
∞ γg∞, f

g∞
∞ )により IG(γ, f∞)を定義する。元γ ∈ G(Q)に対して、{γ}Γをγ

のΓ-共役類とする。つまり、{γ}Γ = {δ−1γδ | δ ∈ Γ}となる。そして、Γγ = {h ∈ Γ |hγ = γh}
と γの中心化群 Γγを定める。γがR-楕円ならば Γγは有限群であり、♯(Γγ)をその位数とす
る。γがR-双曲ならば、G(R)γ ∼= M(R)なので、この同型によりG(R)γ 上へハール測度を
移送する。Γ1 = G(Q) ∩ (G(R)KN)と置き、{γ}Γ1は γの Γ1-共役類とする。

補題 101. 仮定 97を仮定する。Q-楕円元 γ ∈ G(Q)の O-同値類 o = {γ}G(Q) を考える。
det γ > 0を仮定する。もし γがR-楕円ならば

Io(f) =
∑

{δ}Γ⊂ΓαΓ∩o

1

2 ♯(Γδ)
IG(δ, f∞)

が成り立つ。そして、もし γがR-双曲ならば、

Io(f) =
∑

{δ}Γ1
⊂ΓαΓ∩o

vol((Γ1)δ\G(R)1δ) IG(δ, f∞)

が成り立つ。ただし、和は ΓαΓ ∩ oに含まれるような Γ-共役類全体を走る。

Proof.

G(Q)\G(A)1 = (Γ1\G(R)1)KN
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が成り立つことに注意する。定義からスタートして

Io(f) =

∫
G(Q)\G(A)1

∑
δ∈o

f(g−1δg) d1g

=

∫
Γ1\G(R)1

∫
KN

∑
δ∈o

f∞(g−1
∞ δg∞)

∏
v∈Σfin

fv(g
−1
v δgv) d

1g∞
∏

v∈Σfin

dgv

=

∫
Γ1\G(R)1

∑
δ∈o∩Γ1αΓ1

f∞(g−1
∞ δg∞) d1g∞ =

∑
{δ}Γ1

⊂o∩Γ1αΓ1

∫
(Γ1)δ\G(R)1

f∞(g−1
∞ δg∞) d1g∞

となる。σ =

(
1 0
0 −1

)
と置く。Γ1 = Γ ∪ σΓが成り立つので、{δ}Γ1 = {δ}Γ ∪ {σδσ}Γとな

る。そして、σΓσ = Γであり、σΓαΓσ = ΓαΓが成り立つので、Γ1αΓ1 = (ΓαΓ)∪ (ΓασΓ)で
ある。det(ΓασΓ) < 0より γがR-双曲である場合の等式は示された。

γがR-楕円である場合、
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
と
(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
は SL(2,R)-共役でないので、

δと σ−1δσは Γ-共役に成りえない。そして、σΓの任意の元は Γγに属さない。よって補題の
等式が成り立つ。 �

補題 100と 101により、幾何サイドの目標の公式を得るために必要なことは IM(γ, f∞,k)と
IG(γ, f∞,k)を計算することである。これらはユニタリ表現の指標によって展開されることが
知られており、そのフーリエ展開によって計算される。証明に関しては SL(2,R)の場合への
帰結のさせ方のみ説明する。SL(2,R)の軌道積分のフーリエ変換の計算に関しては、[34]を
参照されたい。SL(2,R)の重み付き軌道積分のフーリエ変換の計算に関しては、[7]や [19]や
Arthurのフーリエ変換に関する論文を参照されたい。

補題 102. f∞ = f∞,kとする。正の実数 βを一つ固定する。そして、r∞(β) = 1とし、kは偶

数と仮定する。m = β

(
λ 0
0 λ−1

)
∈M(R), detm > 0について、

IM(m, f∞) = −1

2
min{|λ|, |λ|−1}k−1

が成り立つ。中心元 βI2 ∈ Z(R)について、

IG(βI2, f∞) =
1

8π
(k − 1)

である。m ∈M(R), detm < 0については IM(m, f∞) = 0である。R-楕円元 γ ∈ G(R)につ

いて、γが β

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
とG(R)-共役ならば

IG(γ, f∞) = −e
−i(k−1)θ − ei(k−1)θ

e−iθ − eiθ

となる。R-双曲元 γ ∈ G(R)については、IG(γ, f∞) = 0である。

Proof. M̂ ′(R)をM ′(R)のポントリャーギャン双対群とする。そして、dµ′
∞を M̂ ′(R)上のハー

ル測度とする。次の計算では r∞への仮定とK∞ = K′
∞ ∪

(
1 0
0 −1

)
K′

∞と
∫
K∞

dk = 1に気

をつける。m ∈ M(R), detm > 0とする。m ̸∈ Z(R)の場合、適切に dµ′
∞を正規化すると、
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n =

(
1 x
0 1

)
について

IM(m, f∞) =δP (m) |1−m−1
1 m2|

∫
K′

∞

∫
N(R)

ψ+
∞(k′ −1n−1

(
λ 0
0 λ−1

)
nk′) log(1 + x2) dn dk′

+

∫
M̂ ′(R)

tr(R(µ′
∞, 0)

−1R′(µ′
∞, 0)π0,∞|SL(2,R)(ψ∞)|Hµ′∞

)µ′
∞(

(
λ 0
0 λ−1

)
)−1dµ′

∞

を得る。その結果、SL(2,R)の重み付き軌道積分のフーリエ変換に関する諸結果に帰結され
る。m ∈ Z(R)の場合は極限公式から導かれる。他の場合も同様の議論で SL(2,R)の軌道積
分に帰結できる。 �
系 52より volG = π/3なので、もし z ∈ ΓαΓ ∩ Z(Q)ならば

volG
∏
v∈Σv

fv(z) =
π

3
[SL(2,Z) : Γ] =

π

3
N
∏
p|N

(1 + p−1)

となる。ただし、積における pは素数のみ走る。あとは volM = 1であることに気をつけれ
ば、補題 100と 101と 102を合わせて次の命題を得る。

命題 103. 仮定 97を仮定する。∑
o∈O

Io(f) =
k − 1

24
[SL(2,Z) : Γ] ♯(ΓαΓ ∩ Z(Q))

−
∑

{γ}Γ⊂ΓαΓ

1

2 ♯(Γγ)

e−i(k−1)θ − ei(k−1)θ

e−iθ − eiθ
(7.8)

−
∑

γ∈M(Q) ,det γ>0

1

4
min{|λγ|, |λγ|−1}k−1

∏
v∈Σfin

fP
v (γ)(7.9)

が成り立つ。ただし、(7.8)の和はΓαΓに含まれる固有値 n1/2eiθ, n1/2e−iθを持つ楕円元 γの

Γ-共役類全体を走るとする、そして、(7.9)における λγは γ = n1/2

(
λγ 0
0 λ−1

γ

)
により定めら

れる。

定理 95と命題 99, 103を合わせれば、次の tr([ΓαΓ]|Sk(Γ))についての明示的公式を得る。

定理 104. Nと nを互いに素な正の整数とする。Γ = Γ0(N)とし、α ∈ Mat(2,Z), detα = n
を任意に一つ取る。kを 2以上の偶数としたとき、Sk(Γ)上に作用するヘッケ作用素 [ΓαΓ]の
跡 tr([ΓαΓ]|Sk(Γ))について

tr([ΓαΓ]|Sk(Γ)) =n
k
2
−1 k − 1

24
[SL(2,Z) : Γ] ♯(ΓαΓ ∩ Z(Q))

− n
k
2
−1

∑
{γ}Γ⊂ΓαΓ

1

2 ♯(Γγ)

e−i(k−1)θ − ei(k−1)θ

e−iθ − eiθ
(7.10)

− n
k
2
−1

∑
γ∈M(Q) ,det γ>0

1

4
min{|λγ|, |λγ|−1}k−1

∏
v∈Σfin

fP
v (γ)(7.11)

+


0 if k > 2 ,∏
v∈Σfin , v|n

vol(KvαKv) if k = 2
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が成り立つ。ただし、(7.10)の和は ΓαΓに含まれる固有値 n1/2eiθ, n1/2e−iθを持つ楕円元 γ

の Γ-共役類全体を走るとする、そして、(7.11)における λγは γ = n1/2

(
λγ 0
0 λ−1

γ

)
により定

められる。関数 fvは (7.7)において定めた。

最後に定理 104の等式の項 (7.11)を離散群 Γの言葉に翻訳しておこう。証明に関しては補
題 101の証明と同じ議論で出来るので割愛する。計算上のメリットはあまりないと思われる。
しかし、[20]での二元二次形式の話と関係するし、良く知られた本 [31]では離散群の言葉で
記述されているため言及しておきたい。

命題 105. 等式

(7.11) =− n
k
2
−1

∑
{γ}Γ⊂ΓαΓ

1

2

|λ|−k+1

|λ− λ−1|
− n

k
2
−1 lim

s→+0

s

8

∑
{γ}Γ⊂ΓαΓ

1

|m(γ)|s+1

が成り立つ。ただし、第一項の {γ}Γの代表元 γは n1/2

(
λ 0
0 λ−1

)
, |λ| > 1と SL(2,Q)-共役

である、第二項の {γ}Γの代表元 γには ∃ξ ∈ SL(2,Q)が存在して ξγξ−1 = n1/2

(
1 h(γ)
0 1

)
,

h(γ) ∈ Q×と Γγ = ξ−1{
(
1 th
0 1

)
| t ∈ Z}ξ, h ∈ Q×が成り立つ、そしてm(γ) = h(γ)/hと定

める。

定理 104と命題 105の公式は明示的だと言っても、まだ計算可能な公式とは言い難い。跡
の具体的な数値が計算可能な公式になるためには、離散集合 ΓαΓもしくはそれらの和集合
のΓ-共役類に関する大域的な値を明らかにする必要がある。計算の続きに関しては [20]もし
くは [31]を参照されたい。

References

[1] Arthur, J., The Selberg trace formula for groups of F -rank one, Ann. of Math. (2) 100 No.2, 326–385
(1974).

[2] Arthur, J., A trace formula for reductive groups. I., Duke Math. J. 45, 911–952 (1978).
[3] Arthur, J., A trace formula for reductive groups. II: Applications of a truncation operator, Compositio

Math. 40, 87–121 (1980).
[4] Arthur, J., The invariant trace formula I. Local theory, J. Amer. Math. Soc. 1 323–383 (1988).
[5] Arthur, J., The invariant trace formula I. Global theory, J. Amer. Math. Soc. 1 501–554 (1988).
[6] Arthur, J., An introduction to the trace formula, Harmonic analysis, the trace formula and Shimura

varieties, Clay Mathematics Proceedings 4, 1–263 (2005).
[7] Arthur, J., Herb, A., Sally, J., The Fourier transform of weighted orbital integrals on SL(2,R),

The Selberg trace formula and related topics, Proc. AMS-IMS-SIAM Joint Summer Res. Conf.,
Brunswick/Maine 1984, Contemp. Math. 53, 17-37 (1986).

[8] Borel,. A.,Automorphic forms on SL2(R), Cambridge tactics in Mathematics, Cambridge University
Press (1997).

[9] Duflo, P. M., Labesse, J,-P.,Sur la formle des traces de Selberg, Ann. scient. Éc. Norm. Sup., 4 serie, 4,
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SL2(Z)-共役類の分類と跡公式

伊吹山知義（大阪大学大学院理学研究科）

1 序文

跡公式の表示にはいろいろな段階があるわけで、たとえば核関数を与えて
積分表示した段階で、これを公式と称したらいけないということはないであ
ろう。これをもっと細かく、軌道積分、体積その他を用いて書くともっと公
式らしくなるであろう。しかし保型形式の次元や保型形式の古典的な意味で
のヘッケ作用素の跡は、少なくとも整数であるから数値が決まっているわけ
で、これを実際に計算できる公式を与えよ、といわれるともっと細かいこと
をやらなくてはならなくなる。その最初が、共役類の分類であろう。たとえ
ば Gottschling は Sp(2,Z) の基本領域を精密に求めて、その境界での挙動
から Sp(2,Z) の共役類の分類を行っており、これは代数幾何の人たちが使っ
たりしていた。しかし、共役類の分類は、普通は体上の分類を局所的にやっ
ておいて、さらに整数環上の分類を行い、Hasse の原理などで大域的にまと
めなおすのが効率がよい。実際、そういうやり方をすれば基本領域を求める
必要などは全くなく (たとえば Sp(2,Q) の Q-form の場合はHashimoto and
Ibukiyama [3] など), いきなり大域的に考えるのは、一般には、いかにも効
率が悪い。ところが、SL2(Z) では、実は大域的な考察もまことに綺麗にお
こなえるし、このような大域的な考察は Sp(2) の半単純でない元の分類にも
役に立つ。あいにく、この非常に綺麗な手法は Miyake [9] などでは解説され
ていない。よってここでは最初に、敢えてまず大域的な手法を用いて説明し、
後に一般の local-global の手法について少しだけ解説したい。

2 Global conjugacy class of SL2(Z)

まず、記号を少し定めておく。自然数（１以上の整数）n に対して、

T (n) = {g ∈ M2(Z); det(g) = n}
とおく。これは SL2(Z)-double coset とみなせば、普通の意味でのヘッケ作
用素である。T (n) の元のうち、跡公式で必要なものの SL2(Z) 共役類の分
類が目標である。ちなみに T (n) の元は整数行列であるから、その固有値は
もちろん代数的整数である。
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P0(Q)を有理数体上の正則な２次上三角行列全体のなす群とする。また、S
を GL2(Q) の部分集合で SL2(Z) 共役で不変なものとするとき、S//SL2(Z)
で、S の SL2(Z) 共役類の集合を表すことにする。

3 Parabolic elements

g ∈ T (n) が半単純（＝対角化可能）でないとすると、固有方程式は重根を
持つ。このような T (n) の元 g （つまり固有方程式が重根を持ち半単純では
無い元）を parabolic と呼ぼう。このような T (n) の元の集合を T (n)para と
書こう。ここで、固有多項式は整数係数だから、重根はもちろん有理整数で
ある。よって、g は Q2 内で固有ベクトルを持つので、GL2(Q) 共役で上三
角化される。GL2(Q) = SL2(Z)P0(Q) = P0(Q)SL2(Z) は良く知られている
し、証明も易しい。（SL2(Z) のカスプの同値類がただひとつということと同
じ。）よって、x ∈ GL2(Q) に対して、x = γp (p ∈ P0(Q), γ ∈ SL2(Z)) とす
れば、x−1gx ∈ P0(Q) のとき、γ−1gγ ∈ pP0(Q)p−1 = P0(Q) となる。つまり
g は SL2(Z) の元で上三角化できる。この上三角化された行列も T (n) の元
である。よって最初から g は上三角として、上三角なもの同志で分類すれば
よい。よって、

g =

(
m l
0 m

)
∈ T (n)

(l ∈ Z, l 6= 0) とする。もちろん n = m2 6= 0 である。m は当然正のものと
負のものと両方ある。実は、γ ∈ SL2(Z) で γ−1gγ ∈ P0(Q) とすると、γ も
上三角である。これは次のようにして簡単にわかる。

γ =

(
a b
c d

)

とする。γ−1gγ の固有値はもとのと同じだから、ある l′ ∈ Z, l′ 6= 0に対して、

γ−1gγ =

(
m l′

0 m

)

と書ける。 (
m l
0 m

)(
a b
c d

)
=

(
a b
c d

)(
m l′

0 m

)

より、(1, 1) 成分を比較して am = am + cl, よって l 6= 0 より、c = 0.　し
かし γ ∈ SL2(Z) より ad = 1, a, d ∈ Z だから、a = d = ±1 である。ゆえ

に γ = ±
(

1 b
0 1

)
という格好になる。これは g と交換可能になるので、g は

この共役では不変で、l = l′ である。言い換えると、n が平方数のときは、

T (n)para//SL2(Z) =

{(
m l
0 m

)
; m2 = n, l ∈ Z, l 6= 0

}
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なのである。n が平方数でないときは、T (n)para は空集合である。これで
parabolic 共役類の分類はおしまいである。まことにあっけない。

4 Hyperbolic elements

g ∈ T (n)が異なる実の固有値を持つとき、g を hyperbolicという。この固有
値が有理数でないなら、跡公式に寄与しないことが知られている。よって、
固有値は異なる有理整数と仮定する。g の２つの固有値を η 6= ζ ∈ Zとする。
また η < ζ としておく。これらが有理数であることより g は GL2(Q) によ
り対角化可能である。よって、適当な x ∈ GL2(Q) について、

x−1gx =

(
η 0
0 ζ

)

としてよい。前と同様 x = γp (γ ∈ SL2(Z), p ∈ P0(Q)) として、

γ−1gγ = p

(
η 0
0 ζ

)
p−1.

ここで右辺の対角成分はかわらないから、結局 g は SL2(Z) 共役で
(

η l
0 ζ

)

(l ∈ Z) という形になる。よって、やはり最初から g をこの形としておいて
も良く、また (1,1) 成分が (2,2) 成分よりも小さいとしておいて良いのであ

る。今 l, l′ ∈ Z、x =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) として、

x

(
η l
0 ζ

)
=

(
η l′

0 ζ

)
x

ならば、(2,1) 成分を比較して、cη = cζ, よって、c = 0 である。このとき
a = d = ±1 であり、al + bζ = bη + l′d, つまり l′ = l ± b(ζ − η). よって、l
は modulo ζ − η で取り替えてよい。つまり、固有値が異なる有理数となる
T (n) の元全体を T (n)h と書くと、その代表は

T (n)h//SL2(Z) =

{(
η l
0 ζ

)
; η, ζ ∈ Z, η < ζ, ηζ = n, l mod ζ − η

}
.

となる。
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5 Hyperbolic element (2)

元 g ∈ T (n) の固有値が実数だが有理数でないときは、前に述べたように、
SL2(Z)の跡公式に寄与はないので、前節では省略したが、このような元の共
役類を分類することもできる。これについては次節以降で述べる elliptic ele-
mentsの分類とあまりかわらないことだけは注意しておく。（これは Sp(2,Z)
と通約的な群での共役類の分類などで必要になることがある。）

6 Elliptic elements

6.1 ２元２次形式と２次の整数環

対称行列
(

x y/2
y/2 z

)
は、x, y, z ∈ Z のとき、半整数対称行列という。半整

数対称行列全体を L∗2 と書くことにする。また L∗2 の正定値な元全体のなす
部分集合を L∗2,+ と書く。SL2(Z) の跡公式では L∗2,+ の場合のみが必要にな
るが、不定値でもたいしてかわらないし、実際にジーゲル保型形式の跡公式
などには必要になるので、若干一般的に述べておこう。従って、今 D を正
または負の整数とし（つまりゼロは除く）、更に、D は平方数ではないとす
る。L∗2 の元 S のうち、det(2S) = −D となるもののなす部分集合を L∗2(D)
と書くことにする。S ∈ L∗2 ならば必ず− det(2S) ≡ 0 or 1 mod 4 となるの
で、D はこのような整数と仮定する。H. Weber の Algebra III [14] にならえ
ば、このような数のことを判別式というのである。次のように定義しよう。

Definition 6.1 平方数でない整数 D について、D ≡ 0 or 1 mod 4 となる
ものを判別式という。判別式 D のうちで、l−2D がまた判別式となる自然数
l は 1 に限るとき D を基本判別式という。

実は Weber では D が平方数である場合も含めているのだが、とりあえ
ず我々には必要ないので、平方数の場合は除外しておく。Weber の本では、
もともとはこのような定義は Kronecker によるものだと断ってある。
基本判別式とは、すなわち２次体の判別式にほかならない。従って、D が

判別式ならば、K = Q(
√

D) の基本判別式をDK と書けば、D = f 2DK とな
る整数 f > 0 が存在する。（D が平方数ならば DK = 1 ととることになる。
しかしここでは D が平方数の場合は扱っていない。）また容易にわかるよう
に、整数 D が判別式ということとD = s2 − 4n となる整数 s, n が存在する
こととは同値である。また任意に判別式 D を与えるとき、b2 − 4ac = D か
つ gcd(a, b, c) = 1 となる自然数 a, b, c は存在する。

特に S =

(
x y/2

y/2 z

)
∈ L∗2 に対して、gcd(x, y, z) を S の content と

いうことがある。gcd(x, y, z) = 1 となる S を原始的 (primitive) と呼ぶ。原
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始的な S のなす L∗2(D) の部分集合を L∗, prim
2 (D) と書くことにする。今、

D = f 2DK とすれば

L∗2(D) =
⊔

m|f
mL∗, prim

2 (D/m2) (disjoint)

である。ただし mL∗, prim
2 (D/m2) はL∗, prim

2 (D/m2) の元それぞれに m をか
けた集合を表す。
さて、L∗2(D)の元 S1, S2 について、ある P ∈ SL2(Z)に対して、tPS1P =

S2 となるとき、S1 と S2 は properly equivalent という。GL2(Z) = {g ∈
M2(Z); det(g) = ±1} とおくと、GL2(Z) は SL2(Z) を index 2 で含む。上の
関係が P ∈ GL2(Z) で成立するとき、improperly equivalent と言うことがあ
る。しかし、我々の目的のためには、むしろ次のように定義するほうが都合
が良い。

S1 ≈ S2 ←→ tPS1P = det(P )S2 (P ∈ GL2(Z)).

特に D < 0 ならば、det(P ) = −1 のとき、この同値関係で負定値なもの
は、必ず正定値なものと同値になる。正定値なもの同志は、この同値関係で
det(P ) = −1 により同値になることはありえないから、同値類は実際は正定
値なものを SL2(Z)で分類したものと同じになる。D < 0のとき、L∗2(D)の元
のうちで正定値なものの集合を L∗2,+(D)と書き、L∗, prim

2,+ = L∗, prim
2 (D)∩L∗2,+

と書くことにする。L∗2 の適当な部分集合 X の SL2(Z) または GL2(Z) によ
る同値類を X//SL2(Z) またはX//GL2(Z) と書くことにしよう。この記号
に従えば、今述べたことは、D < 0 ならば

L∗2(D)//GL2(Z) = L∗2,+(D)//SL2(Z)

と言うことである。
一方で、判別式が D の整数環というのを定義する。K = Q(

√
D) を考

えると、今 D は平方数ではないと仮定しているから、これは２次体である。
K の基本判別式を DK と書くと、D = f 2DK となる正整数 f が存在する。
(D ≡ 0 or 1 mod 4 という仮定が利いている。）K の整数環 O というのは、
K の整数からなる環で、Z 上のランクが２のものである。K の元 ω を

ω = (DK +
√

Dk)/2

で定義すると、ある正の整数 f があって、O = Z+ fωZ となることが知ら
れている。これを Of と書く。Of を判別式 D の整数環、または導手 f の
整数環という。Of の (普通の環論の意味での）イデアル a 6= 0 について

{α ∈ K; αa ⊂ a}
は一般に Of を含む環であるが、これが Of に一致するとき、aを Of の固有
イデアル (proper ideal)と呼ぶ。Of の２つの固有イデアル a と b について、
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ある α ∈ K× について、a = bα となるとき、広義の意味で同値という。ま
た、ある α ∈ K, α >> 0（総正、つまり αの共役がすべて正）に対して同じ
関係が成り立つとき、狭義の意味で同値であるという。今の場合、b = (−1)b
であるから、狭義の同値は、ある α ∈ K×, N(α) > 0 について、a = bα と
言っても同じことである。(N(α) は α のノルム、つまり共役との積）。

Theorem 6.2 D = f 2DK としておく。
(1) Of の固有イデアルの広義の同値類はL∗,prim

2 (D)//GL2(Z) と１対１であ
る。
(2) Of の固有イデアルの狭義の同値類はD > 0 ならば L∗,prim

2 (D)//SL2(Z)
と、またD < 0 ならば L∗,prim

2,+ (D)//SL2(Z) と１対１である。

もちろん D < 0 では任意の α ∈ K× についてN(α) > 0 なので、イデア
ルの狭義同値と広義同値は同じ意味であるが、上の (1), (2) で対応する２次
形式の同値類も同じ集合であるのは前に注意した。この定理の証明は、狭義
の同値については [1] に詳しい。広義の同値については、あいにく [1] には書
いてない。書いてない理由は、あの本を書いたときにはこの事実を良く知ら
なかったからである。ここを良く考えなかったことを少し後悔している。広
義についての証明の材料はほとんど [1] にでている。これをもとに証明のス
ケッチを描いておこう。

まずイデアル類との対応のさせ方から復習する。S =

(
a b/2

b/2 c

)
が原始

的半整数対称行列とする。ここで原始的というのは gcd(a, b, c) = 1 というこ
とであった。D = b2− 4ac として、これが平方数ではないと仮定する。この
とき、ある２次体 K があって、D = f 2DK と書けるのは容易に分かる。た
だし、ここで DK は２次体の基本判別式である。S が負定値ならば −S と議
論が並行的にできるから、S は負定値ではないと仮定する。すると DK < 0
のときは正定値になるが、このときは a > 0 である。DK > 0 とすると、S
と SL2(Z) 同値な行列で a > 0 になるものがある。（この証明は少し工夫が
いるが、たとえば [1] p. 89 を見よ。）よって、以下、(1,1) 成分が正の対称行
列だけを考えることにする。S に対し、K 内の lattice

a = Za + Z
b +

√
D

2

を対応させる。次の事実は定義どおりに計算してみれば容易に確かめられる。

Fact: これは Of = Z+ fωZ の固有イデアルである。

一方、Of の固有イデアルはすべて上の a のように書ける訳ではない。た
とえば、このようなイデアルの整数倍はやはり固有イデアルだからである。
Of の固有イデアル aについて、a/l, l ∈ Z>0が固有イデアルならば l = 1で
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あるとする。このようなイデアルを原始的と呼ぶことにしよう。すると Of

の原始的なイデアルは、かならず上のように書ける。なぜなら、b
′
+ fdω ∈ a

(b
′
, d ∈ Z) となる最小の正の整数 d をとり、a ∈ a となる最小の正の整数 a

をとると、a = Za+Z(b
′
+ dfω) となることが容易にわかるが、Of のイデア

ルであることより afω ∈ a で、よって d|a となり、更には N(b
′
+ fdω) ∈ aZ

より、d|b′ もわかり、よって原始的という仮定から d = 1 となるからである。
また、イデアルという仮定から、b2 − f 2DK = 4ac となる整数 c の存在もわ
かり、このイデアルは２次形式の像とみなせることもわかる。
しかし、当然ながら２次形式と固有イデアルが１対１に対応しているわ

けではない。たとえば b は a の偶数倍変えても同じイデアルである。固有イ
デアルと対称行列との関係はあくまで同値類の間の関係である。これを次に
見る。

Of の２つの固有イデアル

a = Za + Z
b +

√
D

2
a′ = Za′ + Z

b′ +
√

D

2

を考える。ここで a, a
′
は正と仮定しておいてよい。今 D = b2 − 4ac =

b′2 − 4a′c′ と c, c′ を定め、

S =

(
a b/2

b/2 c

)
S ′ =

(
a′ b′/2

b′/2 c′

)

とおく。

Lemma 6.3 次の (1), (2) は同値である。
(1) ある α ∈ K× に対して、

aα = a′

となる。
(2) ある U ∈ GL2(Z) について、tUS ′U = det(U)S となる。
もっと詳しく言えば、(1)で N(α) > 0のとき det(U) = 1ととれ、N(α) <

0 のとき det(U) = −1 と取れる。逆も正しい。

証明：まず (1) から (2) を示す。lattice の基底の変換を考えて、ある行
列 U ∈ GL2(Z) で

(aα,
(b +

√
D)α

2
) = (a′,

b′ +
√

D

2
)U

となるものが存在する。K/Qの共役をとって並べれば、Gal(K/Q) = {id, σ}
として、

(
a (b +

√
D)/2

a (b−√D)/2

)(
α 0
0 ασ

)
=

(
a′ (b′ +

√
D)/2

a′ (b′ −√D)/2

)
U
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となる。両辺の行列式をとって、

−a
√

DN(α) = −a′
√

D det(U),

よって aN(α) = a′ det(U) となる。よって det(U) = ±1, aN(α) = ±a′ （復
号同順）、つまり N(α) > 0 か否かによって、det(U) = 1 か −1 かが決まっ
ている。さて、x, y を変数として

(a, (b +
√

D)/2)α

(
x
y

)
= (a′, (b′ +

√
D)/2)U

(
x
y

)

となるが、両辺のノルムをとって

aN(α)(ax2 + bxy + cy2) = a′(a′X2 + b′XY + c′Y 2)

ただし、 (
X
Y

)
= U

(
x
y

)
.

しかし、aN(α) = a′ det(U) であったから、これは tUS ′U = S を意味して

いる。次に (2) から (1) を示す。ある U =

(
x y
z w

)
∈ GL2(Z) について

tUS ′U = det(U)S とする。

aα = det(U)(a′x +
b′ +

√
D

2
z)

という式で α ∈ K を定義する。一方

(a′y + (b′ +
√

D)w/2

(a′x + (b′ +
√

D)z/2)
=

a′(a′xy + (xw + yz)b′/2 + c′wz) + det(U)a′
√

D/2

a′(a′x2 + b′xz + c′z2)

が分かるが、これは tUS ′U = det(U)S の関係を用いて右辺を計算すると
(b +

√
D)/2a に等しいことがわかる。よって、

a′y +
b′ +

√
D

2
w =

b +
√

D

2a
× aα

det(U)
=

(b +
√

D)α

2 det(U)
.

つまり、aα = a′ がわかる。q.e.d.
念のため、全整数環の類数と導手 f の類数公式の比較を書いておく。証

明は [14], [8], [1] などにある。（なお、Of はデデキント環ではないから、素
イデアル分解の一意性はなりたたない。この部分が [8] では間違っていると
いうのは金子昌信氏が昔から指摘している。）一般に h(D) で広義類数を表
すことにする。Omax で全整数環 O1 を表す。
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Theorem 6.4 D = f 2DK のとき、

h(D) =
h(DK)

[O×
max : O×

f ]
× f

∏

p|f

(
1− 1

p

(−DK

p

))

K が実２次体のときは、狭義類数は、Of にノルムマイナス１の単数があ
るか否かで広義類数に等しいか、またはその２倍になる。虚２次体のときは、
いつでも狭義と広義は同じ意味である。狭義類数の公式は、上の公式で h(D),
h(DK) を狭義の類数 h+(D), h+(DK) に置き換えて、分母で O×

max, O×
f を総

正な単数群に置き換えればよい。たとえば、Omax にノルム −1の単数があり、
Of にノルム −1の単数がないのならば、h+(DK) = h(DK), h+(D) = 2h(D),
[O×

max;O×
f ] = 2[O×+

max : O×+
f ] などとなり、うまくつりあっている。

6.2 ２次体を生成する共役類と２元２次形式

元 g ∈ T (n) で K = Q(g) が Q 上の２次体になっている場合を考えよう。こ
のとき、固有値は有理数ではない。固有値が実数でないとき、つまり Q(g)
が虚２次体のとき、g を elliptic という。固有値が実数、つまり Q(g) が実
２次体ならば hyperbolic という。実は代数的な性質は両方ともあまりかわら
ない。これらはもちろん半単純である。これらについて、GL2(Z) 共役類も
SL2(Z) 共役類も分類できる。これを説明する。
共役なもの同志は固有多項式が等しいはずだから、分類する際にTr(g) = s

は固定して考えても良い。よって g の固有多項式 X2 − sX + n を固定して
おく。このとき、g − (s/2)12 のトレースはゼロ、よって

g =

(
s/2 0
0 s/2

)
+

(−y/2 −z
x y/2

)

(s, x, y, z ∈ Z) と書ける。ただしここで s ≡ y mod 2 である。このとき
(g − (s/2)12)

2 = (n − s2/4)12 である。つまり 4xz − y2 = s2 − 4n となる。
s2− 4n = D とおく。固有値が有理数でないという仮定からD は平方数では
なく D ≡ 0 or 1 mod 4 であるからD は、ある order の判別式である。
ここで次のような M2(Q) の部分集合を考える。

L(D) = {h ∈ M2(Q); h2 = −D/4, g の対角成分は半整数、他の成分は整数}.
h ∈ L(D) ならばもちろん Tr(h) = 0 である。この記号下で、g ∈ T (n) の固
有多項式がX2−sX +nで s2−4n = D ということと、ある h ∈ L(D)があっ
て、g = (s/2)12 + h とかけることは同値である。gi = (s/2)12 + hi (i = 1, 2)
とすると γ−1g1γ = g2 for γ ∈ SL2(Z) or GL2(Z) というのは、γ−1h1γ = h2

というのと同値であるから、実際には L(D) の共役類を分類すればよいので

ある。ここで J =

(
0 1
−1 0

)
とおく。
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Lemma 6.5 (1) h → Jh は L(D) から L∗2(D) への全単射である。
(2) L(D) の GL2(Z) 共役類は L∗2(D) の広義の同値類と１対１に対応する。
(3) L(D) の SL2(Z) 共役類は L∗2(D) の狭義の同値類と１対１に対応する。

ここで、D < 0 ならば L∗2(D) は正定値のものと負定値なもの両方からな
り、これらは狭義の意味では同値でない点は、間違えないように注意すべき
である。

Lemma の証明。(1) は

Jh =

(
0 1
−1 0

)(−y/2 −z
x y/2

)
=

(
x y/2

y/2 z

)

で、4xz−y2 = −D よりあきらか。(2), (3)は g ∈ GL2 のとき、良く知られて
いるように（あるいは計算ですぐわかるように）tgJg = det(g)J である。よっ
て、γ−1h1γ = h2 ならば Jγ−1J−1Jh1γ = Jh2 つまり det(γ)−1(tγ)h1γ = Jh2

つまり tγh1γ = det(γ)h2. これは可逆な変形だから、証明できた。

Corollary 6.6 整数 s と n > 0 について、D = s2 − 4n = f 2DK が平方数
ではないとする。固有多項式が X2 − sX + n となる T (n) の元について、
(1) GL2(Z) 共役類の個数は、

∑
m|f h(m2DK) に等しい。

(2) SL2(Z)共役類の個数は、D > 0ならば
∑

m|f h+(m2DK)に等しい。D < 0

ならば 2
∑

m|f h(m2DK) に等しい。

全整数環でない整数環の類数公式については、前節または [1] を見よ。

7 Subgroups of SL2(Z)

群が SL2(Z) の部分群、たとえば Γ0(N) のときは、もっと複雑になる。たと
えば、古典的には

∆0,N(n) =

{(
a b

cN d

)
; (a,N) = 1, ad−Nbc = n

}

とおいて、∆0,N(n) の中で double coset を考える。この場合、Γ0(N) 共役
類と (

Nx y/2
y/2 z

)

の２次形式としての Γ0(N) 同値類を考えることは同等である。今、M2(Q)
の lattice

L∗N =

{(
Nx y/2
y/2 z

)
; x, y, z ∈ Z

}

を不変にする SL2(Z) の部分群は Γ0(N) である。よって、これに属する２
次形式全体を Γ0(N) で分類すればよいことになる。今はこれ以上、立ち入
らない。
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8 Trace formula for T (n)

若槻氏の講演からの結果を抜粋し、それを SL2(Z)に適用する。さて、ちょっ
と注意だが 具体的な跡公式は非常に多くの文献にミスプリントがあるよう
だ。たとえば Eichler の論文はいろいろなところに間違っている部分があっ
たはず。きちんと公式を書くのは、一番簡単な SL2(Z) のときでさえ、相当
間違いやすいので、検算が欠かせないと思う。
以下でウェイト k はすべて k > 2 となる整数と仮定する。

8.1 一般公式の復習

T を M2(Z) ∩GL+
2 (Q) 内の SL2(Z)-double cosets の和集合とする。以下で

は Γ = SL2(Z) とかく。

Tr(T ) =
∑

α∈T∩Z(Q)

det(α)(k−2)/2k − 1

8π
vol(Γ\H)#(T ∩ Z(Q))

−
∑

{γ}Γ⊂T
γ:elliptic

det(γ)(k−2)/2

2#(Γγ)
× ei(k−1)θ − e−i(k−1)θ

eiθ − e−iθ

−
∑

{γ}Γ⊂T

γ∼SL2(Q)( a 0
0 b )

a,b∈Q, |a|>|b|

det(γ)(k−2)/2 1

2

|a−1b|k/2

|1− a−1b|

−1

8
× det(γ)(k−2)/2 lim

s→0

∑

{γ}Γ⊂T
γ:parabolic

s|m(γ)|−s−1

ただしここで、{γ}Γ は γ の Γ共役類、∼SL2(Q) は SL2(Q)共役という意味で
ある。また、vol(Γ\H)（割ったものの体積）は測度 y−2dx dy で測る。Z(Q)
は GL2(Q) の中心である。従って、T の元に det が有理数の自乗の元がなけ
れば、中心の寄与はゼロである。elliptic の寄与において、

√
ne±iθ は γ の固

11



有値である。parabolic の寄与において、m(γ) は次で定まる量である。

γ = det(γ)ξ−1

(
1 h(γ)
0 1

)
ξ

Γγ = ξ−1

{(
1 αh
0 1

)
; α ∈ Z

}
ξ

m(γ) =
h(γ)

h

ここで γ はいろいろ動いているが Γγ はたとえば γ を γ のべきに取り替
えても同じなのに注意。以下順次結果を述べる。以下、一般の double coset
ではなく、

T (n) = {g ∈ M2(Z); det(g) = n}
だけについて考える。

8.2 中心

n が整数の自乗でなければ寄与はない。n = m2 のとき、T (n) ∩ Z(Q) =
{±m12} であるから、#(T (n) ∩ Z(Q)) = 2.
よく知られているように

∫

SL2(Z)\H

dxdy

y2
=

∫

|x|≤1/2,y≥√1−x2

dxdy

y2

=

∫ 1/2

−1/2

∫ ∞

√
1−x2

dxdy

y2

=

∫ 1/2

−1/2

[
−1

y

]∞
√

1−x2

dx

=

∫ 1/2

−1/2

1√
1− x2

dx

= [Arcsin(x)]
1/2
−1/2 =

π

3
.

よって、n が square かどうかに応じてχ(
√

n) = 1 or 0 とおくと、寄与は

χ(
√

n)× n(k−2)/2(k − 1)

8π
× π

3
× 2 =

k − 1

12
n(k−2)/2χ(

√
n)

である。

12



8.3 parabolic

n = m2 （m は正または負）で、

γ =

(
m l
0 m

)

(l ∈ Z, l 6= 0) のみ寄与がある。

Γγ =

{
±

(
1 α
0 1

)}

で h = 1. h(γ) = l/m. よって前の公式は次のように計算される。

−n(k−2)/2 lim
s→0

s

8
|m|s+1

∑

l∈Z,l 6=0

1

|l|s+1
= −n(k−2)/2

√
n lim

s|→0

s

4
ζ(s+1) = −n(k−1)/2

4
.

m2 = n なる m は２つあるので結局、寄与は

−n(k−1)/2

2

となる。（注意：たとえば Miyake [9] p. 265 の最終公式とは 1/2 分ちがう
が、Miyake は Γ0(pq

ν) を書いており、レベル 1 はそのページには含まれて
いない。Γ0(p) はカスプが２つあるので、Miyake p. 265 では上の２倍になっ
ている。Miyake と比較したければ p. 263 の一般公式で比較するしかない。）

8.4 hyperbolic

n に対して、ab = n (a, b は |a| > |b| となる正または負の整数）とする。寄
与のある hyperbolic elements はこの分解に応じて定まる

(
a l
0 b

)

(l は mod(a − b) の代表を渉る）である。つまり同じ a, b のものが |a − b|
個ある。それぞれの寄与は

−1

2
n(k−2)/2 |a−1b|k/2

|1− a−1b| = −1

2
|ab|−1 |aba−1b|k/2

|1− a−1b| = −1

2

|b|k−1

|a− b| .

であるから、個数の |a− b| をかけて、寄与は

−1

2

∑

a,b∈Z,ab=n,|a|>|b|
|b|k−1

13



である。しかし ab = n となる整数はひとつの |a|, |b| に対して、(a, b),
(−a,−b) の２つあるから、結局寄与は

−
∑

dd′=n,d′>d>0

dk−1

となる。または

−1

2

∑

dd
′
=n,d,d

′
>0,d 6=d

′
min(d, d

′
)k−1

と書いても同じである。

8.5 parabolic と hyperbolic をまとめた表示

両方まとめると

−1

2

∑

dd
′
=n,d,d

′
>0

min(d, d
′
)k−1

である。やや人工的な表示だが、(d, d
′
), (d

′
, d) (d 6= d

′
) と２通りが有る場合

が hyperbolic で d = d
′
=
√

n ∈ Z の一通りのときが parabolic である。ス
マートなまとめ方である。このまとめかたは Zagier にならっている。

8.6 elliptic

elliptic な元 γ ∈ T (n) について、その中心化群の構造を求めよう。今の設定
では、elliptic というのはQ(γ) が虚２次体ということに他ならない。共役類
の分類は以前にやったが、もう一度最初から考えてみる。γ の固有方程式を
x2 − sx + n = 0 とする。

γ =

(
a b
c d

)

とすると a + d = s であるから、

γ =
s

2
12 +

(
a− s/2 b

c d− s/2

)
=

s

2
12 +

(−y/2 −z
x y/2

)

とかける。γ2− sγ +n12 = 0 であるから、(g− (s/2)12)
2 = (y2− 4xz)12/4 =

(s2 − 4n)12/4. ここで e = gcd(x, y, z) として、

δ = e−1

(−y/2 −z
x y/2

)
=

(−y0/2 −z0

x0 y0/2

)

とおく。もちろん gcd(x0, y0, z0) = 1 である。また、

Z 3 − det(2δ) = y2
0 − 4x0z0 = (s2 − 4n)/e2

14



である。ここで、Q(γ) = Q(δ) と可換な M2(Q) の元の集合は、Skolem-
Noether の定理により Q(δ) 自身である。R = Q(δ)∩M2(Z) とおくと、R は
Q(δ) ∼= Q(

√
s2 − 4n) の整数環 (maximal とは限らない order) である。今、

Γγ ⊂ Q(γ) ∩M2(Z) = R なので、R が何であるかを知りたい。α, β ∈ Q に
対して

α12 + βδ ∈ M2(Z)

と仮定すると、α± βy0/2 ∈ Z であるから、2α ∈ Z である。よって βy0/2 ∈
2−1Z, 故に βy0 ∈ Z. また βz0, βx0 ∈ Z でもあるから、gcd(x0, y0, z0) = 1 よ
り β ∈ Z である。ここで α = α0/2 (α0 ∈ Z）と書くと、α0 + βy0 ∈ 2Z. こ
こでもし y0 ≡ 0 mod 2 ならば α0 ∈ 2Z で α ∈ Z. また y0 ≡ 1 mod 2 ならば
α0 ≡ β mod 2. つまり

R = Q(δ) ∩M2(Z) =




Z+ Zδ if y0 ≡ 0 mod 2

Z+ Z
(

(1− y0)/2 −z0

x0 (1 + y0)/2

)
if y0 ≡ 1 mod 2

ここで − det(δ) = (4x0z0 − y2
0)/4 であり、y2

0 − 4x0z0 = f 2DK (f > 0, DK

はK = Q(
√

s2 − 4n) の基本判別式）とかけるので、R は conductor が f の
K の整数環である。R の det = 1 の元は、すなわち R のノルム１の元であ
り、これは R の単数に他ならない。すなわち

Γγ = R×.

さて、s, n を固定しても e, f は一意的には決まらないので、このあたりの
事情を正確に見る必要がある。前の設定と記号のもとで、γ の SL2(Z) 共役
類を分類するということは δ の共役類を分類することと同じであって、e が
異なれば、もちろんこれらは違う共役類に属する。ひとつの e に対し、f は
いろいろありうるし、またひとつの f に対しても共役類はいろいろある。し
かし、同じ f に対しては、どの γ でも #(Γγ) は同じであるから、結局寄与
は次のように考えればよい。

nを固定し、sは固定しないとき、γ の Γ共役類は本質的に δ の共役類の
分類で記述できる。ここで本質的にはというのは、s の符号の choice は δ で
は決められないからである。よって、s2 < n となる s ∈ Z をひとつ固定し、
(s2− 4n)/e2 が判別式になるような e も固定して、（従って、ある虚２次体の
判別式 DK に対して (s2 − 4n)/e2 = f 2DK となるわけだが）それらに対し
て、h(f 2DK)/#(OK,f )

× の和をとればよい。ここで OK,f は K の conductor
f の整数環としている。ここで、f はどこを動くかというと、s2−4n = l2DK

(l > 0, l ∈ Z) とするとき、f > 0 は f |l なる数を全部動き、そのそれぞれに
ついて、e = l/f が定まり、また共役類に応じて (x0, y0, z0) の代表が定まる
ことになるのである。一方で積分からの寄与は

−1

2
× det(γ)(k−2)/2 ei(k−1)θ − e−i(k−1)θ

eiθ − e−iθ
=

(
√

neiθ)k−1 − (
√

ne−iθ)k−1

√
neiθ −√ne−iθ
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だった。ここで e±iθ は det(γ)1/2eiθ =
√

ne±iθ が γ の固有値として定まる量
である。言い換えると

1− sx + nx2 = (1− ηx)(1− ζx)

とするとき

Pk(s, n) :=
ηk−1 − ζk−1

η − ζ

で与えられる。これは

1

1− sx + nx2
=

1

x(η − ζ)
×

(
1

1− ηx
− 1

1− ζx

)
=

∞∑

k=0

ηk − ζk

η − ζ
xk−1

に注意すれば、Pk(s, n) は (1− sx+nx2)−1 の xk−2 の係数といっても同じこ
とである。こう書いたほうが有理数だという感じがわかりやすいであろう。
さて、非常に微妙なところだが、固有多項式 x2 − sx + n = 0 から決ま

る共役類を分類する際に δ と −δ は２次形式で言えば、positive definite と
negative definite に対応するので、共役にはなれない。（ひとつの s2− 4n に
対し、２種類のとり方がある。）それで跡公式の一般形に登場する 1/2 なる
因子はこことキャンセルする。また公式

h(f 2DK)

#(O×
K,f )

=
1

#(O×
K,f )

× h(DK)

[O×
K : O×

K,f ]
f

∏

p|f

(
1− 1

p

(
DK

p

))

によって、#(O×
K,f )[O×

K ,O×
K,f ] = #(O×

K) と簡易化される。
以上により、elliptic な寄与全体は次で与えられる。

Theorem 8.1 Tr(T (n)) における楕円元の寄与は

−
∑

s∈Z s.t.
s2−4n=l2DK<0

∑

f |l

h(f 2DK)

#(O×
K,f )

= −
∑

s∈Z s.t.
s2−4n=l2DK<0

h(DK)

#(O×
K)

∑

f |l
f

∏

p|f

(
1− 1

p

(
DK

p

))

で与えられる。
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8.7 中心と elliptic のとりまとめ

中心は elliptic の degenerate case だと思って、まとめることを考える。γ が
中心の元のときは、固有方程式は重根をもつので s2 − 4n = 0 であり、この
とき、

1

1− sx + nx2
=

1(
1− s

2
x
)2 =

∞∑

k=0

(k + 1)
sk

2k
xk.

これの xk−2 の係数も Pk(s, n) と書くことにする。つまり

Pk(±2
√

n, n) = (k − 1)(s/2)k−2 = (k − 1)n(k−2)/2

である。よって中心の寄与は

∑

s;s2=4n

−1

24
Pk(s, n) = χ(

√
n)
−1

12
Pk(2

√
n, n)

である。ここで Zagier にならって、次のような記号を導入しよう。

H(0) = − 1

12

判別式 D < 0 に対して

H(−D) =
∑

D1|D,D1は判別式

h(D1)

w(D1)/2

ここで、w(D1) は判別式 D1 の order の単数群の位数。h(D1) は判別式 D1

の order の類数。また負の数 x に対しては H(x) = 0 とおくことにする。
こうすると中心と elliptic の寄与をまとめてかける。すなわち

−1

2

∞∑
s=−∞

Pk(s, n)H(4n− s2)

となる。これは n を固定しているので、実際には有限和である。

8.8 公式と実例

k を偶数、T (n)k を Sk(SL2(Z)) 上のヘッケ作用素とすると、

Tr(T (n)k) = −1

2

∞∑
s=−∞

Pk(s, n)H(4n− s2)− 1

2

∑

dd′=n,d,d′>0

min(d, d
′
)k−1.
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ここで、
1

1− sx + nx2
=

∞∑

k=2

Pk(s, n)xk−2.

たとえば

P2(s, n) = 1

P4(s, n) = s2 − n

P6(s, n) = s4 − 3ns2 + n2

P8(s, n) = s6 − 5ns4 + 6n2s2 − n3

P10(s, n) = s8 − 7ns6 + 15n2s4 − 10n3s2 + n4.

また

H(m) =





0 m < 0
− 1

12
m = 0∑

D|m,D>0,−D は判別式
h(−D)

w(−D)/2
m > 0

ここで、判別式というのは 1 mod 4 または 0 mod 4 となる整数のこととす
る。(上の設定では、−D は負だから平方数ではない。）また h(−D) は判別
式が −D = DKf 2 の整数環 OK,f の類数、w(−D) は O×

K,f の位数。たとえ
ば、m = 12 ならば、−D の候補は−D = −3, −12. h(−3) = h(−12) = 1,
w(−3) = 6, w(−12) = 2, H(12) = 1/3 + 1 = 4/3. 実際には m > 0 に対し
て、H(m) は判別式が −m の原始的とは限らない正定値整数係数２次形式の
SL2(Z) 同値類の個数を x2 + y2 は 1/2, x2 + xy + y2 は 1/3, その他は 1 と
重みをつけてカウントしたものに等しい。

m 0 3 4 7 8 11 12 15 16 19 20 23 24
H(m) − 1

12
1
3

1
2

1 1 1 4
3

2 3
2

1 2 3 2

実例: Sk(Γ) の次元公式。n = 1 のとき T (1)k は恒等写像で Tr(T (1)k) =
dim Sk(SL2(Z)). これが良く知られた次元公式に一致することを確かめる。

s2 ≤ 4 とすると s = 0, s = ±1, s = ±2 である。s = 0 ならば

1

(1 + x2)
=

∞∑

k=0

(−1)kx2k =
∑

k=0,k:even

(−1)k/2xk

よって、k even に対しては −1
2
Pk(0, n) = (−1)k/2/2,

s = 1 と s = −1 をまとめて考えると

1

1− x + x2
+

1

1 + x + x2
=

1 + x

1 + x3
+

1− x

1− x3
= 2

1− x4

1− x6
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つまり

−1

2
(Pk(1, 1) + Pk(−1, 1)) = [1, 0,−1, 0, 0, 0; 6]k

ただし、[a0, a1, . . . , al−1; l]k というのは k ≡ i mod l のとき ai になるという
意味とする。H(0) = −1/12, H(3) = 1/3, H(4) = 1/2より、k evenに対して

dim Sk(SL2(Z)) = Tr(T (1)) =
k − 1

12
+

(−1)k/2

4
+

1

3
[1, 0,−1, 0, 0, 0; 6]k − 1

2
.

いまは k 奇数を跡公式にあまりちゃんといれていないので、奇数部分が面倒
になるが、母関数は、次の式から奇数部分と小さい k を除外すれば得られる。

− 1

24

(
1

1− 2x + x2
+

1

1 + 2x + x2

)
− 1

4

1

(1 + x2)

−1

6

(
1

(1− x + x2)
+

1

(1 + x + x2)

)
− 1

2(1− x)

=
1 + x + 2x2 + x3 − x4 − 3x6 − x7 − 2x8 − x9 + x10

2(1− x4)(1− x6)

偶数部分は
1 + 2x2 − x4 − 3x6 − 2x8 + x10

2(1− x4)(1− x6)

k = 0, 2 を、dim S0(Γ) = S2(Γ) = 0 という、跡公式以外の論法で分かる事
実を利用して補正して、

∞∑

k=0

dim Sk(SL2(Z)) =
t12

(1− t4)(1− t6)

（注意：一般の群 Γ について、k = 2 まで跡公式が成り立つように補正する
方法は知られている。(cf. [10], [5]). S0(Γ) = 0 は一般的事実である。一般
の群では S1(Γ) の簡単に計算可能な公式は知られていない。ただしもちろん
ad hocに具体的な値がわかることは、よくある。また、Γ0(p)で Selberg zeta
の留数との関係、ガロア表現との関係、などは知られているが、この方向で
直接次元を計算した例は知らない。）

例： T (2), n = 2.
s = 0, s2 − 4n = −8, H(8) = 1

s = ±1, s2 − 4n = −7, H(7) = 1
s = ±2, s2 − 4n = −4, H(4) = 1

2
.

1

1 + 2x2
=

∞∑

k=0

(−1)k2kx2k
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−1

2
Pk(0, 2) = (−1)k/22k/2−2.

−1

2

(
1

1− x + 2x2
+

1

1 + x + 2x2

)
= −1+x2+x4−7x6+17x8−23x10+x12+89x14+· · ·

−1

2

(
1

1− 2x + 2x2
+

1

1 + 2x + 2x2

)
= −1 + 2x2

1 + 4x4
= −1− 2x2 + 4x4 + 8x6 − 16x8 − 32x10

+64x12 + 128x14 + · · ·

−1

2

∑

dd′=2

min(d, d
′
)k−1 = −1.

k = 12 で考えると

24 − 23− 32/2− 1 = 16− 23− 16− 1 = −24

k = 14 で−25 + 1 + 64/2 − 1 = 0. k = 16 で 26 + 89 + 128/2 − 1 = 216.
∆E4 = q + 216q2 + · · · . 一般には

∞∑

k=4

Tr(T (2)k)x
k−2 = −24x10 + 216x14 − 528x16 + 456x18 − 288x20

+1080x22 − 48x24 − 8280x26 + 8640x28 + · · ·

例：n = 3, s = 0, s2 − 4n = −12, H(12) = 4
3
, s = ±1, s−2 − 4n = −11,

H(11) = 1, s = ±2, s2 − 4n = −8, H(8) = 1, s = ±3, s2 − 4n = −3,
H(3) = 1

3
,

− 1

2(1 + 3x2)
= −1

2
(1− 3x2 + 9x4 − 27x6 + 81x8 − 243x10 + · · · )

−1

2

(
1

1− x + 3x2
+

1

1 + x + 3x2

)
= −1+2x2−x4−13x6+74x8−253x10+· · ·

−1

2

(
1

1− 2x + 3x2
+

1

1 + 2x + 3x2

)
= −1−x2+11x4−13x6−73x8+263x10+· · ·

−1

2

(
1

1− 3x + 3x2
+

1

1 + 3x + 3x2

)
= −1−6x2−9x4+27x6+162x8+243x10+· · ·

k = 12 として

Tr(T (3)) =
243

2
× 4

3
− 253 + 263 +

243

3
− 1 = 252 = τ(3).
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なお、上の分数式を用いて各ウェイトに対する Tr(T (3)) の値の母関数を書
くことができる。展開式は
∞∑

k=4

Tr(T (3)k)x
k−2 = 252x10 − 3348x14 − 4284x16 + 50652x18 − 128844x20

+339480x22 − 195804x24 − 1286280x26 − 4967640x28 + · · ·
の xk−2 の係数。たとえば

∆ = q − 24q2 + 252q3 − 1472q4 + · · ·
∆E4 = q + 216q2 − 3348q3 + 13888q4 + · · ·
∆E6 = q − 528q2 − 4284q3 + 147712q4 + · · ·
∆E2

4 = q + 456q2 + 50652q3 − 316352q4 + · · ·
∆E4E6 = q − 288q2 − 128844q3 − 2014208q4 + · · ·

∆E3
4 = q + 696q2 + 162252q3 + 12831808q4 + · · ·

∆E2
6 = q − 1032q2 + 245196q3 + 10965568q4 + · · ·

例：n = 4,
s = 0, s2 − 4n = −16, H(16) = 3

2
, s = ±1, s2 − 4n = −15, H(15) = 2

s = ±2, s2 − 4n = −12, H(12) = 4
3
, s = ±3, s2 = 4n = −7, H(7) = 1,

s = ±4, s2 − 4n = 0, H(0) = − 1
12

.

∞∑

k=4

Tr(T (4)k)x
k−2 = −1472x10 + 13888x14 + 147712x16 − 316352x18 − 2014208x20

+25326656x22 − 33552128x24 + 190623296x26 + · · ·
以上より、k = 24で dim S12(SL2(Z)) = 2, Tr(T (2)24) = 1080, Tr(T (4)24) =

25326656, 固有空間では T (4)k = (T (2)k)
2 − 2k−1. よって T (2)24 の固有値

を α, β として、α2 + β2 = Tr(T (4)24) + 224 = 19309881, α + β = 1080,
αβ = −20468736. α, β = 540 ± 12

√
144169. ここで有名な 144169 がでて

くる。
ちなみに dim Sk(SL2(Z)) = 2 となるものの固有値をあげておく。

k T (2) T (3)

24 540± 12
√

144169 169740∓ 576
√

144169

28 −4140± 108
√

18209 −643140± 20736
√

18209

30 4320± 96
√

51349 −2483820∓ 52992
√

51349

32 19980± 12
√

18295489 324(26795± 16
√

18295489

34 −60840∓ 72
√

2356201 18959940± 22464
√

2356201

注意：k ≤ 10 では dim Sk(SL2(Z)) = 0 だからトレースは常に 0 である。
これから類数の間の関係式 (class number relation) がでる。
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9 一般の古典群の共役類の分類方針

つぎのような行列群のみを考える。

G = {g ∈ Mn(B); gg∗ = n(g)1n} or

G1 = {g ∈ Mn(B); gg∗ = 1n}
ここで、∗ は Mn(B) の involution（Mn(B) の位数２の自己同型、または逆
自己同型）とする。例としては

(1) B = Q; g∗ = JgJ−1, g∗ = tg, g∗ = StgS−1 など。ただし S = tS ∈
Mn(Q)

(2) B = K （虚２次体）、g∗ = tg, g∗ = H−1 tgH など。

(3) B quarternion algebra, g∗ = tg など。

9.1 体上の共役類と共役類の Hasse の原理

以下に述べる方針は、私は土方弘明先生の記事で学んだ。
(0) GLn(B) 共役類。

Mn(B) の元の固有多項式 f(x) の候補をひとつ固定しておく。f(x) をひと
つ固定するとき、これを固有多項式に持つ Mn(B) の半単純元は、Remak-
Schmidt の直既約分解定理と Skolem Noether の定理より、GLn(B) 共役で
ある。さて、f(x) を固有多項式にもつG の元が存在するためには f(x) には
多少条件がつくのが普通であるが、それについて論じるのはやめて、そのよ
うな元 g が存在するとして、ひとつ固定しておく。

(1) 以下の話は G で考えるか G1 で考えるかで多少かわるが、G1 のほ
うが話が見かけ上単純なので、G1 で考えることにする。G1 共役類。ある
x ∈ GLn(B) について x−1gx ∈ G1 と仮定すると、(x−1gx)(x−1gx)∗ = 1 す
なわち g(xx∗)g∗ = xx∗ である。gg∗ = 1n により、g(xx∗) = (xx∗)g. 今
Z(g) = {z ∈ Mn(B) : zg = gz} とおくと、xx∗ ∈ Z(g) である。Z(g) は ∗ の
作用で集合として不変である。Sym(Z(g)) = {z = z∗; z ∈ Z(g)} とおくと、
xx∗ ∈ Sym(Z(g)) である。z∗ = z となる Mn(B) の元を ∗ symmetric と呼ぶ
ことにする。∗ symmetricなMn(B)の元のうち、どれが xx∗ (x ∈ GLn(B))と
かけるかというのは (B, ∗)による。たとえば B が定符号４元数体で、g∗ = tg,
gij は main involution とすると正定値４元数的エルミート行列はみな xx∗

の形にかけるので、さらに Sym+(Z(g)) を Sym(Z(g)) の中で正定値なもの
とすれば xx∗ ∈ Sym+(Z(g)) である。一般に Sym+(Mn(B)) = {z = z∗ ∈
Mn(B); z = xx∗ for some x ∈ GLn(B)} とおいて、

Sym+(Z(g)) = Z(g) ∩ Sym+(Mn(B))
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とする。xix
∗
i ∈ Sym∗(Z(g)) となる xi (i = 1, 2) について、x−1

i gxi が G1 共
役とすると。

x−1
1 gx1 = g−1

1 x−1
2 gx2g1

(g1 ∈ G1) だが、x2g1x
−1
1 = z ∈ Z(g) である。つまり

x2g1g
∗
1x
∗
2 = zx1x

∗
1z
∗.

ここで g1g
∗
1 = 1n より x2x

∗
2 = z(x1x

∗
1)z

∗. 言い換えると、algebra Z(g) の
involution できまる「* 対称元」を Z(g) 同値で分類していることになる。一
般に Z(g) は半単純ではあるが、単純環ではないので、詳しい分類は個別に
論じるべきであるが、以上の流れをまとめると

(i) f(x) を固有多項式にもつ G1 の元全体の集合 G(f) は

T (f) = {x−1gx; xx∗ ∈ Sym+(Z(g))}
(ii) G(f) の元の G1 共役類は

T (f)//G1 = Sym+(Z(g))/ ∼ .

ここで、s1, s2 ∈ Sym+(Z(g)) のとき s1 ∼ s2 というのは、ある z ∈ Z(g) に
ついて zs1z

∗ = s2 ということ。
一般に Global共役類の分類は難しいので、以上を localに帰着したい。以

上は local に考えても全て同じで、G1, B などのかわりに G1,v, Bv (v ≤ ∞),
Z(g)v などを考えればよい。さて、(ii) の分類は、２次形式、エルミート形
式等々の普通の分類であるが、形式に対する Hasse 原理は quaternion anti-
hermitian の場合を除けば成立することが知られている。(quaternion anti-
hermitianの場合の反例は土方先生の論文があったはず。この場合は具体的な
レベルではどう取り扱えばよいのか良く知らない。）ということは、この特殊
な場合をのぞけば共役類に関する Hasse の原理、つまりすべての v ≤ ∞ に
ついて G1,v 共役ならば (あるいは言い換えるとアデールで考えて G1,A 共役
ならば）G1 共役ということになる。（なお、正確に言うと、どのような代数
群を考えるか、たとえば「形式」について、どのような同型を考えるか、で
Hasse原理は変わってくるかもしれない。従って、場合によっては similitude
（相似変換）での同値類で考えることになるが、この場合、Hasse 原理自身、
知られていないのではないかと思われる場合もある。）もちろん、これ以外
に、どのアデール共役類がグローバルから来るかという判定も必要だが、以
上のようなパラメトリゼーションでは、局所と大域の共役類のパラメータが
具体的に書き下せる場合が多いので、実際上はあまり問題にならない。（ G1

に関してなら、局所的な「２次形式」がいつ大域的「２次形式」から来るか
という話になって、これはまあ知られているといって良い。）ちなみに私の
観点から見て、local に考えることのひとつのメリットは local には共役類が
有限個になることが多いので、標準的な代表元を具体的に記述して計算を進
めることができる点にあると思う。
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9.2 整数環上のデータなど

実用上、実際に必要なのは、アデール G1,A の open subgroup U に対して、
U -double coset T =

∏
v Tv in GA に属するような元である。(Hecke 作用素

を考えるには、G1 よりも G のほうが適当なので、話が少しかわるが、共役
類という点では G1 共役のまま話をすすめても構わない。）local に言えば、
g ∈ Gv を G1,v 共役類の代表として、x−1gx ∈ Tv (x inGv)となるものだけを
考えたい。言い換えると、大域的な GQ-共役類が存在しても、このような x
が存在しないならば、その元の寄与はないので、除外して考えなければなら
ない。一方で、global な寄与を local な量で記述するには、中心化群でわっ
た大域的な「体積」が必要になるが、ひとつの Gv 共役類を Uv 共役で分類
しなおすと、中心化群の同型類がまた細かく分かれることになる。中心化群
といわば「階層わけ」する方法はいろいろあると思うが、[11], [12], [13], [4]
等で伝統的なやりかたは、g と交換可能な元のつくる代数 Z(g) の整数環 Λ
を指定し、これと Gv の共通部分という見方で中心化群を「階層わけ」する
というものである。これは計算に必要な群の index などを求める場合にわか
りやすい手段を提供している。中心化群のアデール化の、このような global
な Λ で決まる開部分群についての mass formula は、一応 local なデータを
うまく計測すれば（Tamagawa number とあわせて）計算できるはずである。
以上のような説明はたとえば、[4], [2], [3] などを参照されたい。以上のよう
なプロセスは、ヘッケ作用素の跡を計算する具体的な手段を与えているが、
もちろんこのような説明は、具体的に跡公式を計算するという立場から言え
ば、単なる計算の出発点に過ぎない。実際の計算は個別的な長い面倒な計算
による。その技術的な面白そうなトリックは多々あるのだが、紙数もつきた
ので、ここで筆をおく。
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JACQUET-LANGLANDS対応

都築正男

導入 : 四元数体上の保型表現とGL(2)の保型表現の関連性は、古典的には上半平面上の
正則保型形式を４変数テータ級数として表す問題として関心を持たれていたが、６０年代
初頭に清水により多元体のゼータ函数の観点から Selberg跡公式を用いた一連の研究がな
された。その後、Jacquetと Langlandsは、有名なテキスト [15]で、この問題への表現論
的かつ組織的なアプローチを２通り与えた。１番目の方法は、ヘッケ理論の局所化とWeil
表現を利用した局所体上のGL(2)の無限次元既約許容表現の構成・分類を基礎に、まず局
所体上で既約許容表現の移送を実現し（局所 Jacquet-Langlands対応)、次に、保型 L-函
数のHecke理論とその「逆定理」を経由して四元数体の保型表現をGL(2)の保型表現に
移送する（大域 Jacquet-Langlands対応）というものである。第二の方法は、Selberg跡
公式を利用するもので、[15]の最終章 (§16)はその解説に充てられている。これは、対応
する保型表現同士の局所 (楕円)指標の明示的な関係を導けるためより優れたものといえ
るが、必要な Selberg跡公式周辺の整備が当時は十分でなかったためか、証明はスケッチ
にとどまっている。(序文で、細部を補完し応用などにも踏み込んだ続編の可能性をほの
めかしているが実現されていない。) 跡公式の研究はその後、Duflo-Labesse [9]やArthur
の一連の仕事などで一気に進み、 Gelbartのテキスト [10]や Gelbartと Jacquetによる
Arthur-Selberg跡公式の解説記事 [12]などで証明のより詳しい解説が与えられた。こうし
て実現された大域 Jacquet-Langlands対応は、保型表現のL函数やL2-重複度といった量で
「間接的に」記述される。清水 ([27])は、アデール群のWeil表現（テータ級数）を用いて、
四元数体の保型表現に対応するGL(2)の保型形式を直接構成し大域 Jacquet-Langlands対
応の別証明を与えた。このような経緯から、GL(2)とその inner forms (= 四元数体の乗法
群)の間の保型表現の対応は「Jacquet-Langlands-Shimizu対応」とも呼ばれる。GL(n)の
inner forms(内部形式)に対する同種の問題が自然に直近のテーマとなるが、GL(3)の場合
は Flath (Thesis, Harvard Univ.) によって扱われ、GL(n)の場合は、(少なくとも局所体
上の既約離散系列表現の移送に関しては) Rogawski ([25]), Deligne-Kazhdan-Vigneras [8]
によって「簡易版の Selberg跡公式」を使った大域的な方法で実現された。これらの仕事
で使われた簡易版の跡公式では試験函数に強い制約が必要で、大域対応に関しては保型表
現の局所成分に条件を加えなければならない。大域対応を完全な形で扱うのに必要な跡公
式は、Arthurの一連の仕事に基づいてArthur-Clozel [1]によって与えられた。Badulescu
([2], [3])は、局所対応を離散系列表現から一般の既約ユニタリー表現に拡張し、[1]で確
立された跡公式を使うことでGL(n)とその内部形式に対して大域対応を制約条件なしで
証明した。
さて、このノートの目的は、Arthur-Selberg跡公式の応用として、GL(2)とその内部形

式に対する「Jacquet-Langlands-Shimizu対応」の証明を解説することである。主に、[15],
[25], [12], [11]を参考に若干の整理を加えた。以下は各章の詳しい内容である。

• 第１章では、四元数環の基本的な性質を、主に [26], [28]に従って復習したあと、
四元数環の乗法群の共役類の分類を述べた。

• 第２章では、局所体上の四元数環の乗法群の共役類に対する軌道積分の基本的な
性質を調べる。特に、非アルキメデス局所体に限定して、軌道積分の Shalika germ
展開を詳述し、[25]に従って「E型函数」の軌道積分の特徴付け ()を述べた。　

• 第３章では、主定理の証明で使われる函数解析の結果（無限個の既約ユニタリー
表現に対する汎函数指標の解析的線型独立性）を証明する。

• 第４章では、局所体上のGL(2)とその内部形式の既約表現とその指標の基礎的な
性質を述べた。非アルキメデス局所体の場合に、離散系列表現の擬行列係数の存
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在を第２章で準備した軌道積分の特徴付けを利用して証明する。（アルキメデス的
な場合は証明を割愛した。）

• 第５章では、主定理を述べ、第６章でその証明を詳述した。
４章までは局所調和解析の必要事項のおさらいである。便宜のためと考えなるべく証明を
付けが、そのため準備が予想以上に長くなってしまいかえって読みにくいものになってし
まったかも知れない。

1. 四元数環とその乗法群

1.1. 四元数環. ([26, 第 3章 §3.3], [28, ChapIV §20, Chap V §27])
F を標数 0の体とする。F -代数Aが、次の３条件を満たすときF 上の四元数環という。

• Aは単純環である。
• dimF (A) = 4
• Aの中心は F (= {a 1A| a ∈ F })に一致する。

更に、Aが斜体になるときAを四元数体とよぶ。

四元数環の構成法として次がある ([28, Chap IV, §20])：E/F を２次拡大体、その非自明
な F -自己同型写像 x 7→ x̄とする。X = [ x11 x12

x21 x22 ] ∈ M2(E)に対して、X̄ = [ ¯x11 ¯x12
¯x21 ¯x22

]とお
く。c ∈ F に対して γ = [ 0 1

c 0 ]とおく。M2(E)の部分環

{E, c}F = {X ∈ M2(E)| γX̄γ−1 = X } = {[ x y
cȳ x̄ ] |x, y ∈ E }

は F 上の四元数環になり、Eに同型な部分体 {[ x 0
0 x̄ ] |α ∈ E }を含む。

補題 1. Aが F 上の四元数環とする。E ⊂ Aを２次部分体、x 7→ x̄をE/F の共役写像と
する。γx = x̄γ (∀x ∈ E), γ2 = c 1Aなる γ ∈ A×, c ∈ F が存在して、{1A, γ}は右E-ベク
トル空間 Aの基底になる。λE : A → M2(E)をこの基底による Aの左正則表現の表現行
列とすれば、係数拡大によって

λE ⊗ 1 : A⊗F E
∼=−→ M2(E) (E-同型)

であり、λE(A) = {E, c}F となる。

Proof : [28, Theorem 20.3, Lemma 20.4]

Aが F 上の四元数環、νA : A → F および τA : A → F をそれぞれ被約ノルムおよび被約
トレースとする。E ⊂ Aを２次部分体、λE : A → M2(E)を補題 1のように決めるとき、

νA(a) = detλE(a), τA(a) = trλE(a)

である。

補題 2. Aを F 上の四元数体とする。

(1) νA(ξ) = 0 (∃ξ ∈ A− {0})ならばA ∼= M2(F )
(2) νA(ξ) ̸= 0 (∀ξ ∈ A− {0})ならばAは斜体である。

Proof : [26, Lemma 3.2, Lemma 3.3]

補題 3. A = {E, c}F (E/F は２次体、c ∈ F×) のとき、

{E, γ}F ∼= M2(F ) ⇐⇒ cがE/F のノルムで表される

Proof : {E, 1}F ∼= M(2, F ) ([28, (20.6)])に注意すると、これは [28, Theorem 20.8]から従
う。
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1.1.1. 局所体上の四元数環の分類. F が標数 0の局所体とする。
F が非アルキメデス的なとき、F0 を F の不分岐２次拡大、ϖF を F の素元として、

D = {F0, ϖF}F とおくと、Dは四元数体になる。
F = Rのときは、D = {C,−1}RをHamiltonの四元数体とする。

補題 4. F 上の四元数環はM(2, F )あるいはDのいずれか一方に同型である。F = Cの
ときは、C上の四元数環は全てM(2,C)と同型である。

Proof : [28, Theorem 21.22]

そこで、F 上の任意の四元数環Aに対して、そのハッセ不変量を

invF (A) =

{
+1 (A ∼= D)

−1 (A ∼= M(2, F ))

で定義する。

1.1.2. 大域体上の四元数環の分類. F を有限次元代数体とする。ΣをF の素点全体の集合
とし、複素アルキメデス素点全体をΣCとする。
F 上の四元数環 Aと素点 v ∈ Σに対して、係数拡大 A ⊗F Fvを Avとして、inv(A) =

(invFv(Av))v∈Σ ∈ {±1}Σとおく。
ΣA = {v ∈ Σ| invFv(Av) = −1 }

と定義する。

補題 5. (1) F 上の四元数環Aに対して、ΣAは有限集合であり、∏
v∈ΣA

invFv(Av) = 1

である。
(2) 偶数個の素点からなる有限集合 S ⊂ Σ− ΣCに対して、

invFv(Av) =

{
−1 (v ∈ S),

+1 (v ̸∈ S)

を満たす四元数環Aが同型を除いて唯ひとつ存在する。
(3) A 7→ ΣAは次の全単射を導く：

{F 上の四元数環 }/(F -同型)
∼=−→ {S ⊂ Σ− ΣC| ♯(S) <∞, ♯(S) ≡ 0 (mod 2) }

Proof : [28, Theorem 26.6, Theorem 27.8]

1.2. 共役類. F を標数 0の体、AをF 上の四元数環とする。Gを乗法群A×とする。Zを
Gの中心とすると、Z = {z 1A| z ∈ F× }となる。群Gの共役類の分類を行うのがこの節
の目標である。

定義 6. Gの元 ξが条件「F [ξ]は体である」を満たすとき F -楕円的であるといい、その
全体の集合をGellと書く:

Gell = {ξ ∈ G|F [ξ]は体である }

GellはG-共役で安定な部分集合である。

補題 7. ξ, η ∈ Gell − ZがG-共役になるための必要十分条件は

νA(ξ) = νA(η), τA(ξ) = τA(η)

である。
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Proof : 必要性は自明である。逆に ν = νA(ξ) = νA(η), τ = τA(ξ) = τA(η)であるとすると、
Cayley-Hamiltonの定理から ξ, ηはともに F 上の２次方程式X2 − τX + ν = 0を満たす。
ξ, η ∈ Gell − Zゆえ、この２次式は F 上で既約で F [ξ] ∼= F [X]/(X2 − τX + ν) ∼= F [η]と
なる。F -同型 ϕ : F [ξ] → F [η]を一つ固定する。補題 1より

A = F [ξ] + γF [ξ], γx = x̄γ (∀x ∈ F [ξ]), γ2 ∈ F,

A = F [η] + δF [η], δy = ȳδ (∀y ∈ F [η]), δ2 ∈ F

となる γ, δ ∈ A×が存在する。A ∼= {F [ξ], γ2}F
ϕ∼= {F [η], γ2}F ∼= {F [η], δ2}F となるので、

[28, Theorem 20.8(i)]より γ2 = NF [η]/F (a) δ
2 (∃a ∈ F [η]×)となる。δを aδで置き換えれ

ば、最初から γ2 = δ2だとしてよい。そこで写像 φ : A → Aを

φ(x1 + γx2) = ϕ(x1) + δ ϕ(x2), x1, x2 ∈ F [ξ]

で定義すると、これはF -代数AのF -自己同型であることが分かる。Skolem-Noetherの定
理からφ(α) = g−1αg (∀α ∈ A)なる g ∈ A×が存在する。特に、g−1 F [ξ] g = F [η]となる。
g−1ξg, ηの F -最小多項式は共通だから g−1ξg = ηまたは g−1ξg = η̄となる。η̄ = δηδ−1ゆ
え、いずれにしろ ξ, ηはG-共役である。

Gellに含まれる共役類（＝ F -楕円共役類）の完全代表系は次のように記述される。まず、
代数的閉包 F̄ を一つ固定してQ(F )を F̄ に含まれる F の２次拡大の全体の集合とする。
更に、

QA(F ) = {E ∈ Q(F )|F -埋め込みE ↪→ Aが存在する }
とおく。各E ∈ QA(F )に対して、F -埋め込み ιE : E ↪→ Aを一つ固定しておく。ιEのE×

への制限 ιGE : E× → A×の像を TG
E とする。補題 1により、

wE ι
G
E(x)w

−1
E = ιGE(x̄), (∀x ∈ E),

w2
E ∈ Z

を満たすwE ∈ Gがある。以下、このようなwEを一つ固定する。

補題 8. E ∈ QA(F )に対して、商群W (G, TG
E ) = NG(T

G
E )/TG

E (= TG
E のWeyl群)はwEで

生成される位数２の群である。ここで、NG(T
G
E )はTG

E のGにおける正規化部分群である。

Proof : gTG
E g

−1 = TG
E とすると、gι

G
E(x)g

−1 = ιGE(x
′) (x ∈ E)によって体EのF -自己同型

x 7→ x′が決まる。E/F は２次拡大だからこの自己同型は恒等写像か共役写像のいずれか
である。前者の場合 g ∈ TG

E であり、後者の場合 g ∈ wE T
G
E となる。

Gの部分集合

EG = Z ∪

 ∪
E∈QA(F )

(TG
E − Z)

(1.1)

と定める。

補題 9. (1.1)は disjoint unionである。更に、この集合の２元 ξ, ηがG-共役になるのは次
のいずれか場合に限られる：

• ξ = η ∈ Z
• (∃E ∈ QA(F )) (∃w ∈ W (G, TG

E )) ξ, η ∈ TG
E − Z, ξ = wηw−1

Gellの任意の元は EGのある元にG-共役である。

Proof : E, E ′ ∈ QA(F ), ξ ∈ (TG
E − Z) ∩ (TG

E′ − Z)とすると、F [ξ]は Aの２次の部分体
であり F [ξ] ⊂ ιE(E)なので、F [ξ] = ιE(E)となる。同様に F [ξ] = ιE′(E ′)となる。よっ
て、ιE(E) = ιE′(E ′)であり、QA(F )の定義から、E = E ′が従う。故に、(1.1)は disjoint
である。
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ξ, η ∈ EG −ZがG-共役だとすると、補題 7より ξ, ηのF -最小多項式は一致する。よっ
て、ξ = ιGE(t) (t ∈ E×)と書くとき、η = ιE(t)または ιGE(t̄)である。あとは、wE ι

G
E(t)w

−1
E =

ιGE(t̄)に注意すればよい。

補題 10. (1) Aが斜体であるとする。このとき、G = Gellである。
(2) A = M2(F )とする。このとき、G−Gellの任意の元は集合 UG ∪HG,

UG =
{
[ a 1
0 a ] | a ∈ F× } , HG =

{
[ a 0
0 d ] | a, d ∈ F×, a ̸= d

}
=M − Z

の元にG-共役である。EGの元と UG ∪ HGの元はG-共役ではない。UGの異なる
２元はG-共役ではない。HGの２元はそれらの対角成分が順序を除いて一致する
場合に限りG-共役になる。

Proof : (1) Aが斜体ならば、任意の元 ξ ∈ Aに対して F [ξ]は部分体になる。

(2) Jordan標準型より明らか。

便宜上、Aが斜体の場合HG = UG = ∅とおく。Greg = G− (Z ∪ UG)の元をGの正則元
と呼ぶ。
以下で必要になる場合に対して、集合QA(F )を決定しておこう。

補題 11. Aを F 上の四元数環とする。

(1) F が局所体のとき、QA(F ) = Q(F )である。
(2) F が大域体のとき、E ∈ Q(F )に対して、

Σ(E) = {v ∈ Σ|Ev = E ⊗F Fvが体である }

とおくと、QA(F ) = {E ∈ Q(F )|ΣA ⊂ Σ(E) }である。

Proof : Aが斜体であるとして示せばよい。

(1) E ∈ Q(F )とする。NE/F (E
×)は F×の指数２の部分群だから、ある要素 c ∈ F× −

NE/F (E
×)が存在する。そこで、四元数環 {E, c}F を考えると、これはEと同型な部分体

{[ α 0
0 ᾱ ] |α ∈ E }を含む。しかも、補題 3より、{E, c}F は斜体になる。補題 4より A ∼=

{E, c}F なので、AもEと同型な体を含む。よって、E ∈ QA(F )である。

(2) E ∈ QA(F )ならばΣA ⊂ Σ(E)は明らか。逆に、ΣA ⊂ Σ(E)となるE ∈ Q(F )はAに
埋め込めることを示そう。F のイデール群A×の開部分集合

U =
∏

v∈Σ−ΣA

NEv/Fv(E
×
v )

∏
v∈ΣA

(Fv − NEv/Fv(E
×
v )

は開部分群NE/F (A×
E)の作用で安定である。明らかにU ̸⊂ F×であるから、U ̸⊂ F×NE/F (A×

E)
となる。一方、類体論の結果からA×/F×NE/F (A×

E)はE/F のガロア群と同型であり、特
に位数２である。よってA× = U F× NE/F (A×

E) = U F×となる。従って、1 = c xとなる
c ∈ F×, x ∈ U が存在する。v ∈ ΣAにおいて c−1 ∈ F×

v − NEv/Fv(E
×
v )、v ̸∈ ΣAにおいて

c−1 ∈ NEv/Fv(E
×
v )となるので、補題 3から、四元数環A′ = {E, c−1}F はΣA′ = ΣAを満た

す。補題 5(2)よりA′ ∼= Aとなる。故に、E ↪→ {E, c−1}F ∼= Aとなり、E ∈ QA(F )が言
えた。

2. 軌道積分

この節ではF を標数 0の局所体、| |F を標準的な乗法付値とする。F が非アルキメデス
的のときには、有限次元拡大体E/F に対して、Eの整数環を oE、Eの素元をϖE、剰余
体の位数を qEで表す。

Aを F 上の四元数環、G = A×とする。
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2.1. 玉河測度. 非自明な加法指標 ψF : F → C1を固定する。任意の有限次元拡大Eに対
して、dExを加法指標 ψE = ψF ◦ trE/F に対する加法群E上の自己双対的Haar測度とす
る。トーラス T = E×の乗法的Haar測度を

dµT (t) = CE/F
dEt

|NE/F (t)|F

で定義する。ここで、F = RまたはCのとき、CE/F = 1とする。F が非アルキメデス的な
とき、eをE/F の分岐指数、qEをEの剰余体の位数でとして、CE/F = e−1vol(oE)

−1(1−
q−1
E )−1とする。Z = F×による商群 Z\T に商測度 dµZ\T = dµT/dµZ を与えると、

vol(Z\T ) = 1

となることが容易に分かる。
同様に、Aの加法指標 ψD = ψF ◦ τD に対する A上の自己双対的測度を dAξ とする。

G = A×の測度 dµGを

dµG(ξ) =
dAξ

|νA(ξ)|2F
×

{
(1− q−1

F )−1 (F :非アルキメデス的)

1 (F :アルキメデス的)

で固定する。これをGの (正規化された)玉河測度とよぶ。

注意 : F が非アルキメデス的のとき、(1 − q−1
F ) dµG を非正規化玉河測度と呼ぶ。因子

(1− q−1
F )−1はアデール群上の玉河測度を構成する際の収束因子として働く。

G = GL(2, F )とすると、ある定数C0 > 0が存在して

∫
G

f(g) dµG(g) = C0

∫
z∈F×

∫
t∈F×

∫
x∈F

∫
k∈K

f ([ zt 0
0 z ] [

1 x
0 1 ] k) dµF×(z) dµF×(t) dFx dk

(2.1)

となる。dkは vol(K) = 1なるKのハール測度である。比例定数C0は次で与えられる。

補題 12. F が非アルキメデス的なとき、C0 = vol(oF )
3 (1 − q−2

F ) である。F = Rならば
C0 = π, F = CならばC0 = 2πである。

Proof : F が非アルキメデス的の場合 : f にKの特性函数を代入して公式 (2.1)の両辺を
計算すればよい。R = M(2, oF )のM(2, F )における特性函数を χRとすると、χRのフー
リエ変換は

χ̂R(x) = vol(R)χR(ϖ
d
Fx), x ∈ M(2, F )

と計算される。ただし、vol(R)はA =M(2, F )の自己双対ハール測度 dAxに関する体積、
dは {x ∈ F |ψF (xoF ) = {1} } = ϖ−d

F oF なる整数である。もう一度フーリエ変換すると、
χR = vol(R)2 |ϖd

F |4F χRを得る。よって、vol(R) = |ϖ−d
F |2F = q−2d

F = vol(oF )
4となる。行

列の基本変形より、容易に

R ∩GL(2, F ) =
∪

l∈N,m∈N

K
[
ϖl+m

F 0

0 ϖl
F

]
K,

K
[
ϖm

F 0
0 1

]
K =

m−1∪
j=1

∪
x∈(oF /ϖj

F oF )×

[
ϖj

F x

0 ϖm−j
F

]
K

 ∪

 ∪
x∈o/ϖm

F oF

[
ϖm

F x
0 1

]
K

 ∪
[
1 0
0 ϖm

F

]
K

(2.2)

が分かる。各両側剰余類K
[
ϖl+m

F 0

0 ϖl
F

]
Kの測度 dAxによる体積 Vl,mは分解 (2.2)を利用

すると、m > 0ならば Vl,m = q−4l−m
F (1 + q−1

F )vol(K)、m = 0ならば Vl,0 = q−4l
F vol(K)と
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計算できる。vol(K)はKの dAxに関する体積であるが、これは (1 − q−1
F )µG(K)と等し

い。故に、

vol(R) = vol(R ∩GL(2, F ) =
∑
l,m∈N

Vl,m =
∞∑
l=0

{
∞∑

m=1

q−m
F (1 + q−1

F ) + 1}q−4l
F (1− q−1

F )µG(K)

= (1− q−2
F )−1 µG(K)

よって、(2.1)の左辺は µG(K) = (1− q−2
F ) vol(oF )

4と求まる。
一方、(2.1)の右辺は、C0 µF×(oF )

2 vol(oF ) = C0 vol(oF )である。これらを比較すること
で、C0の値が分かる。
F = Rの場合 : f(g) = exp(−πtr(tgg))| det g|2Rに対して、(2.1)の両辺を計算する。
左辺は

{∫
R exp(−πx

2) dx
}4

= 1となる。右辺は

C0

∫
x∈R

∫
(z,t)∈(R×)2

∫
Kv

exp(−πz2(t2 + t2x2 + 1))) (z2t)2 dx
dt

t

dz

z
dk

= C0{
∫
R
e−πx2

dx} {
∫
R×
e−πz2z2

dz

z
} {
∫
R×
e−πt2 |t| dt

t
} = π−1C0

よって、C0 = πとなる。
F = Cの場合 : f(g) = exp(−π tr(tḡ g)) | det g|2Cに対して、(2.1)の両辺を計算する。左辺
は 16、右辺は 8π−1C0になることが分かるので、C0 = 2πが得られる。

補題 13. Dを F 上の四元数体とする。
(1) 商空間 F×\D×はコンパクトである。
(2) F が非アルキメデス的とすると、vol(F×\D×) = 2 q−2

F (qF + 1) vol(oF )
4である。

Proof : F = Rのとき、H× = R×
+ SU(2)なので (1)は明らか。以下、F は非アルキメデス

的とする。u0 ∈ o×F − (o×F )
2とすると、E0 = F (

√
u0)は不分岐２次拡大である。従って、

D =
{[

α ϖF β
β̄ ᾱ

]
|α, β ∈ E0

}
であり、α, β ∈ oE0である要素全体 oDはその極大オーダーを与える。ϖD =

[
0 ϖF
1 0

]
は素

元であり、ϖDoD = oDϖDはその唯ひとつの極大イデアルである。o×D = oD − ϖDoDよ
り、o×Dはコンパクトである。D

× = o×Dϖ
Z
D, F

× = o×F ϖ
Z
F であり、ϖF = ϖ2

Dなので、

F×\D× = (o×F\o
×
D) {ϖD, 1}(2.3)

となる。これより (1)は明らかである。さて、dD/F = {γ ∈ D|ψF (τD(γ oD)) = {1} }とする
と、直接計算によって dD/F = ϖ−1

D ϖ−d
F oDが分かる。ここで、dはψF の differential expo-

nent( i.e. {x ∈ F |ψF (aoF ) = {1} } = ϖ−d
F oF )である。以下、この証明のなかでは、volでF

代数の加法的自己双対測度による集合の測度を表す。[29, ]により vol(oF ) = q
−d/2
F である。

これと同様に、vol(oD)を計算する。oDの特性函数χoDのフーリエ変換はvol(oD)χdD/F
にな

る。よって、再度これをフーリエ変換するとχoDになるので、1 = |νD(ϖDϖ
d
F )|−2

F vol(oD)
2

を得る。これより、vol(oD) = |νD(ϖDϖ
d
F )|F = q−1−2d

F = q−1
F vol(oF )

4 と求まる。o×D =
oD −ϖDoDだから

(1− q−1
F )µD×(o×D) = vol(o×D) = (1− |νD(ϖ)|2F ) vol(oD) = (1− q−2

F ) q−1
F vol(oF )

4

これと、(2.3)によって

µF×\D×(F×\D×) =
µD×(o×D)

µF×(o×F )
× 2 = 2q−2

F (qF + 1)vol(oF )
4

を得る。
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2.2. 共役類上の不変測度. γ ∈ Gに対して OG(γ) = {g−1γg| g ∈ G }を γ の G-共役
類、Gγを γのGにおける中心化群とする。補題 10より、Gの共役類分割はOG(γ) (γ ∈
EG ∪ HG ∪ UG)で与えられる。γ ∈ EG ∪ HG ∪ UGに対する共役類と中心化群は次のよう
に具体的に求められる。

• γ = [ z 0
0 z ] (z ∈ F×)ならば、

OG(γ) = {γ}, Gγ = G

である。OG(γ)には体積１の離散測度を与える。
• γ = ιGE(t) (E ∈ Q(F ), t ∈ E× − F×)ならば、

OG(γ) = {ξ ∈ G| det ξ = NE(t), trξ = trE(t) }, Gγ = TG
E

である。dµGγ (ι
G
E(x)) = dµE×(x)でGγ

∼= E×のHaar測度 dµGγ が定まる。
• A = M(2, F )のとき、γ =

[
a1 0
0 a2

]
(a1, a2 ∈ F×)ならば

OG(γ) = {ξ ∈ G| det ξ = a1a2, trξ = a1 + a2 }, Gγ(F ) =M

dµM(x1, x2) = dµF×(x1) dµF×(x2)によりGγ
∼= (F×)2のHaar測度dµGγが定まる。

• A = M(2, F )のとき、γ = [ a 1
0 a ] (a ∈ F×)ならば

OG(γ) = {ξ ∈ G| (ξ − a12)
2 = 0, ξ ̸= a 12 }, Gγ =

{
[ z x
0 z ] | z ∈ F×, x ∈ F

}
である。これより、Gγ はユニモジュラーである。dµGγ = dµF×(z) dFxによって
GγにHaar測度を固定する。

OG(γ) は G の局所閉集合になる。G-同型 Gγ\G ∼= OG(γ) によって Gγ\G 上の商測度
dµG/dµGγ を移送して共役類O = OG(γ)に不変測度 µOを与える。
ω : Z → C1をユニタリー指標とする。smooth函数 f : G→ C でmod Zでコンパクト

台を持ち、
f(zg) = ω(z)−1 f(g), z ∈ Z, g ∈ G

を満たすもの全体をC∞
c (G,ω)とかく。

定義 14. γ ∈ G, f ∈ C∞
c (G,ω)とする。積分

Φ(γ, f) =

∫
OG(γ)

f(x) dµOG(γ)(x)(2.4)

を γに沿った f の軌道積分と呼ぶ。

補題 15. f ∈ C∞
c (G,ω)に対して、積分 (2.4)は絶対収束する。

Proof : γが半単純 (i.e. EG∪HGに共役）ならば OG(γ)は閉集合なので、任意のコンパクト
集合ω ⊂ Gに対して、OG(γ)∩(Zω)はコンパクトである。(実際、点列 gn ∈ OG(γ)∩(Zω)
をとると、gn =

[
zn 0
0 zn

]
hn (zn ∈ F×, hn ∈ ω)と書ける。部分列に移行して {hn}は収束

列であるとしてよい。gn ∈ OG(γ)ゆえ det gn = det γなので、z2n = det γ deth−1
n となり

z2nは収束する。よって、部分列に更に移行すれば znも収束する。)
これより、f ∈ C∞

c (G,ω)に対して上の積分が絶対収束することは見やすい。G = GL(2)
で、γ = [ a 1

0 a ] (a ∈ F×)のときは、岩澤分解G = NAKより自然な同一視Gγ\G = ZN\G ∼=
{[ t 0

0 1 ] | t ∈ F× }Kがある。これにより不変測度 dµG/dµGγ は |t|−2
F dF t dkの定数倍に対応

する。ここで、dkはKの全体積１のハール測度である。∫
Gγ\G

|f(g−1γg)| dµG/dµGγ ≪
∫
F×

∫
K

|f
(
k−1

[
z t−1

0 z

]
k
)
| |t|−2

F dt dk

=

∫
F×

∫
K

|f
(
k−1 [ z t

0 z ] k
)
| dt dk (∵ t−1 = t′と変数変換)

この最後の表示と fがmod Zでコンパクト台を持つことから積分の収束は自明である。
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2.3. Weylの積分公式. T ell
G = {TE|E ∈ Q(F ) }とする。Aが斜体のときには TG = T ell

G

とし、A = M(2, F )のときは TG = T ell
G ∪ {M} (M : 対角行列全体)とする。各 T ∈ TGに

対して、Treg = T − Zとおく。
T ∈ TGに対して、

DT (t) = | det(Ad(t)− I)|F , t ∈ T

とおく。

補題 16. T ∈ TGとする。写像 ηT : (T\G)× Treg → G、

ηT (g, t) = g−1 t g, ġ ∈ T\G, t ∈ Treg

は submersiveであり、任意の (g, t) ∈ (T\G)× Tregに対して

η−1
T (ηT (g, t)) = { (wEg, wEtw

−1
E ) |w ∈ W (G, T ) }

である。像 (Treg)
G =

∪
t∈Treg

OG(t)はGの開集合になる。

Proof : [8, §A.3.f], [21, 補題 (4.1.2)]

補題 17. (Weylの積分公式)： 可積分函数 f : G→ Cに対して、∫
Z\G

f(g) dµG(g) =
1

2

∑
T∈TG

∫
Z\Treg

DT (t) Φ(t, f) dµT (t)

が成り立つ。

Proof : [8, §A.3.f], [21, 補題 (4.1.2)]を参照せよ。

2.4. 軌道積分の germ展開. この節では F は非アルキメデス的とする。
T ∈ TGとする。軌道積分Φ(t, f)の t ∈ T の函数としての振る舞いは次の命題で与えら

れる。

命題 18. (1) f ∈ C∞
c (G,ω)する。Treg上ではΦ(t, f)は smooth函数であり、台はmod

Zで相対コンパクトな集合に含まれる。
(2) γ = z 1A ∈ Zとする。

(a) Aが斜体ならば、Φ(t, f)は γの近傍で smoothである。
(b) A = M(2, F )とする。Treg上の函数 ΓT

γ,u, Γ
T
γ (= Shalika germ) が存在して次

の性質を持つ：
• mod 任意の函数 f ∈ C∞

c (G,ω)に対して、γのGでの近傍N (f)が存在
して

Φ(t, f) = ΓT
γ,u(t) Φ([

z 1
0 z ] , f) + ΓT

γ (t) f(γ), t ∈ Treg ∩N (f)(2.5)

• γの十分近傍で、ΓT
γu(t)はDT (t)

−1/2に比例し、ΓT
γ (t)は次の定数に一致

する：

ΓT
γ (t) =

{
0 (T ̸∈ T ell

G ),

−vol(F×\D×) (T ∈ T ell
G )

(2.6)

ここで、Dは F 上の四元数体である。

命題 18の証明は、以下でいくつかの補題を準備しながら段階を分けて与える。(一般の場
合は、[24], [32], [19, §5, §6]を参照せよ。)
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2.4.1. Germ展開の存在証明. [32]に従いながら、「中心指標付き」に修正しつつ進む。こ
の小節を通して、G = GL(2, F )とし、γu = [ z 1

0 z ], γ = z 12とおこう。

補題 19. 開集合 U ⊂ Gに対して、Ũ = Ad(G)U をその充満化として Z(U) = Z ∩ Ũ−1Ũ
とおく。U がある点 x ∈ Gの基本近傍系を走るとき、Z(U)はZにおける単位元の基本近
傍系をなす。

Proof : g ∈ Ũの固有値を λi(g) ∈ F̄ (i = 1, 2)とするとき、ζg (ζ ∈ F×)の固有値が ζλi(g)
になることに注意すればよい。

補題 20. fu, f1 ∈ C∞
c (G,ω)で{

Φ(γu, fu) = 1,

Φ(γ, fu) = 0

{
Φ(γu, f1) = 0,

Φ(γ, f1) = ω(γ)−1

を満たすものが存在する。

Proof : OG(γu) = (G−Z)∩OG(γu)よりOG(γu)はOG(γu)において開集合である。γuの
G − Zでの相対コンパクト近傍N を十分小さくとると、補題 19から Zにおける単位元
の相対コンパクト近傍Z(N )上でωは自明になる。不変測度 dµOG(γu)の台はOG(γu)全体
に等しいので、µOG(γu)(Z(N )N ∩OG(γu)) ̸= 0である。

fu(g) =

{
ω(ζ)−1 µOG(γu)(Z(N )N ∩OG(γu))

−1 (g = ζg0 ∈ ZN ),

0 (g ̸∈ ZN )

によって smooth函数 fu : G → Cは矛盾無く定義されて、supp(fu) ⊂ ZN となる。
fu(ζg) = ω(ζ)−1 fu(g) (ζ ∈ Z)も明らかなので、fu ∈ C∞

c (G,ω)である。ZN ∩OG(γu) =
Z(N )N ∩OG(γu)に注意すると、

Φ(γu, fu) =

∫
Z(N )N∩OG(γu)

φ dµOG(γu) = 1,

Φ(γ, fu) = fu(γ) = 0

となる。次に、Gにおける γの微小近傍N1を ω|(Z ∩N−1
1 N1) = 1となるようにとり、

χ0(g) =

{
ω(ζ)−1 (g = ζg0 ∈ Z Ad(G)N1),

0 (g ̸∈ ZAd(G)N1)

として、χ0 ∈ C∞
c (G,ω)と定め

f1 = χ0 − Φ(γu, χ0) fu

と定義する。すると、

Φ(γ, f1) = f1(γ) = ω(γ)−1, Φ(γu, f1) = Φ(γu, χ0)− Φ(γu, χ0) Φ(γu, fu) = 0

となる。

Z\G-作用を持つ全不連結空間X 上の函数 ϕ : X → Cに対して ϕg(x) = ϕ(g−1 · x) (g ∈
Z\G, x ∈ X)とする。C0(X)を ϕg − ϕ (ϕ ∈ C∞

c (X), g ∈ Z\G)の形を持つ函数によっ
て生成される C∞

c (G)の部分空間とする。X = OG(γu)は AdによるG-作用を持つので、
C0(OG(γu))が定義される。

補題 21. ⟨µOG(γu), φ⟩ = 0, φ ∈ C∞
c (OG(γu))ならば φ ∈ C0(OG(γu))である。

Proof : OG(γu)はG-軌道なのでその上の Haar測度は定数倍を除いて一意である。これ
は、商空間C∞

c (OG(γu))/C0(OG(γu))の双対空間が１次元であることを意味する。
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補題 22. fu, f1 を補題 20のようにとる。任意の f ∈ C∞
c (G,ω)に対して、f ′ = f −

Φ(γu, f) fu − Φ(γ, f) f1とおくと、h ◦ Ad(g)− h (h ∈ C∞
c (G,ω), g ∈ G)の形の函数の有

限一次結合が存在してOG(γu)上で f ′と一致する。

Proof : fu, f1の性質からΦ(γu, f
′) = 0, f ′(γ) = 0となる。よって、f ′は γのある近傍で

零なので、φ = f ′|OG(γu)は φ ∈ C∞
c (OG(γu))であって、

⟨µOG(γu), φ⟩ = Φ(γu, f
′) = 0

を満たす。従って、補題 21より φ ∈ C0(OG(γu))となるので、

φ =
∑
j∈J

(hj ◦ Ad(gj)− hj), hj ∈ C∞
c (OG(γu)), gj ∈ G

と有限和で書ける。補題19より、G−ZのAd(G)-不変開集合Nをγu ∈ Nかつω|(N−1N∩
Z) = 1となるように取れる。各点 x ∈ OG(γu)のN における開近傍 Uxが存在して、任意
の jに対して hj|Ux ∩ OG(γu)は定数になる。補題 19に注意して Z(Ux)Vx ⊂ Uxを満たす
ように xの開近傍Vxをとる。ZVx∩OG(γu) = Z(Vx)Vx∩OG(γu) ⊂ Ux∩OG(γu)より、hj
はZVx ∩OG(γu)上で定数になる。

∪
j supp(hj)はコンパクトなので、有限個の点 xα (α =

1, . . . , r)が存在してVxα ∩OG(γu)によって被覆される。V ′
β = Vxβ

−
∪

α<β(Vxβ
−ZVxα)に

よって V ′
βを定めると、ZV ′

βは disjointでZV ′
β ∩ OG(γu)上すべての hjが定数になる。

hjはOG(γu)の開集合ZV ′
βj
∩ OG(γu)の特性函数の定数 cj倍であるとしよう。

各 j ∈ J に対して、Nj = ZV ′
βj
∩N とおき、ζg ∈ ZNjのとき ϕj(ζg) = ω(ζ)−1cjとし、

G−ZNj上で零とすることでϕj ∈ C∞
c (G,ω)が矛盾無く作れる。すると、ϕj|OG(γu) = hj

(j ∈ J)となる。そこで、ϕ =
∑

j∈J(ϕj ◦ Ad(gj)− ϕj)とおけば ϕ|OG(γu) = f ′|OG(γu)と
なる。

補題 23. f ∈ C∞
c (G,ω)が f |OG(γu) = 0を満たせば、γのコンパクト近傍Nf が存在し

て、Ñf = Ad(G)Nf 上で f は恒等的に零になる。

Proof : Ch : Z\G −→ F 3をg ∈ Z\GにAd(g) ∈ GLF (g)の特性多項式det(t−Adg(g))の係
数を対応させる写像とする。これは連続かつG-不変である。Ch(supp(f))はコンパクト集合
であり、Ch(γ)を含まない。よって、Ch(γ)の近傍C ⊂ F 3が存在して、C∩Ch(supp(f)) =
∅となる。そこで、γ ∈ N ⊂ Ch−1(C)なるN をとればよい。
germ展開の存在性 : f ∈ C∞

c (G,ω)に対して、補題 22を適用すると、有限個の函数
hi ∈ C∞

c (G,ω)および点 gi ∈ Gが存在して、

f ′′ = f − Φ(γu, f) fu − Φ(γ, f) f1 −
∑
i

(hi ◦ Ad(gi)− hi)

のOG(γu)への制限が恒等的に零になる。そこで、この f ′′に対して補題 23を適用するこ
とで、γのあるコンパクト近傍Nf であって f ′′|Ad(G)Nf ≡ 0なるものが存在する。特に、
Φ(t, f ′′) = 0 (∀t ∈ T ∩Nf )、つまり、

Φ(t, f) = Φ(γu, f) Φ(t, fu) + Φ(γ, f) Φ(t, f1), t ∈ T ∩Nf

そこで、ΓT
γ,u(t) = Φ(t, fu), Γ

T
γ (t) = Φ(t, f1)とすれば germ展開 (2.5)が成り立つ。

2.4.2. Shalike germの決定. 引き続き、G = GL(2, F )とする。(2.5)の両辺を特別な函数
に対して計算すればよい。χK ∈ C∞

c (G)を極大コンパクト部分群K = GL(2, oF )の特性
函数とする。

χ1
K(g) =

∫
F×

χK(cg) dµF×(c), g ∈ G

とすれば、χ1
K ∈ C∞

c (G, 1)である。以下で現れるC0は補題 12の定数である。また、条件
Pに対して、それが成立するときに限り δ(P) ∈ {0, 1}は 1とする。
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補題 24. (1) a =
[
a1 0
0 a2

]
∈M − Zに対して

Φ(g, χ1
K) = C0 vol(oF ) δ(a1a

−1
2 ∈ o×F ) |a1a2|

−1/2
F DM(a)−1/2

(2) z ∈ F×に対して、

Φ
(
[ z 1
0 z ] , χ

1
K

)
= C0 (1− q−1

F )−1

Proof : Ga\Gの不変測度の決め方から、

Φ(a, χ1
K) =

∫
M\G

∫
Z

f(g−1cag) dµA\G(g) dµ
×
F (c)

= C0

∫
x∈F

∫
c∈F×

∫
k∈K

χK

(
k−1 [ 1 −x

0 1 ]
[
ca1 0
0 ca2

]
[ 1 x
0 1 ] k

)
dµF×(c) dFx dk

= C0

∫
x∈F

∫
c∈F×

χK

([
ca1 (a1−a2)cx
0 ca2

])
dµF×(c)dFx dk

= C0

{∫
c∈F×

δ(ca1, ca2 ∈ oF , c
2a1a2 ∈ o×F ) dµF×(c)

}
vol(oF ) |a1 − a2|−1

F

= C0 vol(oF ) δ(a1a
−1
2 ∈ o×F ) |a1a2|

−1/2
F DA(a)

−1/2

もう一つの積分も同様に容易に計算される。

E ∈ Q(F ), T = TG
E とする。oE = oF + oF θとなる θ ∈ oEが存在する。θのF -最小多項式

を f(t) = t2 + b1t+ b0 ∈ oF [t]とすると、E/F の differentail idealは f ′(θ)oEとなる。そこ
で、u = f ′(θ) = 2θ + b1とおくと、ū = −u, E = F + Fuである。Eの F -基底 {1, u}に
よる正則表現によってEを行列環に埋め込むと

TE =
{[

z tu2

t z

]
| t, z ∈ F× }

となる。vol(Z\TG
E ) = vol(F×\E×) = 1であったことを想起しよう。

補題 25. e ∈ {1, 2}をE/Fの分岐指数とする。|N(τ)|F = |z|2Fを満たすようなτ =
[
z tδ2
t z

]
∈

TG
E − Zに対して

Φ(τ, χ1
K) = C0(qF − 1)−1 vol(oF )

{
−2 + (qe−1

F + qF ) |u|F DT (τ)
−1/2

}
Proof : 写像 σ : E → F を σ(ξ) = (ξ − ξ̄)/uで定義しよう。 ϖF , ϖEを F , Eの素元とす
る。このとき、任意の整数 l ∈ Zに対して、σ(ϖl

EoE) = ϖ
[l/e]
F oF が成り立つ。まず、χK

の軌道積分を計算する。

C−1
0 Φ(τ, χK) = C−1

0

∫
Z\G

χK(g
−1τg) dµZ\G(g)

=

∫
x∈F

∫
a∈F×

∫
k∈K

χK

(
k−1

[
a−1 0
0 1

]
[ 1 −x
0 1 ]

[
z tu2

t z

]
[ 1 x
0 1 ] [

a 0
0 1 ] k

)
|a|−1

F dµF×(a) dFx dk

=

∫
x∈F

∫
a∈F×

∫
k∈K

χK

([
z − xt a−1t(u2 − x2)
at z + xt

])
|a|−1

F dµF×(a) dFx dk

=

∫
x∈F

∫
a∈F×

∫
k∈K

χK

([
z − x a−1(t2u2 − x2)
a z + t

])
|a|−1

F dµF×(a) dFx dk

(2.7)

最後の被積分函数の中に現れた行列がKに属する条件は、x = c+ zとして変数 cを導入
すると、次と同値；

(c, 2z, a) ∈ o3F , N(τ) ∈ o×F , N(c+ τ) ∈ aoF
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よって、(2.7)は積分 I =

∫∫
(a,c)∈I

|a|−2
F dFa dF cの δ(2z ∈ oF , N(τ) ∈ o×F )倍に等しい。た

だし、I = {(a, c) ∈ o2F |N(c+τ) ∈ aoF }である。Iは減少集合列 {(a, c) ∈ I| c+τ ∈ ϖl
EoE }

(l ∈ N)によるフィルター付けを持つ。これで積分 Iを分解すると、

I =
∑
l∈N

J(l) (V (l)− V (l + 1)),

(2.8)

ただし、J(l) =
∫
a∈oF ; ordF (a)62l/e

|a|−1
F dµF×(a), V (l) = vol {c ∈ oF | c+ τ ∈ ϖl

EoE }

となる。J(l)は容易に

J(l) =
q
2l/e+1
F − 1

qF − 1
(2.9)

と計算される。一方、

I(l) = δ((oF + τ) ∩ϖl
EoE ̸= ∅) vol(F ∩ϖl

EoE)

となる。τ ∈ oE のとき、(oF + τ) ∩ ϖloE ̸= ∅は 2t ∈ σ(ϖl
EoE)と同値である。また、

E = F + θF ∼= F 2によって一時的にEに dFxの積測度を与えると、vol(ϖl
EoE) = vol(F ∩

ϖl
EoE) vol(σ(ϖ

l
EoE))であり、しかも σ(ϖl

EoE) = ϖ
[l/e]
F oF なので、

V (l) = δ(2t ∈ σ(ϖl
EoE))

vol(ϖl
EoE)

vol(ϖ
[l/e]
F oF )

= δ(ordF (2t) > [l/e]) q
2l/e−[l/e]
F vol(oF )(2.10)

(2.8)に (2.9), (2.10)を代入して直接計算すれば、I = (qF − 1)−1 vol(oF ) {−2 + (qe−1
F +

qF ) |2t|−1
F }を得る。DT (τ)

1/2 = |u|F |2t|F |N(τ)|−1/2
F なので、最終的に

C−1
0 Φ(τ, χK) = δ(2z ∈ oF , N(τ) ∈ o×F ) (qF−1)−1 vol(oF ) {−2+(qe−1

F +qF ) |u|F DT (τ)
−1/2}

を得る。これより、

Φ(τ, χ1
K) =

{∫
c∈F×

δ(2cz ∈ oF , c
2N(τ) ∈ o×F ) |c|

−1
F dF c

}
× C0 (qF − 1)−1 vol(oF )

{
−2 + (qe−1

F + qF ) |u|F DT (τ)
−1/2

}
右辺の積分は条件 |N(τ)|F = |z|2F のもとでは１になる。
命題 18の証明の完成 : さて、Shalika germの構成の仕方より、函数 ΓT

γu(t) = Φ(γu, fu)
である。ただし、fu ∈ C∞

c (G,ω)は補題 20の性質を持つ任意の函数であるが、その構成
法から γuの任意の微小開近傍N であってN−1N ∩Z上で ωが自明となるものに対して、
ZN に台を持ちしかも fu|N は中心指標 ωによらないようにとることが出来た。これよ
り、ΓT

γ,u(t) = Φ(t, fu)の γでの芽は中心指標に依存しないことが分かる。ΓT
γ (t)について

も同様である。よって、χ1
K ∈ C∞

c (G, 1)に対して展開 (2.5)の両辺を計算すれば ΓT
γ,u(t),

ΓT
γ (t)が決定できる。補題 24、補題 25および補題 13を使って実際に求めると (2.6)のよ
うになる。
命題 18 (1)は補題 16から従う。(2)の主張 (a)を示そう。t0 ∈ T を固定する。函数 f

が局所定数函数なことより、各点 x ∈ Z\Gに対してその近傍Nx ⊂ Z\Gおよび t0の T
での近傍 Uxが存在して、(g, t) ∈ Nx × Ux上で f(g−1tg)は定数値になる。Aが斜体なの
で、Z\Gはコンパクトである (補題 13(1))。よって、{Nx}は有限部分被覆 {Nxj

}を持つ。
U =

∩
j Uxj

とおこう。t ∈ U のとき

Φ(t, f) =

∫
Z\G

f(g−1tg) dµZ\G(g) =
∑
j

µZ\G(Nxj
) f(x−1

j t0xj)

13



となって、Φ(t, f)は t0の近傍 U 上で定数函数になる。
注意 ：

(1) (2.6)より、T ∈ T ell
G に対するΦ(t, f)の展開 (2.5)の右辺第２項（「漸近展開」の定

数項）は T に依存しない。これを保障するには正規化 vol(Z\T ) = 1が重要である
ことを注意しておく。

(2) 両側Kv-不変かつコンパクト台を持つG = GL(2, F )上の smooth函数 (要するに
不分岐ヘッケ環の元)全てに対する軌道積分の計算は [20, Chap. 5]で実行されて
いる。計算は Bruhat-Tis building (SL2(F )の tree) の頂点の個数を数え上げる問
題に帰着させる方法で行われる。[19, §5]に詳しい解説がある。

2.5. E型函数.

定義 26. ([25, Definition A (p.174)]) f ∈ C∞
c (G,ω)が条件

• Gell − Z上の函数 γ 7→ Φ(γ, f)はGell上の smooth函数に延長される。
• Φ(γ, f) = 0 (∀γ ∈ HG)

を満たすとき、E-型函数とよぶ。

補題 27. F は非アルキメデス的とする。f ∈ C∞
c (G,ω)がE-型函数ならば、

Φ(γ, f) = 0, ∀ γ ∈ G−Gell

Proof : G = GL(2, F )の場合のみが問題になる。共役類の分類結果 (2.2節参照)から、任意
の z ∈ F×に対してΦ([ z 1

0 z ] , f) = 0を示せばよい。T =Mに対する germ展開 (2.5)の左辺
は fがE型ならば消える。右辺でみると、ΓT

γ,u(t)は零ではないので、その係数Φ([ z 1
0 z ] , f)

は零でなくてはならない。

命題 28. ([25, Theorem 2.4(p.171)]) : F は非アルキメデス的とする。各E ∈ Q(F )に対
して函数 φE : TG

E → Cが与えられ、次の条件を満たすとする。
• φE(wtw−1) = φE(t) (∀ t ∈ TG

E , ∀w ∈ W (G, TG
E ))

• φE(zt) = ω(z)−1φE(t) (∀ t ∈ TG
E , ∀ z ∈ Z)

• {φE}はGell上の smooth函数に「貼り合わされる」。即ち、任意の γ ∈ Zに対し
て、Gにおける γの近傍N (γ)とある定数 c(γ)が存在して、任意のE ∈ Q(F )に
対して

φE(t) = c(γ), t ∈ N (γ) ∩ TG
E

このとき、E-型函数 f ∈ C∞
c (G,ω)が存在して、

Φ(t, f) = φE(t), ∀E ∈ Q(F ), ∀ t ∈ TG
E

となる。

この命題の証明は次節で与える。

2.5.1. 命題 28の証明. [25, Theorem 2.4]に従って進む。 TG
E (E ∈ Q(F ))全体の互いに素

な合併をG-共役で割って得られる商空間をXとする。自然な全射 EG → Xが存在する。
これにより商位相を与えると、Xは中心 Zが連続に作用する局所コンパクト全不連結位
相空間になる。各点 x ∈ Xに対して、その持ち上げの一つ x̃ ∈ EGを固定しておく。。

補題 29. x ∈ Xとして、x̃のGでの任意の近傍 Vを与える。すると、x̃の近傍 Vx̃ ⊂ Vお
よび函数 fx ∈ C∞

c (ZVx̃, ω)で、任意の半単純正則元 t ∈ Gに対して

Φ(t, fx) =

{
1 (OG(t) ∩ Vx̃ ∩ EG ̸= ∅),

0 (OG(t) ∩ Vx̃ ∩ EG = ∅)

を満たすものが存在する。つまり、函数 t 7→ Φ(t, fx)を空間X上の函数と見做すと、Vx̃∩EG

の像の特性函数に伸びる。
14



Proof : x̃ ̸∈ Zの場合：　補題 9より x̃ ∈ T − Zとなる T ∈ T ell
G が唯ひとつ存在する。命

題 16の写像 ηT : (T\G)× (T −Z) → Gを想起しよう。ηT (1, x̃) = x̃なので、命題 16から
Vx̃ ⊂ V ∩ (G−Z)を満たす開近傍をVx̃ = ηT (N1×N2)（N1はT\Gの原点のコンパクト開
近傍、N2は T における x̃のコンパクト開近傍）の形に取れて、しかも ηT : N1 ×N2

∼= Vx̃

は位相同型になる。更に、V−1
x̃ Vx̃∩Z上でωが自明になるとしてよい。N ′

1 ⊂ N1, N
′
2 ⊂ N2

を空でないコンパクト開集合として、V ′
x = ηT (N

′
1 × N ′

2)とおく。fx ∈ C∞
c (ZVx̃, ω)を各

ζ ∈ Zに対して ζ V ′
x̃上では定数 ω(ζ)−1 vol(N ′

1)
−1として、ZV ′

x̃の外では零として定める。
すると、γ ∈ V ′

x̃ ∩ T のとき

Φ(γ, fx) =

∫
OG(γ)∩ZVx̃

fx dµOG(γ) = vol(N ′
1)

−1

∫
N ′

1

dµT\G(g) = 1

Ad(G)Vx̃は T 以外の TGに属するトーラスと交わらない。これより、fxが求めるもので
ある。
x̃ = [ z 0

0 z ] ∈ Zの場合： β := [ z b
0 z ] ∈ Vとなるような b ∈ F×が存在する。よって、補題 20

の証明から、βの近傍Nβ ⊂ V ∩ (G−Z)と函数 hβ ∈ C∞
c (ZV , ω)が存在してΦ(β, hβ) = 1

となる。Nx̃ ⊂ V を x̃のコンパクト近傍とする。N−1
x̃ Nx̃ ∩ Z上で ωが自明になるように

Nx̃を小さくしておく。函数 hx̃ ∈ C∞
c (ZV , ω)を各 ζ ∈ Zについて ζNx̃上で ω(ζ)−1Γ−1

x̃ に
等しく、ZNx̃の外では零とおくことで定義する。fx = ω(x̃) (Γx̃)

−1{hx̃ − Φ(β, χx̃)hβ}と
おく。ここで、Γx̃は「0次」Shalika germ ΓT

x̃ (t) (これは T ∈ T ell
G によらない）である。す

ると、

Φ(β, fx) = 0, fx(x̃) = Γ−1
x̃

を満たす。この函数 fxに対して、germ展開 (2.5)が成り立つような x̃の近傍 Vx̃ ⊂ Nx̃が
存在する。γ ∈ Vx̃ ∩ (T − Z)ならば

Φ(γ, fx) = ΓT
x̃u(γ) Φ(β, fx) + ΓT

x̃ fx(x̃)

である。右辺の第一項はΦ(β, fx) = 0より消える。第二項は T ̸∈ T ell
G ならば ΓT

x̃ = 0(命題
18 (2.6))より零であり、T ∈ T ell

G ならばΓx̃ fx(x̃) = 1である。よって、fxが求める函数で
ある。

命題 28の証明 ： 命題の仮定から、{φE}はX 上の smooth函数 φ : X → Cを自然に決
める:

φ(x) = φE(x̃), (x̃ ∈ TE, E ∈ Q(F ))

φはX 上 smoothで商空間 Z\X はコンパクトなので、X の有限開集合族 {Vi}ri=0を次の
ように選べる：

• φは Vi上定数函数である。
• {ZVi}ri=0はXの被覆である。
• Gの開コンパクト集合 Viであって Vi ∩ EGのX への像が Viとなるものが存在し
て、V−1

i Vi ∩ Z上では ωは定数値をとる。

{Vi}を Ui = Vi −
∪

h<i(Vi ∩ ZVh)で定義される開集合族 {Ui}で置き換えれば、最初から
{ZVi}が disjointであると仮定できる。補題 29から各 x̃ ∈ Viに対して、x̃の開コンパクト
近傍V(x̃) ⊂ Viと函数 fx ∈ C∞

c (ZV(x̃), ω)であって、任意の半単純元 t ∈ G−Zに対して、
Φ(t, fx) = 1 ( if OG(t)∩ EG ∩V(x̃) ̸= ∅), Φ(t, fx) = 0 ( if OG(t)∩V(x̃)∩ EG = ∅)を満た
すものが存在する。Viのコンパクト性から {V(x̃)}から有限部分開被覆 {V(x̃i,α)}q(i)α=0を選
べる。更に、Ni,α = V(x̃i,α)−

∪
β<α(V(x̃i,β)∩ZV(x̃i,α))として、fi,α = fxi,α

|ZNi,αとおき、
fi =

∑
α fi,αと定義すると、fi ∈ C∞

c (ZVi, ω)であり、Φ(γ, fi) = 0 (if OG(γ)∩EG∩Vi = ∅),
Φ(γ, fi) = 1 (if OG(γ)∩ EG ∩Vi ̸= ∅)となる。φの Vi上での値を ciとして f =

∑
i cifiと

定義すると、これが求める函数になっている。
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3. 既約表現の distribution 指標とその独立性

Hを局所コンパクト位相群、ZHをその中心の閉部分群とする。ZH\HのHaar測度 dh
を固定する。KをHのコンパクト部分群とする。(π,Vπ)をHのHibert空間上の連続表
現、⟨ | ⟩を表現空間 V の (必ずしもG-不変とは限らない）内積とする。(エルミート内積
は常に最初の変数に関してC-線型とする。）πの中心指標は ηであるとする：

π(z) = η(z) Id, z ∈ ZH

Kの任意の有限次元連続表現 (τ,Wτ )に対して

Vπ[τ ] = Image(HomK(Wτ ,Vπ)⊗C Wτ −→ Vπ)

とおき、これを πのK-等型成分 (isotypic component)とよぶ。以下では、πはK-許容可
能（即ち、Kの任意の既約表現 τ に対して dimC Vπ[τ ] < +∞）であると仮定する。
L1(H, η)をH上の可側函数 fで、f(zh) = ω(z)−1 f(h) (z ∈ ZH)を満たし、|f |がZH\H

上可積分となるもの全体の空間とする。L1(H, η)(K)を両側K-有限な f ∈ L1(H, η)全体の
なす部分空間とする。f ∈ L1(H, η)(K)に対して、有界線型作用素 π(f) : Vπ → Vπが

⟨π(f)v |u ⟩ =
∫
ZH\H

f(h) ⟨ π(h)v |u ⟩ dh, u, v ∈ Vπ

で定義される。Kのある有限次元表現 τ が存在して π(f)(Vπ) ⊂ Vπ[τ ]となるので、π(f)
は有限階数をもつ。線型写像

tr π : L1(H, η)(K) ∋ f −→ tr [π(f)] ∈ C
を πの distribution 指標 (distributional character) と呼ぶ。

C-部分空間H ⊂ L1(H, η)(K)は次の条件を満たすとする：
• L1(H, η)で稠密である。
• Hは合成積で閉じている。
• f ∈ Hならば f ∗ ∈ H である。ただし、f ∗(h) = f(h−1)である。

補題 30. (σα, Lα)をHの中心指標 ηの既約ユニタリー表現の族とし、各 αに対して xα ∈
Lα − {0}が与えられているとする。また、(σ, L)をHの中心指標 ηの既約ユニタリー表
現、x ∈ L零でないベクトルとする。任意の αについて σαが σとユニタリー同値でない
ならば、任意の正数 ϵに対して、ある f ∈ Hが存在して、∑

α

∥σα(f)xα∥2 < ϵ ∥σ(f)x∥2

となる。

Proof : ([15, Lemma 16.1.1]) 背理法で証明するため、仮にある ϵ0 > 0に対して∑
α

∥σα(f)xα∥2 > ϵ0∥σ(f)x∥2, ∀f ∈ H(3.1)

となったとしよう。L′を {(σα(f)xα) ∈
⊕

α Lα| f ∈ H }の
⊕̂

αLαでの閉包とする。する
と、L′はG-安定な閉部分空間になる。(3.1)より、条件

ψ((σα(f)xα)) = σ(f)x, f ∈ H

を満たす有界線型写像ψ : L′ → Lが唯ひとつ存在する。特に、ψはG-作用と可換になる。
更に、ψ ̸= 0である。(実際、x ̸= 0で、HはL1(H, η)において稠密だから σ(f)x ̸= 0とな
る f ∈ Hが存在する。よって ψ((σα(f)xα) = σ(f)x ̸= 0である。) ψ̃|(L′)⊥ = 0, ψ̃|L′ = ψ

として ψ̃ :
⊕̂

αLα → Lを定義すると、これは零でない連続なG-線型写像になる。包含写
像Lα ↪→

⊕̂
αLαと ψ̃の合成写像としてG-線型写像 ψα : Lα → Lが定義される。任意の α

に対して、σαと σは同値ではないので、Schurの補題から ψα = 0でなくてはならない。
よって、ψ̃ = 0となってしまい矛盾する。
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補題 31. πj (j ∈ I)を中心指標 η の K-許容可能な既約ユニタリー表現の族であって、
i ̸= jならば πi ̸∼= πjを満たすとし、{aj}j∈Iを複素数の族とする。任意の f ∈ Hに対して∑

j∈I aj tr π(f)が絶対収束して 0に等しいならば、aj = 0 (∀j ∈ I)である。特に、H上の
線型形式の族 {tr πj}j∈I は線型独立である。

Proof : aj = a′j +
√
−1a′′j (a′j, a

′′
j ∈ R)と表す。任意の f ∈ Hについて tr πj(f ∗ f ∗) ∈ R+

(∀ j ∈ I)だか
∑

j∈I aj trπj(f ∗ f ∗) = 0より∑
j∈I

a′j tr πj(f ∗ f ∗) =
∑
j∈I

a′′j tr πj(f ∗ f ∗) = 0

である。よって、∑
j∈I

aj trπj(f ∗ f ∗) = 0, (aj ∈ R) =⇒ aj = 0 (∀j ∈ I)

を示せばよい。I+ = {j ∈ I| aj > 0 }, I− = I − I+とおく。I+ ̸= ∅と仮定して矛盾を導
く。j0 ∈ I+とし、零でない単位ベクトル u0 ∈ Vπj0

をとる。更に、各添え字 j ∈ I−に対
して、Vπj

の正規直交基底 {uα,j}をとる。補題 30より、ある函数 f ∈ Hが存在して、∑
j∈I−

∑
α

∥πj(f)
√
−aj uα,j∥2 <

1

2
∥πj0(f)

√
aj0 u0∥2

となる。従って、∑
j∈I−

(−aj) tr πj(f ∗ f ∗) =
∑
j∈I−

(−aj)
∑
α

∥πj(f)uα,j∥2

<
1

2
aj0∥πj0(f)u0∥2

<
1

2
aj0tr πj0(f ∗ f ∗) 6 1

2

∑
j∈I+

aj tr πj(f ∗ f ∗)

となり、
∑

j∈I aj tr πj(f ∗ f ∗) = 0と矛盾する。よって、I+ = ∅である。同様の論法で、
{j ∈ I |aj < 0 } = ∅が示せる。従って、aj = 0 (∀I)である。

4. 局所体上のGL(2)およびその inner forms の局所調和解析

この章を通して、F を標数 0の局所体、Dを F 上の四元数体とする。G = D×または
GL(2, F )とする。D×, GL(2, F )の中心はいずれも F×に自然に同型だから区別せずZと
書く。G = GL(2, F )のとき、標準的な極大コンパクト部分群Kを [31, ]のように固定す
る。G = D×のとき、Kを任意に固定した極大コンパクト部分群とする。

4.1. 指標の局所可積分性. Gの任意の既約ユニタリー表現 (π,Vπ)はK許容可能であるこ
とが知られている。更に、Gの正則元全体G− Zの上で定義された smooth函数 χπが存
在して、χπはG上局所可積分函数になり

tr π(f) =

∫
G

f(g)χπ(g) dµG(g), f ∈ C∞
c (G)

であることが知られている ([15, Theorem 7.7], [14])。以降では、この函数 χπをも trπと
書くことにする。(注意：函数 χπはGのハール測度のとり方に依存しない。)
与えられた指標 ω : F× → C1 に対して、H(G,ω)を両側 K-有限であるような函数

ϕ ∈ C∞
c (G,ω)全体の空間とする。

17



4.2. 主系列表現. G = GL(2, F )としよう。µ1, µ2 : F× → C× を擬指標とすると、µ =
(µ1, µ2)は自然に分裂トーラスMの擬指標と見做せる。G上の smooth函数φ : G→ Cで

φ ([ a1 x
0 a2 ] g) = µ1(a1)µ2(a2)

∣∣∣a1a2 ∣∣∣1/2F
φ(g), (a1, a2 ∈ F×, x ∈ F, g ∈ G)

を満たすもの全体の空間H0(µ)に群Gを右移動で作用させることでGの smooth許容表
現 π(µ)が定義される。この表現は µがユニタリー指標ならば内積

⟨φ1, φ2⟩K =

∫
K

f1(k) f2(k) dk(4.1)

によってユニタリー化可能であることが分かる。函数としての指標 trπ(µ) : G− Z → C
は次のように求めることが出来る。

補題 32. g ∈ G− Zが a =
[
a1 0
0 a2

]
∈ HGに共役ならば

[trπ(µ)](g) = DM(a)−1/2{µ1(a1)µ2(a2) + µ1(a2)µ1(a2)}

ただし、DM(a) = |a1 − a2|2F |a1a2|−1
F である。g ∈ G− ZがHGの要素に共役でなければ

[tr π(µ1, µ2)] (g) = 0である。

Proof : (cf. [15, Proposition 7.6]) ω = µ1µ2が π(µ)の中心指標になる。任意の φ, φ′ ∈
H0(µ)および f ∈ C∞

c (G,ω)に対して、

⟨[π(µ)(f)]φ, φ′⟩K =

∫
Z\G

f(g) ⟨π(µ1, µ2)φ, φ
′⟩K dg

=

∫
Z\G

f(g)

{∫
K

φ(kg)φ′(k) dk

}
dg

=

∫
Z\G

∫
K

f(k−1g)φ(g)φ′(k) dk dg

=

∫
n∈N

∫
m∈Z\M

∫
k1∈K

∫
k∈K

f(k−1nmk1)φ(nmk1)φ′(k) δP (m)−1 dn dm dk1 dk

=

∫
K×K

Kf (k, k1)φ(k1)φ′(k) dk dk1

ただし、

Kf (k, k1) =

∫
N

∫
Z\M

f(k−1nmk1)µ(m)δP (m)−1/2 dm dn

Kへの制限写像H0(µ) → H0(µ)|Kは線型同型であり、この同型のもとで、作用素 π(µ) :
H0(µ)|K → H0(µ)|Kは核函数Kf によって表される。よって、

tr [π(µ)f ] =

∫
K

Kf (k, k) dk

=

∫
N×Z\M×K

f(knmk)µ(m) δP (m)−1/2 dm dn dk

最後の式のN ×K上の積分はm ∈M − Zの軌道積分でかける。実際、

Φ(m, f) =

∫
M\G

f(g−1mg) g) dġ

=

∫
N×K

f(k−1n−1mnk) dn dk

= | det(Ad(m)− 1)n|−1
F

∫
N×K

f(k−1n′mk) dn′ dk

18



最後の等号を得るためには、変数変換 n′ = n−1mnm−1 を行い、dn′ = | det(Ad(m) −
1)n|F dnであることを使った。（行列表示で簡単に分かる。）| det(Ad(m)−1)n|F = DM(m)1/2 δP (m)1/2

なので、結局、

tr [π(µ)f ] =

∫
Z\M

µ(m)DM(m)−1/2Φ(m, f) dm

が得られた。θ(g)をm ∈M − Zに共役な gに対してはDM(m)−1/2(µ(m) + µ(wm))とお
き、M − Zに共役でない gに対しては零で定義すると、Weyl積分公式から∫
Z\G

θ(g) f(g) dg =
1

2

∫
Z\Mreg

θ(m) Φ(m, f)DM(m) dm =

∫
Z\Mreg

µ(m)DM(m)−1/2 Φ(m, f) dm

よって、χπ(µ)(g) = θ(g) (g ∈ G− Z)が示せた。

注意 : 主系列表現の distribution指標がG− Z上では smooth函数で表されることは、補
題 32から分かる。

4.3. 離散系列表現. (π,Vπ)を中心指標 ωの既約ユニタリー表現、Vπを VπのK-有限ベク
トル全体の空間とする。
v, u ∈ Vπに対して、函数

ϕπ
u,v(g) = ⟨u | π(g)v ⟩, g ∈ G

を行列係数と呼ぶ。ϕπ
u,v(zg) = ω(z)−1 ϕπ

u,v(g) (z ∈ Z)であることに注意しよう。

可側函数 ϕ : G→ Cで、ϕ(zg) = ω(z)−1 ϕ(g) (z ∈ Z)かつ
∫
Z\G

|ϕ(g)|2 dµZ\G(g) < +∞

なるもの全体の空間を L2(G,ω)と定義する。

定義 33. ϕπ
v,v ∈ L2(G,ω)となるような v ∈ Vπ − {0}が存在するとき、(π,Vπ)を２乗可積

分表現（離散系列表現）と呼ぶ。Π2(G,ω)を中心指標ωを持つ離散系列表現のユニタリー
同値類の集合（或いはその完全代表系）とする。

補題 34. π ∈ Π2(G,ω)とすると、ある正の定数 d(π)が存在して∫
Z\G

ϕπ
u1,v1

(g)ϕπ
u2,v2

(g) dµZ\G(g) = d(π)−1⟨u1 |u2 ⟩ ⟨ v1 | v2 ⟩, u1, u2, v1, v2 ∈ Vπ

を満たす。(d(π)を πの形式次数 (formal degree)とよぶ。) σ ∈ Π2(G,ω)が πと同値でな
ければ、 ∫

Z\G
ϕπ
u1,v1

(g)ϕσ
u2,v2

(g) dµZ\G(g) = 0, u1, v1 ∈ Vπ, u2, v2 ∈ Vσ

である。

Proof : F が非アルキメデス的のときは、[4, 10a.2 (p.74–75)]を参照。

注意 ：形式次数は群Z\GのHaar測度のとり方に依存する。

我々の目的のために必要となる、離散系列表現の「粗い」分類を復習しよう。G = D×の
場合、Z\D×はコンパクトだから任意の既約表現は有限次元であり、行列係数は当然２乗
可積分になる。故に、任意の既約ユニタリー表現は離散系列表現である。G = GL(2, F )
の場合、F が非アルキメデス的かそうでないかで分けて述べよう。

(1) F が非アルキメデス的の場合。離散系列表現は次の２種類からなる：
• 超尖点表現：既約 smooth表現 πは、その任意の行列係数 ϕπ

u,vがC∞
c (G,ω) (ω

は πの中心指標）に属するとき超尖点的と定義される。([4, Chap 3 §10])
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• Steinberg表現の捻り: 射影直線 P1
F に一次分数変換でGを作用させること

で函数空間 C∞(P1)はGの smooth表現になる。定数函数の生成する１次元
部分加群によるの商表現C∞(P1)/Cを Steinberg表現とよび、StGとかく。ユ
ニタリー指標 η : F× → C1に対して、η ◦ detをGの１次元表現と見做して、
StG(η) = StG⊗[η◦det]と定義する。St(η)の中心指標はη2である。G-空間とし
ての同型 P1 = P\Gによって、G-加群の同型C∞(P1) ∼= H0(| |−1/2

F , | |1/2F )が得
られる。π(µ)の組成列の記述 ([18, 2.3.3], [4, Chap 3 §9])より、H0(| |−1/2

F , | |1/2F )
は自明表現Cを唯ひとつの部分加群に持ち、その商は既約であることが分か
る。よって、StG(η)をG加群の完全列

0 −→ η ◦ det −→ π(η| |−1/2
F , η| |1/2F ) −→ StG(η) −→ 0(4.2)

で定義してもよい。StG(η)が離散系列表現であることは行列係数の分裂トー
ラスM に沿った増大度を漸近的に評価することで示せる ([15, Lemma 15.2
(p.472)], [6, §8], [4, Theorem 17.5(p.118)])

既約 smooth表現の分類表 ([18, 定理 2.11])のなかで、上に挙げた２系列の表現以
外（既約主系列表現あるいは１次元指標）が２乗可積分でないことは、例えば、２
乗可積分性の判定条件 ([6, Theorem 4.4.6])により、あるいは、直接行列係数の漸
近的大きさを評価して ([4, Proposition 17.10(p.121)])もチェックできる。

(2) F = Rの場合。l1 − l2 ∈ Nを満たす (l1, l2) ∈ C2に対して、GL(2,C)の有限次元
表現 detl2 ⊗Syml1−l2 を ρCl1,l2 とする。ただし、SymkはGL(2,C)のC2における自
然な表現の k次対称積表現である。ρl1,l2 = ρCl1,l2 |GL(2,R)によりG = GL(2,R)の
有限次元表現を定義する。さて、主系列表現 π(µ1, µ2)を考えよう。そのO(2,R)-
有限ベクトル全体を表現空間とする (gl(2,R),O(2,R))-加群を π0(µ1, µ2)とする。
µ1(t) = |t|l1R sgn(t)ϵ1(t), µ2(t) = |t|l2R sgn(t)ϵ2(t) (l1, l2 ∈ C, ϵ1, ϵ2 ∈ {0, 1}) と書ける。
条件

l1 − l2 ∈ Z>1, ϵ1 + ϵ2 ≡ l1 − l2 + 1 (mod 2)(4.3)

のもとで、(gl(2,R),O(2,R))-加群 π0(µ1, µ2)は ρl1,l2 を唯ひとつの既約商にもち、
σ(l1, l2) = Ker(π(µ1, µ2) → ρl1,l2)は既約表現である:

0 −→ σ0(l1, l2) −→ π0(µ1, µ2) −→ ρl1,l2 −→ 0(4.4)

σ0(l1, l2)を適切な内積で完備化することで、ユニタリー表現 σ(l1, l2)が得られ、こ
れは離散系列表現であることが知られている。更に、ω(t) = |t|mR sgnϵ(t)のとき、

Π2(GL(2,R), ω) = {σ(l1, l2)| l1 − l2 ∈ Z>1, l1 + l2 = m, l1 − l2 + 1 ≡ ϵ (mod 2) }
であることも知られている。

(3) F = Cの場合。離散系列表現は存在しない。

4.3.1. 離散系列表現の性質 (非アルキメデス素点の場合). 離散系列表現、特に Steinberg
表現の行列係数の必要な性質を復習する。（[23], [4]を参照。）
この小節ではF を非アルキメデス的, G = GL(2, F )とする。Kの開部分群 I = {[ a b

c d ] ∈
K| c ∈ ϖFoF }を岩堀部分群とよぶ。容易にK = I∪ IwI (ただし、w = [ 0 1

1 0 ])であること
が分かる。よって、µG(K) = µG(I) {1+ ♯(I/I∩wIw−1)} = µG(I) (1+ q)となる。これと、
補題 12の証明から

µG(I) = q−2
F (qF − 1) vol(oF )

4(4.5)

となる。

補題 35. Π =
[

0 1
ϖF 0

]
とし、ϵ ∈ {0, 1}, a ∈ Zに対して、

wϵ,a = Πϵ
[
ϖa

F 0

0 ϖ−a
F

]
, w′

ϵ,a = Πϵ
[

0 ϖa
F

ϖ−a
F 0

]
,
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とおく。すると、W = {wϵ,a, w
′
ϵ,a|ϵ ∈ {0, 1}, a ∈ Z}は ZI\G/Iの完全代表系を与える。

更に、

µG(Iwϵ,aI) = µG(Iwϵ,−aI) = q−2a µG(I),

µG(Iw
′
ϵ,aI) = µG(Iw

′
ϵ,−a−1I) = q−(2a+1) µG(I)

となる。

Proof : [4, 17.1 Proposition (p.115), 17.8 Lemma1 (p.119)]

補題 36. 任意の指標 η : F× → C1に対して Steinberg表現の捻り St(η)の形式次数は次の
ように与えられる：

d(St(η))−1 = 2q−2
F (qF + 1) vol(oF )

4 = vol(F×
v \D×)

Proof : St(η) = St⊗ η(det)により d(St(η)) = d(St)である。[4, 17.6]のように Stのある単
位ベクトル τ, θに対する行列係数 f = ϕτ,θを考える。測度の正規化の違いに注意して [4,
17.9 (p.120)]および補題 35を使うと、

µG(I)
−1

∫
Z\G

|f(g)|2 dµZ\G(g) =
∑
w∈W

µG(I)µG(IwI)
−1 = 2{

∞∑
b=1

q−b
F + 1} = 2

qF + 1

qF − 1

となり、d(St)−1 = 2(qF + 1)(qF − 1)−1 µG(I)を得る。これと (4.5), 補題 13より結論が従
う。

補題 37. π = St(η)を Steinberg表現の η : F× → C1による捻りとする。その指標は正則
楕円元上で

[trπ](t) = −η(det t), t ∈ Gell − Z

となる。また、

[tr π] (a) = η(a1a2)

(
|a1|F + |a2|F
|a1 − a2|F

− 1

)
, a =

[
a1 0
0 a2

]
∈M − Z

Proof : 一般に長さ有限の smooth表現の短完全列 0 → π1 → π2 → π3 → 0に対して、
tr π2 = tr π1 + tr π3が成り立ち、従ってGreg上で tr π2 = tr π1 + tr π3である。これを短完
全列 (4.2)に適用すると、

[tr π(| |−1/2
F η, | |1/2F η)](t) = [tr St(η)](t) + [tr η ◦ det](t), t ∈ Greg

を得る。命題 32と [tr η ◦ det](t) = η(det t)であることから結論が従う。

主系列表現 π0 = π(1F× , 1F×) (1F× は F×の自明指標)は f0(k) = 1 (∀k ∈ K)となるK-不
変ベクトル f0を唯ひとつ含む。内積 (4.1)により、行列要素 Ξ = ϕπ0

f0,f0
を考えると、

Ξ(g) =

∫
K

δP (kg)
1/2 dk, g ∈ G

となる。明らかに Ξ(zk′gk) = Ξ(g) (∀(z, g, k, k′) ∈ Z ×G×K×K)であるから、Cartan
分解G =

∪
a∈N ZK

[
ϖa

F 0
0 1

]
Kによれば、次の補題は Ξの明示公式を与える：

補題 38.

Ξ
([

ϖa
F 0
0 1

])
= q

−a/2
F

(
1 +

qF − 1

qF + 1
a

)
, a ∈ N

Proof : T (p)を両側剰余類K
[
ϖF 0
0 1

]
Kの特性函数とすると、π0(T (p))f0 = 2q

1/2
F f0なの

で Ξ ∗ T (p) = 2q
1/2
F Ξが成り立つ。この方程式から am = Ξ(

[
ϖm

F 0
0 1

]
)の漸化式を導き解け

ばよい。cf. [5, Exsercise 4.6.2 (p.511)]

補題 39. ϕを St(η)の任意の行列係数とすると次が成り立つ。
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(1) |ϕ(g)| ≪ µG(IgI)
−1, g ∈ G

(2) 積分
∫
N
ϕ(n) dnは絶対収束する。

Proof : ([23, Proposition 2.2.3]) (1) Stのある単位ベクトル τ, θに対して、等式 |ϕτ,θ(g)| =
µG(IgI)

−1が [4, 17.7 Proposition, 17.8 Lemma 2]から従う。Stが既約なことから、gの函
数として ϕ(g)は有限線型結合

∑
i ci ϕτ,θ(xigyi)に表せることが分かる。簡単に示せる不等

式 µG(IghI) 6 µG(IgI)µG(IhI) ([23, Lemma 2.1.2])により、g 7→ µG(IxigyiI)は上下から
µG(IgI)の定数倍で評価される。これらの注意から (1)が従う。
(2)不等式µG(IghI) 6 µG(IgI)µG(IhI)から、ある定数C > 1が存在して評価µG(Ik

′gkI) 6
C µG(IgI) (g ∈ G, k′, k ∈ K)が成り立つ。よって、∫

a∈Z\M

∫
n∈N

|ϕ(na)| δP (a)−1/2 dµM(a) dµN(n)(4.6)

≪
∫
a∈Z\M

∫
n∈N

µG(InaI)
−1 δP (a)

−1/2 dµM(a) dµN(n)

6 C−1

∫
a∈Z\M

∫
n∈N

∫
k∈K

∫
k′∈K

µG(Ik
′nakI)−1 δP (a)

−1/2 dk dk′ dµM(a) dµN(n)

= C−1C−1
0

∫
Z\G

∫
K

µG(Ik
′gI)−1 δ

1/2
P (g) dk′ dµZ\G(g)

= C−1C0

∫
Z\G

µG(IgI)
−1 Ξ(g) dµZ\G(g) = C−1C0

∑
w∈W

Ξ(w)

補題 35および補題 38からこの最後の級数は
∑

b∈N q
−b+ϵ
F (∀ϵ > 0)で評価されるので収

束する。よって、積分 (4.6)は有限になる。これより、測度零の補集合をもつ部分集合
X ⊂ Z\M が存在して、a ∈ X のとき

∫
n∈N |ϕ(na)| dµN(n) < +∞となる。しかし、ϕは

smoothだから、Z\M の開コンパクト部分群 U があって、ϕ(nag) = ϕ(na) (∀g ∈ U)とな
る。Z\M = X U だから、任意の a ∈ Z\M で積分

∫
n∈N |ϕ(na)| dµN(n) < +∞となる。

補題 40. (Selberg principle) ϕを離散系列表現 π ∈ Π2(GL(2, F ), ω)の任意の行列係数と
すると ∫

N

ϕ(xny) dn = 0, x, y ∈ G

Proof : ([23, Proposition 2.2.5]) π = St(η)とする。行列係数 ϕを定義するのに使ったベク
トルをとりかえれば、x = y = eとして示せば十分。Stの表現空間を V とする。双線型形
式 J が

J(ξ, ξ′) =

∫
N

⟨ St(n)ξ | ξ′ ⟩dn, ξ, ξ′ ∈ V

で定義される。(補題 39から積分は絶対収束する。) V (N)を St(n) ξ − ξ (n ∈ N, ξ ∈ V )
の形のベクトルの有限和全体とすると、Jacquet加群 V/V (N)はM の表現として δ−1

P と
同型 ([4, (9.10.3)直後 (p.68)])。故に、あるベクトル u1 ∈ V が存在して V = Cu1 + V (N),
St(a)u1 − δP (a)

−1u1 ∈ V (N)となる。ξ ∈ V (N)または ξ′ ∈ V (N)ならば、J(ξ, ξ′) = 0で
あることは明らか。よって、J(u1, u1) = 0をしめせば、J = 0となって証明が終わる。a ∈
M−Zに対して、内積の不変性と変数変換によってJ(St(a)u1, u1) = δP (a) J(u1, St(a

−1)u1)
が分かる。これと、St(a)u1 − δ−1

P (a)u1 ∈ V (N)より、J(u1, u1) = δ3P (a) J(u1, u1)が得ら
れる。従って、J(u1, u1) = 0である。πが超尖点的な場合には、V = V (N)であるから、
上の証明をなぞればよい。
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補題 41. ϕを離散系列表現 π ∈ Π2(GL(2, F ), ω)の任意の行列係数とすると、任意の a ∈
M − Zに対して軌道積分Φ(a, ϕ)は絶対収束して零に等しい。更に、∫

Z\Gell

|ϕ(g)| dµG(g) < +∞

Proof : ([23, Lemma 3.1.1]) 補題 32の証明から

Φ(m, |ϕ|) = | det(Ad(m)− 1)n|−1
F

∫
N×K

|ϕ(k−1nmk)| dn dk(4.7)

となる。ϕ = ϕπ
u,vとすると、ある開コンパクト部分群K ⊂ Kに対して、u, vはK-不変に

なる。このことから、Kに関する積分は
∫
N
|ϕ(k−1

i nmki)| dnなる形の積分の有限和に帰
着されることが分かる。g 7→ ϕ(k−1

i gmki)は πの行列係数なので補題 39から軌道積分の
絶対収束性が従い、補題 42からその消滅が従う。(注：πが超尖点的表現のとき、軌道積
分の収束は補題 15による。）
後半部の主張は、超尖点表現にたいしては自明なので、以下π = St(η)とする。補題39(1)

から
∫
Z\Gℓ

µG(IgI)
−1 dµG(g) < +∞を示せば十分である。Gnを |a| 6 nを満たす両側剰余

類 Iwϵ,aI, Iw
′
ϵ,aIの合併集合として、χGnをその特性函数とする。φ(g) = µG(IgI), φn(g) =

χGn(g)φ(g)とおくと、φn(g)はコンパクト台を持つ正の単調増加函数列で Gの各点で
φ(g) = limn→∞ φn(g)となる。積分論の単調収束定理から、極限 limn→∞

∫
Z\Gell

φn(g) dµZ\G(g)

が存在することを言えば十分。さて、Gell 上で [trSt](t) = −1 (補題 37)に注意すると、
−
∫
Z\Gell

φn(g) dµZ\G(g)は次の２つの積分の差 I1(n)− I2(n)になる：

I1(n) =

∫
Z\MG

[tr St](g)φn(g) dµZ\G(g), I2(n) =

∫
Z\G

[tr St](g)φn(g) dµZ\G(g)

StIは有限次元（実は１次元）なので、有限基底 {ξi}がとれる。φnは両側 I-不変だから

I2(n) =
∑
i

∫
Z\G

ϕξi,ξi(g)φn(g) dµZ\G(g)

となる。ϕξi,ξiはStの行列係数である。補題39の証明の中で注意したとおりφ(g) = |ϕτ,θ(g)|
だから、非積分函数 ϕξi,ξi(g)φn(g)は上から β(g) = |ϕξi,ξi(g)| |ϕτ,θ(g)|で押さえられる。
St ∈ Π2(G, 1)なので、βは可積分函数である。よって、優収束定理から limn→∞ I2(n)は
収束する。I1(n)の方は、Weyl積分公式から

I1(n) =
1

2

∫
Z\Mreg

DM(a) [tr St](a) Φ(a, φn) dµZ\M(a)

である。補題 37から、ある定数 C ′ > 0が存在して、0 < DM(a)1/2 [trSt](a) < C ′ (∀a ∈
Mreg)上となる。特に、I1(n)は正の数からなる増加数列になり、積分

C ′

2

∫
Z\Mreg

DM(a)1/2Φ(a, φ) dµZ\M(a)

で上から押さえられる。この積分は、(4.7)によって書き直すと、∫
Z\Mreg

δP (a)
−1/2|φ(na)| dn dµZ\M(a)

の定数倍で上から評価される。これは (4.6)より有限である。

補題 42. ϕを離散系列表現 π ∈ Π2(GL(2, F ), ω)の任意の行列係数とすると、任意の T ∈
T ell
G , t ∈ Tregに対して軌道積分Φ(t, ϕ)は絶対収束する。
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4.3.2. 離散系列の擬行列係数.

命題 43. F は非アルキメデス的、π ∈ Π2(G,ω)とする。v, u ∈ Vπ に対する行列係数
ϕ = ϕu,vは次の性質を満たす。

(1) T ∈ TGとするとき、軌道積分Φ(t, ϕ)は t ∈ Tregについて局所一様に絶対収束して、

Φ(t, ϕ) =

0 (T ̸∈ T ell
G ),

ϕ(1)

d(π)
[tr π](t) (T ∈ T ell

G )

となる。
(2) 任意の σ ∈ Π2(G,ω)に対して、有界線型作用素 σ(ϕ) : Vσ → Vσで

⟨σ(ϕ)u′ | v′ ⟩ =
∫
Z\G

⟨σ(g)u′ | v′⟩ϕ(g) dµZ\G(g), u′, v′ ∈ Vσ

なるものが定義される。この作用素は有限階数で、そのトレースは

tr[σ(ϕ)] =

0 (σ ̸∼= π)
1

d(π)
ϕ(1) (σ ∼= π)

で与えられる。

Proof : (1) ([8, Proposition A.3.e (p.53)]) G = GL(2, F ), m ∈ M のとき、補題 41から
Φ(m, f) = 0である。T ∈ T ell

G としよう。f ∈ H(G,ω)を任意にとる。f は左右からK-有
限だから、Kの有限次元表現 τが存在して Imπ(f) ⊂ Vπ[τ ]となる。有限次元空間Vπ[τ ]の
正規直交基底 {ξi}を固定すると、∫

Z\G
{
∫
G

f̄(g)ϕ(x−1gx) dµG(g)} dµZ\G(x)(4.8)

=

∫
Z\G

⟨π(x)u |π(f)π(x)v ⟩ dµZ\G(x)

=

∫
Z\G

∑
ij

⟨π(x)u | ξi ⟩ ⟨ ξi |π(f) ξj⟩ ⟨ ξj | π(x)v ⟩dµZ\G(x)

=
∑
ij

⟨ ξi |π(f) ξj⟩
∫
Z\G

⟨π(x)u | ξi ⟩ ⟨ ξj | π(x)v ⟩dµZ\G(x)

=
∑
ij

⟨ ξi |π(f) ξj⟩
1

d(π)
⟨u | v ⟩ ⟨ ξi | ξj ⟩ (∵補題 34)

=
1

d(π)

∑
i

⟨ ξi |π(f) ξi⟩ =
1

d(π)
trπ(f)

supp(f) ⊂ Gell − Z ならば、(4.8)の最初の累次積分の順序交換が可能であることが分か
る。実際、任意の T ∈ T ell

G に対して、supp(f)∩ TGはコンパクトなので、ηT (U1 ×U2)な
る形のコンパクト集合に含まれる (補題 16)。ただし、U1 ⊂ T\G, U2 ⊂ T −Zはいずれも
コンパクトである。Weylの積分公式 (補題 17)から∫

Z\G
{
∫
TG−Z

|f(g)| |ϕ(x−1gx)| dµG(g)} dµZ\G(x)

≪
∫
x∈Z\G

{
∫
t∈U2

DT (t)

∫
g∈U1

|ϕ(x−1g−1tgx)| dµT\G(g) dµT (t) }dµZ\G(x)

= vol(Z\T ) vol(U1)

∫
t∈U2

DT (t) {
∫
T\G

|ϕ(x−1tx)| dµT\G(x)} dµT (t)
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最後の積分は補題 41の２番目の主張から有限である。故に、積分順序交換により、Gell−Z
に台を持つ任意の函数 f ∈ C∞

c (G)に対して∫
G

f̄(g) {
∫
Z\G

ϕ(x−1gx) dµZ\G(x)} dµG(g) =
1

d(π)
trπ(f)

が得られた。vol(Z\T ) = 1に注意すれば、これはΦ(t, ϕ) = d(π)−1 tr π(t) (∀ t ∈ Gell −Z)
を示している。
(2) ([8, Proposition A.3.g (p.57)]) Cauchy-Schwarz不等式と補題 34から∫

Z\G
|⟨σ(g)u′ | v′⟩| |ϕ(g)| dµZ\G(g 6

1

d(σ)
∥v′∥ ∥u′∥ ∥ϕ∥L2(G,ω)

となる。これより有界作用素 σ(ϕ) : Vσ → Vσが定義可能なことが分かる。u, v ∈ Vπ[τ ]と
なるKの有限次元表現 τ を選ぶと、σ(ϕ)Vσ ⊂ Vσ[τ ]となるが、σの許容可能性から Vσ[τ ]
は有限次元である。故に、σ(ϕ)は階数有限の作用素である。{ξi}を Vσ[τ ]の正規直交基底
とすると、

trσ(ϕ) =
∑
i

∫
Z\G

⟨σ(g)ξi | ξi⟩ϕ(g) dµZ\G(g)

=
∑
i

∫
Z\G

ϕσ
ξi,ξi

(g)ϕπ
u,v(g) dµZ\G(g)

= δσ,π
∑
i

1

d(π)
⟨u|ξi⟩ ⟨ξi|v⟩ (∵補題 34)

=
1

d(π)
⟨u|v⟩ = ϕ(1)

d(π)

命題 44. π ∈ Π2(G,ω)とする。このとき次の条件を満たす函数 fπ ∈ H(G,ω)が存在する。
(1) σ ∈ Π2(G,ω)に対して、

trσ(fπ) =

{
0 (σ ̸∼= π),

1 (σ ∼= π)

G = GL(2, F )で σ = π(µ1, µ2)が主系列表現ならば trσ(fπ) = 0となる。
(2) T ∈ TG, t ∈ Tregのとき

Φ(t, fπ) =

{
0 (T ̸∈ T ell

G ),

χπ(t) (T ∈ T ell
G

Proof : F = Rの場合には [21, 第５章]を参照せよ。(SL(2,R)で書かれているので、若干
の修正が必要。）
以下では、F が非アルキメデス的と仮定する。v ∈ Vπ −{0}を一つ固定する。離散系列

の分類より、πは超尖点表現かあるいは Steinberg表現の捻りである。それぞれに応じて
場合分けして考える。

• πが超尖点表現の場合 : このとき、fπ = d(π)ϕv,v は C∞
c (G,ω)に属し、fπ が (1)

の後半部分以外の主張を満たすことは命題 43から従う。
• πが Steinberg表現の捻りの場合 : 各E ∈ Q(F )に対して

φE(t) = d(π) Φ(t, ϕv,v), t ∈ TE

によってφE : TE → Cを定義する。（命題 43(2)により、ここに現れる軌道積分は
絶対収束する。）すると、{φE}は命題 28の条件を満たす。実際、(a)は φE を軌
道積分で定義しているので自明。(b)は ϕv,v(zg) = ϕv,v(g) (z ∈ Z)より従う。函
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数 φE(t)が γ = [ z 0
0 z ] ∈ Z の近傍で smoothなことを確かめる。 命題 43(1)から

φE(t) = tr π(t) (t ∈ TE −Z)なので、(c)を確かめるには指標 trπ|(Gell−Z)がGell

全体に smoothに伸びればよい。補題 37から [tr π](t) = −η(det t) (t ∈ Gell − Z)
なので明らかにGell全体で smoothである。
さて、函数族 {φE}E∈Q(F )に命題 28を適用することによって、任意のE ∈ Q(F )

に対して

Φ(t, fπ) = φE(t) = d(π) Φ(t, ϕv,v), t ∈ TE − Z(4.9)

を満足するE-型函数 fπ ∈ C∞
c (G,ω)が存在する。(2)はこの関係式と命題 43(1)か

ら自明である。任意の σ ∈ Π2(G,ω)に対して、

trσ(fπ) =
∑
T∈TG

1

2

∫
Z\Treg

χσ(t) Φ(t, fπ)DT (t) dµZ\T (t),(4.10)

trσ(ϕv,v) =
∑
T∈TG

1

2

∫
Z\Treg

χσ(t) Φ(t, ϕv,v)DT (t) dµZ\T (t)(4.11)

である。命題 43(1)より Φ(t, ϕv,v) = 0 (T ̸∈ T ell
G )であり、fπ が E型函数なので

Φ(t, fπ) = 0 (T ̸∈ T ell
G )である。この注意と関係式 (4.9)をあわせれば、d(π)trσ(ϕv,v) =

trσ(fπ)が従う。よって、命題 43(2)から trσ(fπ) = δσ,πとなり、(1)の前半部が示
せた。

G = GL(2, F )として、(1)の後半部分を示そう。σ = π(µ1, µ2)の指標公式（補題 32）か
ら χσ(t) = 0 (∀t ∈ Gell)である。公式 (4.10)は σ = π(µ1, µ2)でも正しいが、T ̸∈ T ell

G なら
ばΦ(t, fπ) = 0、T ∈ T ell

G ならば χσ(t) = 0により、右辺はゼロになる。

定義 45. π ∈ Π2(G,ω)に対して、命題 44の条件を満たす函数 fπ ∈ H(G,ω)を擬行列係
数 (pseudo matrix coefficient) と呼ぶ。

補題 46. G = GL(2, F ) (F : 非アルキメデス的)とする。Steinberg表現の捻り π = St(η)
の擬行列係数 fπに対して、fπ(1) = d(π)である。

Proof : 補題 37より、任意の t ∈ T − Zに対してΦ(t, fπ) = [tr π](t) = −η(det t)である。
そこで t→ 1を考えると、germ展開からΓT

1 f(1) = −1を得る。よって、(2.6), 補題 13(2)
および補題 36から、f(1) = −(ΓT

1 )
−1 = vol(Z\D×)−1 = d(π)となる。

補題 47. G = GL(2, F )とする。F が非アルキメデス的なとき、fをSteinberg表現Stの擬
行列要素、F = Rのとき、fを離散系列表現 σ(1/2,−1/2)の擬行列係数とすると、η2 = 1
なる任意のユニタリー指標 η : F× → C1に対して、

[tr (η ◦ det)](fSt) = −δη,1
である。

Proof : F が非アルキメデス的な場合、完全系列 (4.2)より

[tr(η ◦ det)](fSt) = [tr π(η| |−1/2
F , η| |1/2F )](fSt)− [tr St(η)](fSt)

命題 44より右辺の値は確定する。F = Rの場合も、完全系列 (4.4)を用いれば同様。

4.3.3. 指標の直交関係. (cf. [8, A.3]) F を標数 0の非アルキメデス的局所体とする。補題
11(1)よりQD(F ) = QM(2,F )(F ) = Q(F )であることに注意しよう。集合EG−ZはTG

E −Z
(E ∈ Q(F ))の互いに素な合併集合になり自然にF -多様体である。C∞

c (EG −Z, ω)をこの
空間上の smooth函数 φ : EG − Z → Cで φ(zt) = ω(z)−1 φ(t) (z ∈ Z)を満たすもの全体
のなすC-線型空間とする。函数 φ1, φ2 ∈ C∞(EG − Z, ω)に対して

⟨φ1, φ2⟩ell =
1

2

∑
T∈T ell

G

∫
Z\Treg

DT (t)φ1(t)φ2(t) dµZ\T (t)(4.12)
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によって内積を定義する。更に、この内積でC∞
c (EG −Z, ω)を完備化して得られるL2空

間をL2(EG, ω)と書く。E ∈ Q(F )に対して、ιD
×

E : E× ∼= TD×
E および ι

GL(2)
E : E× ∼= T

GL(2)
E

によって、D× のトーラス TD×
E と GL(2, F )のトーラス T

GL(2)
E を同一視する。すると、

C∞(EG −Z, ω)はGによらない次のような空間 C(F )と同一視される。C(F )は smooth函
数 φE : E× → Cで φE(ax) = ω(a)−1 φE(x) (a ∈ F×)を満たすものの族 φ = {φE}E∈Q(F )

全体のなす線型空間で、内積は

⟨φ1, φ2⟩C =
1

2

∑
E∈Q(F )

∫
F×\E×

φE
1 (t)φ

E
2 (t) δE(t)

dµE×

dµF×
(t)

ここで、δE(t) = DTG
E
(ιGE(t))、或いは具体的に書けば、

δE(t) =

∣∣∣∣trE/F (t)
2

NE/F (t)
− 4

∣∣∣∣
F

, t ∈ E×

である。

命題 48. 中心指標が ωである離散系列指標 tr π (π ∈ Π2(G,ω))の EG − Zへの制限全体
は内積 (4.12)に関して正規直交系を成す。つまり、

⟨tr π, tr π′⟩ell =

{
1 (π ∼= π′),

0 (π ̸∼= π′)

trσ (σ ∈ Π2(D
×, ω))は L2(ED× , ω) ∼= L2(EGL(2,F ), ω)の正規直交基底を成す。

Proof : (cf. [8, Theoreme A.3.h (p.59)]) G = D× (D : 四元数体)のとき、群 Z\Gはコン
パクトであり、G = Gellである (補題 10)ことに注意しよう。従って、この場合の命題の
主張はコンパクト群の指標の直交関係式に他ならず、その完全性は Peter-Weylの定理か
ら従う。
fπ ∈ C∞

c (G,ω)を πの擬行列係数とする。すると、

tr π′(fπ) =
∑
T∈TG

1

2

∫
Z\Treg

[trπ′](t) Φ(t, fπ)DT (t) dµZ\T (t)

=
1

2

∑
T∈T ell

G

∫
Z\Treg

[tr π′](t) [tr π](t)DT (t) dµZ\T (t) (∵命題 44(2))

= ⟨ tr π′, tr π⟩ell
これと命題 44(1)から結論は明らか。

注意 : 一般の p-進代数群に対する離散系列指標の直交関係式に関しては、[8, A.3]を参照
してください。そこでは、２通りの方法で証明が与えられています。第一証明では、（当
時GL(n)に対しては証明されていた）離散系列の行列係数に対するある予想を仮定して
直交関係式を導いています。その予想は、Clozelによって肯定的に解かれました ([7])。第
二証明では、擬行列係数の存在とその性質を証明し ([8, A.4])利用する方法がとられてい
ます。このノートでは、この後者の方式に従いました。

5. Jacquet-Langlands対応

5.1. 局所対応. F を標数 0の局所体としてG = GL(2, F )とおく。DをF 上の四元数体と
して、νDをその被約ノルム、τDをその被約トレースとする。D×, Gの中心を区別せずZ
と書き、自然にF×と同一視しておく。ユニタリー指標ω : F× → C1を固定し、これを中
心Zの指標と見做す。正則楕円元の対 (γ, γ′) ∈ Gell ×D×

ellに対して、

det γ = νD(γ
′), trγ = τD(γ

′)

が成り立つとき、γ ↔ γ′と書くことにする。
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補題 49. 正則楕円共役類の空間の間の全単射ψ : (Gell−Z)/Ad(G) → (D×
ell−Z)/Ad(D×)

で条件
ψ(OG(γ)) = OD×(γ′) iff γ ↔ γ′

を満たすものが一意的に決まる。

Proof : 補題 9より写像 ψとその逆写像 ψ′が、任意の (E, t) ∈ Q(F ) × (E× − F×)に対
して

ψ(OG(ι
G
E(t)) = OG′(ιG

′

E (t)), ψ′(OG′(ιG
′

E (t)) = OG(ι
G
E(t))

を満たすように矛盾無く定義されることが分かる。これが上の条件を満たすことは補題 7
から従う。

定理 50. 全単射 JLF : Π2(G,ω) −→ Π(D×, ω)であって、γ′ ↔ γとなる任意の正則楕円
元対 (γ, γ′) ∈ Gell ×D×

ellに対して

[tr JLF (π)](γ
′) = −trπ(γ)

を満たすものがただ一つ存在する。更に、次が成り立つ。
• 玉河測度に関する離散系列表現の形式次数はこの対応で保たれる：d(JLF (π)) = d(π)
• 任意のユニタリー指標 η : F× → C1に対して JLF (St(η)) = η ◦ νDである。

5.2. 大域対応. F を有限次元代数体、その整数環を oF とする。F のアルキメデス素点全
体の集合をΣ∞ = ΣR ∪ΣC, 有限素点全体の集合をΣfin、Σ = Σ∞ ∪Σfinを素点全体の集合
とする。v ∈ Σfinに対し、ovを完備化 Fvの整数環、pvを ovの極大イデアル、ϖvを pvの
生成元とし、剰余体 ov/pvの位数を qvとかく: qv = ♯(ov/pv).　完備化 Fv (v ∈ Σ∞)の直
積環を F∞とする: F∞ =

∏
v∈Σ∞

Fv. F のアデール環をAとすれば、Aは有限アデール全
体の環Afinと F∞の直積に分解される: A = F∞ × Afin.

Aを F 上の四元数体とする。GL(2)を F -代数群と見做して Gと書き、乗法群 A× の
定義する F -代数群をGAで表す。G, GAの中心を区別せずに Zで表す。イデール類指標
ω = ⊗v : F

×\A1 → C1を固定する。Πcus(G(A), ω)を、中心指標 ωを持つG(A)の既約カ
スプ表現全体の集合とする。
η2 = ω を満たすイデール類群指標 η : F×\A× → C× に対して、ϕη(g) = η(νD(g))

(g ∈ G′(A))の形を持つ函数 ϕη 全体の張る L2
0(G

′, ω)の閉部分空間を L2
sp(G

′, ω)とおき、
その直交補空間をL2

0(G
′, ω)と定義する。Π0(GA(A), ω)をL2

0(G
′, ω)の既約部分表現全体

の集合とする。
ΣAをAの分岐素点全体の集合とする。Aの極大整環Oを固定する。任意の v ∈ Σ−ΣA

に対して、同型Av
∼= M2(Fv)をO⊗oF ov

∼= M(2, ov)となるように固定し、２つの群G(Fv),
GA(Fv)を同一視する。

定理 51. 写像 JLA : Π0(GA(A), ω) −→ Πcus(G(A), ω)で次の条件を満たすものがただ一つ
存在する: σ ∈ Π0(GA(A), ω), π = JLA(σ)を (抽象ユニタリー表現として) σ ∼=

⊗
v σv ,

π ∼=
⊗

v πvと制限テンソル積に分解するとき、

任意の素点 v ∈ Σ− ΣAにおいて (GA(Fv) ∼= G(Fv)の表現として) σv ∼= πvである。
(5.1)

更に、この対応は次の性質を持つ。
• π = JLA(σ), σ ∼=

⊗
v σv, π

∼=
⊗

v πvとするとき、任意の分岐素点v ∈ ΣAにおいて、
πv ∈ Π2(G(Fv), ωv)かつ JLFv(πv) = σvである。ただし、JLFv : Π2(G(Fv), ωv) →
Π(A×

v , ωv)は局所 Jacquet-Langlands対応である。
• 像 JLA(Π0(GA(A), ω))は、任意の分岐素点 v ∈ ΣAで πv ∈ Π2(G(Fv), ωv)を満たす
ような π ∈ Πcus(G(A), ω)全体からなる。

系 52. (GAにおける強重複度１定理) : σ, σ′ ∈ Π0(GA(A), ω), σ ∼=
⊗

v σv, σ
′ ∼=

⊗
v σ

′
vと

する。有限個の素点を除いて σv ∼= σ′
vならば σ = σ′である。
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6. 証明

この章を通して、有限次元代数体F 上の四元数体Aを固定し、G′ = GA, G = GL(2)と
おく。5.2節で導入した定義、記号はこの章を通して有効とする。更に、非自明な加法指
標 ψF : F\A → C1を固定する。v ∈ Σに対して、G(Fv)の標準的な極大コンパクト部分
群Kvを [31, §3]のように固定する。その他、GL(2)に関わる記号は [31]に従う。
この章は、[15], [12], [11], [25]などを参考にして、若干整理を加えたものである。

6.1. 玉河測度. 任意の素点 v ∈ Σにおいて、ψF の v-成分 ψF,v を局所体 Fv の加法指標
とし採用し、て 2.1節で説明した構成によって、様々な F -代数群の Fv値点上のHaar測
度を正規化する。例えば、dµZ(Fv), dµG(Fv), dµG′(Fv)などが定義される。v ∈ Σfinのとき、
µZ(Fv)(Z(Fv)∩Kv) = µF×

v
(o×v ) = 1なので、dµZ(Fv)のテンソル積によってアデール群Z(A)

の Haar測度 dµZ(A)を定義する。一方、補題 13の証明から µG(Fv)(Kv) = q−2dv
v ζF,v(2)

−1

であるから、
∏

v∈Σfin
µG(Fv)(Kv) < +∞となる。よって、アデール群G(A)のHaar測度が

dµG(A)(g) =
⊗
v∈Σ

dµG(Fv)(gv)

で定義可能である。G′(A)に対してもG(A)の場合と平行な構成によりHaar測度 dµG′(A)
を定義する。（殆ど全ての素点では G(Fv) ∼= G′(Fv)であることに注意せよ。）dµG(A),
dµG′(A)をG(A), G′(A)の (非正規化)玉河測度という。Z(A)\G(A), Z(A)\G′(A)には商測
度dµZ(A)\G(A) = dµG(A)/dµZ(A), dµZ(A)\G′(A) = dµG′(A)/dµZ(A)を与える。L2-空間L2(G,ω),
L2(G′, ω)の内積はこれらの測度によって定義されているとする。

6.2. セルバーグ跡公式. ω : F×\A1 → C1 とする。[31, 4.1.1]のように、局所ヘッケ環
H(G(Fv), ωv) (v ∈ Σ) および大域ヘッケ環H(G(A), ω)を定義する。G′に対しても同様
に、H(G′(Fv), ωv), H(G′(A), ω)を定義する。

6.2.1. GL(2)の場合 (簡易化された跡公式). ([31, §7]を参照せよ。）f ∈ H(G(A), ω)に対
する右正則表現R(f) : L2(G,ω) → L2(G,ω)はスペクトル分解

L2(G,ω) = L2
cus(G,ω)⊕̂L2

res(G,ω)⊕̂L2
cont(G,ω)

に応じてR(f) = Rcus(f) +Rres(f) +Rcont(f)と分解されて、Rcus(f), Rres(f)はトレース
族作用素であった。その跡は絶対収束級数

trRcus(f) =
∑

π∈Πcus(G(A),ω)

tr π(f),(6.1)

trRres(f) = vol(Z(A)G(F )\G(A))−1
∑
η2=ω

∫
Z(A)\G(A)

η(det g) f(g) dg(6.2)

で与えられた。（重複度１定理により、各既約カスプ表現のL2
cus(G,ω)での重複度は１で

あることに注意する。）更に、試験函数 f ∈ H(G(A), ω) が次の条件を満たすとする。
(a) f は分解可能である。即ち、各素点で函数 fv ∈ H(G(Fv), ωv)が決まって、殆ど全
ての素点では fv = f ◦

v、

f(g) =
∏
v

fv(gv), g = (gv) ∈ G(A)

となる。ただし、各有限素点において、f ◦
v ∈ H(G(Fv), ωv)は f ◦

v (gv) = ωv(zv)
−1

(g = zvkv ∈ Z(Fv)Kv) かつ f ◦
v |(G(Fv)− Z(Fv)Kv) ≡ 0で定義される函数である。

(b) 2つの素点 v1, v2が存在して、

v ∈ {v1, v2}に対してΦv(av, fv) = 0 (∀ av ∈ HG(Fv))(6.3)

ただし、Φvは群G(Fv)における軌道積分を表す。
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γ ∈ (EG(F ) − Z(F )) ∪ HG(F )とする。Gγ(A)上のHaar測度 dµGγ(A)を、各素点において
(ψF,vを使って)群Gγ(Fv)上に固定してあるHaar測度 dµGγ(Fv)(2.2節参照)の直積測度で
定義する: dµGγ(A) = ⊗vdµGγ(Fv). γ ∈ (EG(F ) −Z(F ))∪HG(F )に対するアデール的な軌道
積分を

ΦA(γ, f) =

∫
Gγ(A)\G(A)

f(g−1γg) dµGγ(A)\G(A)(g)

で定義する。測度の決め方から、積公式ΦA(γ, f) =
∏

v Φv(γ, fv)が成り立つ。
さて、簡易化されたセルバーグ跡公式は次のようになる ([31, 定理 93])：

trRcus(f) + trRres(f)(6.4)

= τ(G) f(1) +
∑

γ∈[(EG(F )−Z(F ))∪HG(F )]/Z(F )

vol(Z(A)Gγ(F )\Gγ(A))ι(γ)−1 ΦA(γ, f)

ただし、

τ(G) = vol(Z(A)G(F )\G(A)) (Z\Gの玉河数)

であり、ι(γ)は−γと γがG(F )-共役であるかないかに従い 1または 2とする。

6.2.2. GAの場合. G′ = GAとおこう。群 Z(A)\G′(A)はコンパクトなので、右正則表現
L2(G′, ω)は既約表現の離散直和に分解する。L2

sp(G
′, ω), Π0(G

′(A), ω)の定義により、、

L2(G′, ω) =

{⊕̂
σ∈Π0(G′(A),ω)

σ

}
⊕̂L2

sp(G,ω)

となる。試験函数 f ′ ∈ H(G′(A), ω)に対して、右正則表現R(f ′)はトレース族作用素であっ
て上の分解に沿って２つの作用素R0(f

′) : L2
0(G

′, ω) → L2
0(G

′, ω), Rsp(f
′) : L2

sp(G
′, ω) →

L2
sp(G

′, ω)の和に分解される。セルバーグ跡公式は

trR0(f
′) + trRsp(f

′)(6.5)

= τ(G′) f ′(1) +
∑

γ∈[EG′(F )−Z(F )]/Z(F )

vol(Z(A)G′
γ(F )\G′

γ(A)) ι′(γ)−1Φ′
A(γ, f

′)

と表せる。ただし、

τ(G′) = vol(Z(A)G′(F )\G′(A)) (Z\G′の玉河数)

であり、ι′(γ)は−γと γがG′(F )-共役であるかないかに従い 1または 2とする。また、各
中心化群G′

γ(A)上のHaar測度を直積 dµG′
γ(A) = ⊗vdµG′

γ(Fv)で決めたうえで、アデール的
な軌道積分を

Φ′
A(γ, f

′) =

∫
G′

γ(A)\G(A)
f ′(g−1γg) dµG′

γ(A)\G′(A)(g)

で定義すれば、分解可能な試験函数 f ′ = ⊗vf
′
v に対して積公式 Φ′

A(γ, f
′) =

∏
v Φ

′
v(γ, f

′
v)

が成り立つ。

6.3. 局所対応の構成 (R上の場合). H = {C,−1}RをHamilton四元数体とする:

H = {ξ = [ z w
−w̄ z̄ ] | z, w ∈ C }

H1 = {ξ ∈ H| det(ξ) = 1 } = SU(2)とおくと、ξ 7→ ((det ξ)1/2, ξ (det ξ)−1/2)は Lie群の同
型写像H× → R×

+×H1を与える。GL(2,C)の有限次元表現ρCl1,l2の制限σc(l1, l2) = ρCl1,l2 |H
×

はH×の既約表現で、H×の中心指標 ω(z) = |z|mR sgn(z)ϵ (m ∈ C, ϵ ∈ {0, 1}) に対して、
Π(H×, ω) = {σc(l1, l2)| l1 − l2 ∈ Z>1, l1 + l2 = m, l1 − l2 + 1 ≡ ϵ (mod 2) }
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であることが分かる。(SU(2)に対して、コンパクトリー群の既約表現のCartan-Weyl分類
を適用し、あとは中心指標による補正を行えばよい。）4.3節で復習したGL(2,R)の離散系
列の分類結果と比較すると、対応 σ(l1, l2) 7→ σc(l1, l2)によって全単射Π2(GL(2,R), ω) →
Π(H×, ω)が得られる。この対応が定理50の指標条件を満たすことを示せばよい。T ell

GL(2,R) =

T ell
H× = {T}、ただし

T =
{
z
[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
| z > 0, θ ∈ R

}
である。完全系列 (4.4)と補題 32より

[trσ(l1, l2)](t) = −tr ρl1,l2(t), t ∈ T − Z(6.6)

である。一方、[tr ρl1,l2 ](t) = [tr ρCl1,l2 ](t) = tr σc(l1, l2)](t)は明らかである。よって、

trσ(l1, l2)(t) = −trσc(l1, l2)](t), t ∈ T − Z

となり、確かに定理 50の条件が満たされている。

系 53. G = GL(2,R)とする。中心指標 ωの離散系列表現 σ(l1, l2)の指標は楕円元上で

[trσ(l1, l2)]
(
z
[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

])
= ω(z)

e−i(l1−l2)θ − ei(l1−l2)θ

eiθ − e−iθ

で与えられる。特に、これはGell全体に smoothに拡張される。

Proof : ρl1,l2の指標公式 (= Weylの指標公式の特別な場合)と (6.6)から従う。

注意 : このノートでは、[25], [8]に従って、p-進体上での局所対応の構成を保型表現の
Jacquet-Langlands対応を経由して行う。実素点では、GL(2,R)の任意の離散系列表現が
主系列表現の組成因子に現れることから、上で見たように保型表現を経由することなく至
極単純に局所対応の証明が出来る。p-進体上でも、超尖点表現の存在によって状況は困難
さを著しく増すものの、純局所的な証明がやはり可能である ([4, Chap.13])。

6.4. 試験函数の matching.

定義 54. v ∈ Σとする。２つの函数 fv ∈ H(G(Fv), ωv)および f ′
v ∈ H(G′(Fv), ωv)の対

(fv, f
′
v)を考える。
• v ∈ ΣAの場合：次の２条件を満たすとき、(fv, f ′

v)をmatching pairと呼び fv ↔ f ′
v

と書く：
(1) γv ↔ γ′vなる任意の正則楕円元対 (γv, γ

′
v) ∈ Gell ×G′

ellに対して

Φv(γv, fv) = Φ′
v(γ

′
v, f

′
v)

である
(2) 任意の av ∈ HG(Fv)に対してΦv(av, fv) = 0である。

• v ∈ Σ− ΣAの場合：G(Fv) ∼= G′(Fv)から導かれる同型H(G(Fv), ωv) ∼= H(G′(Fv), ωv)
によって fv, f

′
vが対応するとき (fv, f

′
v)をmatching pairと呼び fv ↔ f ′

vと書く。

注意 : v ∈ ΣA ∩Σfin, fv ↔ f ′
vならば fv, f

′
vはE型函数である。実際、命題 18(2)の最初の

主張よりH(G′(Fv), ωv)の函数はすべてE型である。よって、条件 (1)から γv 7→ Φv(γ, fv)
はGell上 smoothな拡張を持つ。これと条件 (2)から fvも E型になる。

補題 55. (1) v ∈ ΣA∩Σfinとして、fv ∈ H(G(Fv), 1)をG(Fv) = GL(2, Fv)のSteinberg
表現の擬行列係数とする。G′(Fv)上の定数函数 f ′

v = −vol(Z(Fv)\G′(Fv))
−1に対

して fv ↔ f ′
vとなる。

(2) v ∈ ΣA ∩ ΣR として、fv ∈ H(G(R), ωv)を G(Fv) = GL(2,R)の離散系列表現
σ(l1, l2) (l ∈ N∗)の擬行列係数とする。G′(Fv)の有限次元表現 σ′ = σc(l1, l2)の 0
でない単位ベクトル ξ′をとり f ′

v(g
′) = −d(σ′)−1 ϕσ′

ξ′,ξ′(g
′)とおくと、fv ↔ f ′

vとな
る。更に、fv, f ′

vはE型である。
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Proof : (1) T ∈ T ell
G(Fv)

に対して vol(Z(Fv)\T ) = 1であったから、Φ′
v(γ, f

′
v) = 1 (∀ γ ∈

EG′(Fv) − Z)となる。これと補題 37および命題 44から fv ↔ f ′
vである。

(2) F = Rでの局所対応から、JLR(σ(l1, l2)) = σc(l1, l2)である。これと命題 44から結論
が出る。

補題 56. v ∈ ΣA ∩ Σfinとする。

(1) 任意の f ′
v ∈ H(G′(Fv), ωv)に対して、fv ↔ f ′

vなる E型函数 fv ∈ H(G(Fv), ωv)が
存在する。

(2) 任意の E型函数 fv ∈ H(G(Fv), ωv)に対して、fv ↔ f ′
vなる f ′

v ∈ H(G′(Fv), ωv)が
存在する。

Proof : (1) φE(ι
G(Fv)
E (t)) = Φ(ι

G′(Fv)
E (t), f ′

v) (E ∈ Q(Fv), t ∈ E× − F×
v )として、φE :

T
G(Fv)
E → Cを定義し、命題 28を適用するればよい。
(2) φE(ι

G′(Fv)
E (t)) = Φ(ι

G(Fv)
E (t), f ′

v) (E ∈ Q(Fv), t ∈ E×−F×
v )として、φE : T

G′(Fv)
E → C

を定義すると、fvが E型なので命題 28が適用できる。

補題 57. fv ↔ f ′
vとする。更に、v ∈ ΣA ∩ΣRのときには、fv, f ′

vは補題 55の条件を満た
す試験函数の組とする。

(1) fv(1) = −f ′
v(1)である。

(2) 任意の指標 ηv : F
×
v → C1に対して、∫

Z(Fv)\G(Fv)

fv(g) ηv(det gv) dµZ(Fv)\G(Fv)(gv) =

∫
Z(Fv)\G′(Fv)

f ′
v(g

′
v) ηv(νAv(g

′
v)) dµZ(Fv)\G′(Fv)(g

′
v)

である。

Proof : (1) F が非アルキメデス的としよう。T = T
G(Fv)
E (E ∈ Q(Fv)とすると、任意の

γ ∈ T − Z(Fv)に対して Φv(γ, fv) = Φ′
v(γ, f

′
v)である。この等式において、γ → 1とし

た極限を考える。fvは上で注意したように E型なので、germ展開 (2.5)より ΓT
1 fv(1) =

−vol(Z(Fv)\G′(Fv)) fv(1)に近づく。右辺は命題 18より連続なので∫
T ′\G′(Fv)

f ′
v(1) dT ′\G′(Fv)µ = vol(T ′\G′(Fv)) f

′
v(1)

に近づく。ここで、T ′ = T
G′(Fv)
E ⊂ G′(Fv)である。よって、fv(1) = −f ′

v(1)を得る。
F = Rの場合には、系 53と補題 44からから従う。

(2) fvは E型なので、補題 17から、左辺は

1

2

∑
E∈Q(Fv)

∫
E×

v −F×
v

δE(t) ηv(t)
2Φv(ι

G(Fv)
E (t), fv) dµF×

v \E×(t)

となる。右辺は、同様に

1

2

∑
E∈Q(Fv)

∫
E×−F×

v

δE(t) ηv(t)
2Φ′

v(ι
G′(Fv)
E (t), fv) dµF×

v \E×(t)

に等しい。fv ↔ f ′
vよりΦv(ι

G(Fv)
E (t), fv) = Φ′

v(ι
G′(Fv)
E (t), f ′

v) (∀t ∈ E× − F×
v ) なのでこれ

ら２つの表示は一致する。
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6.5. Main Lemma の証明.

補題 58. 分解可能な試験函数 f = ⊗vfv ∈ H(G(A), ω), f ′ = ⊗vf
′
v ∈ H(G′(A), ω)が与え

られ、任意の素点 vにおいて fv ↔ f ′
vが成り立つとする。更に、v ∈ ΣA ∩ΣRに対しては、

fv, f
′
vは補題 55(2)の条件を満たす試験函数の組とする。

{trRcus(f) +Rres(f)} − {trR0(f
′) + trRsp(f

′)} = (τ(G)− τ(G′)) f(1)(6.7)

である。

Proof : (1) ２つの跡公式 (6.4), (6.5)の右辺同士を比較する。(v ∈ ΣAにおいては試験函
数 fvは E型函数なので、特に非楕円正則共役類に対する軌道積分は消滅する。Aは斜体
ゆえ ♯ΣA > 2なので、6.1.1節の条件 (b)が満たされることに注意しよう。) (6.4)の右辺の
和で、γ ∈ HG(F )に対する軌道積分ΦA(γ, f) = 0となる。実際、ΦA(γ, f) =

∏
v Φv(γ, fv)

であり、素点 v ∈ ΣAにおいて fvは E型函数なのでΦv(γ, fv) = 0である。
γ ∈ EG(F ) − Z(F )とすると、γ = ι

G(F )
E (t)となる E ∈ Q(F )および t ∈ TE(F )が存在

する。中心化群Gγはトーラス TEと一致するから、体積因子 vol(Z(A)Gγ(F )\Gγ(A))は
vol(A×E×\A×

E)となる。もし、ΣA ̸⊂ Σ(E)であるとすると、軌道積分ΦA(γ, f) = 0とな
る。実際、v ∈ ΣA −Σ(E)なる素点においてはEv = E ⊗F Fv

∼= Fv ⊕Fvと分解するので、
γ ∈ TE(Fv)はG(Fv)の分裂トーラスM(Fv)のある元 avとG(Fv)-共役になる。fvがE型
なことからΦv(γv, fv) = Φv(av, fv) = 0となる。よって、ΦA(γ, f) = 0を得る。
従って、補題 11から、E ∈ QA(F )でない限りΦA(γ, f) = 0となる。故に、公式 (6.4)は

trRcus(f) + trRres(f) = τ(G) f(1) +
∑

E∈QA(F )

∑
t∈(E×−F×)/F×

1

2
vol(A×E×\A×

E) ΦA(ι
G(F )
E (t), f)

(6.8)

と書きなおせる。同様に、補題 9によれば公式 (6.5)は次の表示を持つ：

trR0(f
′) + trRsp(f

′) = τ(G′) f ′(1) +
∑

E∈QA(F )

∑
t∈(E×−F×)/F×

1

2
vol(A×E×\A×

E) Φ
′
A(ι

G′(F )
E (t), f ′)

(6.9)

よって、補題を証明するには

ΦA(ι
G(F )
E (t), f) = Φ′

A(ι
G′(F )
E (t), f ′), (E ∈ QA(F ), t ∈ E× − F×)(6.10)

f(1) = f ′(1),(6.11)

を示せば十分である。
(6.10)の証明：両辺とも局所軌道積分のオイラー積に分解しているので、各因子ごとに等
号を確かめればよい。v ∈ Σ−ΣAのとき、fv ↔ f ′

vより、同型G(Fv) ∼= G′(Fv)のもとで２
つの函数は一致する。故に、自明にΦv(ι

G(F )
E (t)v, fv) = Φ′

v(ι
G′(F )
E (t)v, f

′
v)である。v ∈ ΣAの

とき、ιG(F )
E (t)v ∈ G(Fv)ell − Z(Fv), ι

G′(F )
E (t)v ∈ G′(Fv)ell − Z(Fv)で ι

G(F )
E (t)v ↔ ι

G′(F )
E (t)v

なので、fv ↔ f ′
vより、やはりΦv(ι

G(F )
E (t)v, fv) = Φ′

v(ι
G′(F )
E (t)v, f

′
v)が従う。

(6.11)の証明 ：f(1) =
∏

v fv(1), f(1) =
∏

v f
′
v(1)である。任意の素点で fv ↔ f ′

v なの
で、v ∈ Σ − ΣAならば fv(1) = f ′

v(1)は自明であり、v ∈ ΣAにおいては補題 57(1)より
fv(1) = −f ′

v(1)である。♯ΣAが偶数であることから f(1) = f ′(1)を得る。

定理 59. τ(G) = τ(G′)である。

Proof : (cf. [15, (16.1.8)]) S = ΣAとおく。(6.7)を次の状況で使う：
• ω = 1
• v ∈ S ∩ Σfin に対して、fv は GL(2, Fv) の Steinberg 表現の擬行列係数、f ′

v =
−vol(Z(Fv)\G′(Fv))
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• v ∈ S ∩ΣRにおいては、l1 = 1/2, l2 = −1/2として補題 (55)(2)の条件を満たすよ
うに fv, f

′
vをとる。

補題 55より、これは各素点 v ∈ Sにおいて試験函数のmatching pairを与えることを注
意しよう。v ∈ Sにおいて、Kvの有限次元表現 ϵvを fvが生成する両側Kv-加群が ϵv � ϵv
の部分表現となるように固定する。πをL2(G, 1)の既約部分表現, σをL2(G′, 1)の既約部
分表現とする。π ∼=

⊗̂
vπv, σ

∼=
⊗̂

vσvと制限直積に分解して、

Mπ = {
⊗̂

v∈S
Vπv [ϵv]}⊗̂{

⊗̂
v∈Σ−S

Vπv}, M ′
σ = {

⊗̂
v∈S

VG′(Fv)
σv

}⊗̂{
⊗̂

v∈Σ−S
Vσv}

とおく。GS
AをG(Fv) ∼= G′(Fv) (v ∈ Σ − S)の制限直積群とすると、この群は Σ − Sに

亘るテンソル積因子を経由してHilbert空間Mπ, M
′
σにユニタリーに作用する。MπはGS

A
のVS

π =
⊗̂

v∈Σ−SVπvにおける既約表現 πSの有限重複度 dimC Vπv [ϵv]の直和、M
′
πはGS

Aの
VS
σ =

⊗̂
v∈Σ−SVσv における既約表現 σSの有限重複度 dimC VG′(Fv)

σv の直和である。(G(Fv)

の既約ユニタリー表現の許容可能性による。) RS を既約部分表現 π ⊂ L2(G, 1)で条件
「π ∈ Πcus(G(A), 1) =⇒ πv ∼= StG(Fv) (∀ v ∈ S)」 or 「dimπ = 1, πv = 1 (∀v ∈ S)」
を満たすものを走らせたときのMS

π 全体の直和、r
S を既約部分表現 σ ⊂ L2(G′, 1)で

σv = 1 (∀v ∈ S)なるものを走らせたときのMS
σ 全体の直和とする。これらは、G

S
Aの既約

ユニタリー表現の直和に分解されるユニタリー表現である。さて、任意の fS ∈ H(GS
A, 1)

に対して

trRS(fS)− tr rS(fS) = [τ(G)− τ(G′)] fS(1)(6.12)

が成り立つことを見よう。
π ∈ Πcus(G(A), 1)ならば、任意の v ∈ Sで πvは無限次元表現であるから、G(Fv)の既

約ユニタリー表現の分類から、πvは既約な主系列表現または離散系列表現である。従っ
て、擬行列係数の性質から tr πv(fv) = δStG(Fv),πv である。π = η ◦ det (ηは η2 = 1を満た
す F×のイデール類群指標）の場合、補題 47から trπv(fv) = −δηv ,1 (∀v ∈ S)である。こ
れより、

trRcus(f) +Rres(f) =
∑

π∈Πcus(G(A),1)

{
∏
v∈S

trπv(fv)} tr πS(fS) +
∑

π=η◦det
η2=1

{
∏
v∈S

trπv(fv)} tr πS(fS)

=
∑

π∈Πcus(G(A),1)
πv

∼=StG(Fv) (∀v∈S)

tr πS(fS) +
∑

π=η◦det
η2=1, ηv=1 (∀ v∈S)

tr πS(fS) (∵ ♯Sは偶数)

= trRS(fS)(6.13)

v ∈ Sに対して、f ′
vは自明表現の行列係数なことに注意すれば、

trR0(f
′) + trRsp(f

′) = rS(fS)(6.14)

が同様に示せる。(6.7), (6.13), (6.14)より (6.12)が従う。さて、τ(G) > τ(G′)であったと
仮定すると、等式 (6.12)より任意の fS ∈ H(GS

A, 1)に対して

trRS(fS ∗ (fS)∗)− tr rS(fS ∗ (fS)∗) = [τ(G)− τ(G′)]

∫
ZS
A \GS

A

|fS(g)|2 dg > 0

となる。よって、[15, Lemma 16.1.1]より rSはRSの部分表現に同値になる。rSのRSに
おける直和補表現を ρとすれば、等式 (6.12)より

ρ(fS ∗ (fS)∗) = [τ(G)− τ(G′)]

∫
ZS
A \GS

A

|fS(g)|2 dg

が成立する。ZS
A\GS

Aは非コンパクトだから [15, Lemma16.1.2]より矛盾が起こる。τ(G′) >
τ(G)と仮定しても、同様の論法により矛盾に導かれる。故に、τ(G) = τ(G′)である。
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補題 60. 分解可能な試験函数 f = ⊗vfv ∈ H(G(A), ω), f ′ = ⊗vf
′
v ∈ H(G′(A), ω)が与え

られ、任意の素点 vにおいて fv ↔ f ′
vが成り立つとする。更に、v ∈ ΣA ∩ΣRに対しては、

fv, f
′
vは補題 55(2)の条件を満たす試験函数の組とする。このとき、

trRres(f) = trRsp(f
′), trRcus(f) = trR0(f

′)

である。

Proof : Rsp(f
′)の定義から容易に、

Rsp(f
′) = τ(G′)−1

∑
η2=ω

∫
Z(A)\G′(A)

f ′(g′) η(νD(g
′)) dµZ(A)\G′(A)(g

′)

が分かる。この表示式と (6.2)および補題 57から、

τ(G′) trRsp(f
′) = τ(G) trRres(f)

が従う。そこで定理 59を使えば trRsp(f
′) = trRres(f)を得る。この関係式と (6.7)および

定理 59より、trRcus(f) = trR0(f
′)が従う。

補題 61. (Main Lemma): Sを素点の有限集合でΣAを含むとする。各 v ∈ Σ− Sに対し
てG(Fv)の既約ユニタリー表現 τv ∈ Π(G(Fv), ωv)を殆どすべての v ∈ Σ − Sで τKv ̸= 0
となるように指定して、τS =

⊗
v∈Σ−S τvとおく。

U(τS) = {π ∈ Πcus(G(A), ω)|πv ∼= τv (∀v ∈ Σ− S) },
U ′(τS) = {σ ∈ Π0(G

′(A), ω)| σv ∼= τv (∀v ∈ Σ− S) }

とする。各素点 v ∈ Sごとに与えられた函数のmatching pair (fv, f
′
v) ∈ H(G(Fv), ωv) ×

H(G′(Fv), ωv)（ただし、v ∈ ΣA ∩ ΣRに対しては、fv, f ′
vは補題 55(2)の条件を満たす試

験函数の組）に対して、等式∑
π∈U(τS)

∏
v∈S

tr πv(fv) =
∑

σ∈U ′(τS)

∏
v∈S

trσv(f
′
v)

が成り立つ。

Proof : ([12, Lemma (8.19)]) GS
Aを G(Fv) ∼= G′(Fv) (v ∈ Σ − S)の制限直積群とする。

π ∈ Πcus(G(A), ω)を制限テンソルに分解して π ∼=
⊗̂

vπvと書き、π
S =

⊗
v∈Σ−S πvと定義

する。同様に、, σ ∈ Π0(G
′(A), ω)を制限テンソルに分解して σSを決める。すると、

trRcus(f)− trR0(f
′) =

∑
π∈Πcus(G(A),ω)

{
∏
v∈S

tr πv(fv)} tr πS(fS)−
∑

σ∈Π0(G′(A),ω)

{
∏
v∈S

trσv(f
′
v)} trσS(fS)

=
∑

ρ∈(̂GS
A )

 ∑
π∈U(ρ)

∏
v∈S

tr πv(fv)−
∑

σ∈U ′(ρ)

∏
v∈S

trσv(f
′
v)

 tr ρ(fS)

であり、補題 60より、これは試験函数の任意のmatching pair(f, f ′)に対して消える。補
題 31より結論が従う。

主定理の証明には関係ないが、ここで玉河数 τ(G)、τ(G′)の具体的な値を決定しておこう。

定理 62. τ(G) = τ(G′) = 2である。

Proof : 定理 59より τ(G) = 2を示せば十分である。[31,命題 49]において、岩澤分解を使っ
て正規化したG(A)のHaar測度dIWgに関してvolIW(Z+

∞G(F )\G(A)) = 2∆
1/2
F πr2ζF (2) vol(F

×\A1)
を示した。ただし、r2 = ♯ΣCである。vol(Z+

∞Z(F )\Z(A)) = vol(F×\A1)なので、

volIW(Z(A)\G(F )\G(A)) = 2∆
1/2
F πr2ζF (2)(6.15)
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が得られる。中心Zに関連する群のHaar測度の正規化は [31]と同じものが採用されてい
ることに注意しよう。あとは、µG(A)と dIWgの比例定数を決定すればよい。v ∈ Σfinなら
ば、µG(Fv)(Kv) = ζF,v(2)

−1 q−2dv
v であった。(∵ vol(ov) = q

−dv/2
v )　一方、dIWgvの構成に

使ったF×
v の測度に対して vol(o×v ) = q

−dv/2
v なので、volIW(Kv) = q

−3dv/2
v が簡単に分かる。

よって、dµG(Fv)(gv) = ζF,v(2)
−1q

−dv/2
v dIWgvを得る。無限素点では、補題 12における定

数 Cvによって dµG(Fv)(gv) = Cv d
IWgvである。v ∈ ΣRならば Cv = ζF,v(2)

−1, v ∈ ΣCな
らばCv = ζF,v(2)

−1π−1が容易に分かる。以上より、

dµ̃G(A)(g) = ζF (2)
−1 ∆

−1/2
F π−r2 dIWg(6.16)

(6.15), (6.16)から

τ(G) = µG(A)(Z(A)G(F )\G(A)) = 2

となる。

6.6. 大域対応の構成.

命題 63. σ ∈ Π0(G
′(A), ω)とする。

(1) 性質 (5.1)を満たす π ∈ Πcus(G(A), ω)が唯ひとつ存在する。
(2) (1) の πに対して、πv ∈ Π2(G(Fv), ωv) (∀ v ∈ ΣA)である。

Proof : S = ΣAとして、σS = {σv}v∈Σ−Sとする。補題 61より、v ∈ Sにおける任意の試
験函数のmatching pair (fv, f

′
v)に対して∑

π∈U(σS)

∏
v∈S

trπv(fv) =
∑

π′∈U ′(σS)

∏
v∈S

tr π′
v(f

′
v)(6.17)

である。♯U(σS) = 1を示せばよい。GL(2)の強重複度１定理から ♯U(σS) 6 1は分かっ
ている。従って、適当な (fv, f

′
v)に対して、上の等式の右辺が零でないことが示せれば

(1)の証明は終わる。各 v ∈ S について、零でないベクトル ξv ∈ Vσv を選び、f
′
v(g

′
v) =

d(σv)ϕξv ,ξv(σv の行列係数)とする。補題 56および補題 55(2)より fv ↔ f ′
v となる E型

函数 fv ∈ H(G(Fv), ωv)が存在する。補題 43(2)より、trπ′
v(f

′
v) = δπ′

v ,σv なので、等式
(6.17)の右辺は π′

v
∼= σv (∀v ∈ Σ)となる π′ ∈ Π0(G

′(A), ω)の個数m0(σ)に一致する。
σ ∈ Π0(G

′(A), ω)だからm0(σ) > 1である。これで、(1)が示せた。
さて、U(σS) = {π}としよう。πはカスプ保型表現なので、πvは無限次元でなければなら

ない。v ∈ ΣAに対して、πv ̸∈ Π2(G(Fv), ωv)となったとすると、既約ユニタリー表現の分
類からπvは既約主系列表現となる。よって補題 32から tr πv(g) = 0 (g ∈ G(Fv)ell−Z(Fv))
である。このことと、fvは E型函数であることより、Weylの積分公式

trπv(fv) =
1

2

∑
T∈TG(Fv)

∫
T−Z(Fv)

[tr πv](t) Φv(t, fv)DT (t) dµZ(Fv)\T (t)(6.18)

の右辺は消える。したがって、等式 (6.17)の左辺は零になり、右辺が零でないことと矛盾
する。よって、πv ∈ Π2(G(Fv), ωv) (∀ v ∈ S)が示せた。

命題 63より、写像

JLA : Π0(G
′(A), ω) −→ Πcus(G(A), ω)(6.19)

が条件 (5.1)によって決まり、その像は

ΠA,�
cus (G(A), ω) = {π ∈ Πcus(G(A), ω)|πv ∈ Π2(G(Fv), ωv) (∀ v ∈ ΣA) }

に含まれることが分かる。
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6.7. 大域対応の像の決定.

命題 64. (1) π ∈ ΠA,�
cus (G(A), ω)に対して、JL(σ) = πを満たす σ ∈ Π0(G

′(A), ω)が
唯ひとつ存在する。写像 (6.19)は単射でその像はΠA,�

cus (G(A), ω)に一致する。
(2) π = JL(σ)とする。v ∈ ΣAにおいて、γ ↔ γ′なる任意の正則楕円元対 (γ, γ′) ∈

G(Fv)ell ×G′(Fv)ellに対し

tr πv(γ) = −trσv(t
′)

が成立する。

Proof : S = ΣAとする。 π ∼=
⊗̂

vπvと制限テンソル積に分解すると、仮定より、任意の
v ∈ Sにおいて πv ∈ Π2(G(Fv), ωv)である。v ∈ Sに対して、σv ∈ Π(G′(Fv), ωv)を任意
に与え、a(σv) = ⟨trπv, trσv⟩ellとおく。σvの表現空間の零でない単位ベクトル ξ′vをとり、
行列係数 f ′

v = d(σv)ϕξ′v,ξ
′
v
を考える。補題 56および補題 55(2)から fv ↔ f ′

vなるE型函数
fv ∈ H(G(Fv), ωv)が存在する。次のように trπv(fv) = a(σv)が示される。

tr πv(fv)

=
1

2

∑
T∈TG(Fv)

∫
T−Z(Fv)

[tr πv](t) Φv(t, fv)DT (t) dµZ(Fv)\T (t) (∵ Weylの積分公式から)

=
1

2

∑
E∈Q(Fv)

∫
E×−F×

v

[tr πv](ι
G(Fv)
E (t)) Φv(ι

G(Fv)
E (t), fv) δE(t) dµF×

v \E×(t)

(∵ fvは E型函数なので非楕円軌道積分は消滅)

=
1

2

∑
E∈Q(Fv)

∫
E×−F×

v

[tr πv](ι
G(Fv)
E (t)) Φv(ι

G′(Fv)
E (t), f ′

v) δE(t) dµF×
v \E×(t)

(∵ fv ↔ f ′
vより楕円軌道積分は一致)

=
1

2

∑
E∈Q(Fv)

∫
E×−F×

v

[tr πv](ι
G(Fv)
E (t)) [trσv](ι

G′(Fv)
E (t)) δE(t) dµF×

v \E×(t) (∵命題 43(1))

= ⟨tr πv, trσv⟩ell = a(σv)

Cauchy-Schwarz不等式と命題 48を使えば

|a(σv)| = |tr πv(fv)| 6 ∥trπv∥ ∥trσv∥ 6 1

である。こうして得られたmatching pairs の族 fv ↔ f ′
v (v ∈ S)に対して補題 61を適用

しよう。(τS としては πS = {πv}v∈Σ−S を採用する。) GL(2)の強重複度１定理から左辺
の和には πのみしか現れず、右辺では f ′

vが σvの行列係数なので tr π′
v(f

′
v) = δπ′

v,σv（補題
43(2)）であることに注意すれば、∏

v∈S

a(σv) = ♯U ′(πS, σS)(6.20)

を得る。ただし、

U ′(πS, σS) = {π′ ∈ Π0(G
′(A), ω)|π′

v
∼= σv, (∀ v ∈ S), π′

v
∼= πv (∀ v ∈ Σ− S) }

である。さて、|a(σv)| 6 1 (∀ v ∈ S)であったから、(6.20)の左辺は 1以下である。一方、
右辺は自然数なので、

♯U ′(πS, σS) 6 1 (等号成立の条件は a(σv) ̸= 0 (∀ v ∈ S))(6.21)

が分かった。実際、等号を成立させるσS = {σv}v∈Sの選択が可能なことは次のように示せ
る：補題48から、tr πvはL2(G(Fv)ell, ωv)の単位ベクトルであり、{tr π′

v|π′
v ∈ Π0(G

′(Fv)), ωv }
は L2(G′(Fv)ell, ωv) ∼= L2(G(Fv)ell, ωv)の完全正規直交系をなす。よって、

a(σ0
v) = ⟨tr πv, trσ0

v⟩ell ̸= 0
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なる表現 σ0
v ∈ Π0(G

′(Fv), ωv)が存在する。v ∈ S ∩ ΣRのときは局所対応が既に示されて
いるので、σv = σc(l1, l2)とすると、a(σv) ̸= 0を満たす σv は σ0

v = σ(l1, l2)のみとなり、
正則楕円元上で tr πv = tr σ0

vが成り立つ。
そこで、U ′(πS, {σ0

v}v∈S) = {σ}とおくとJL(σ) = πであることが結論される。JLの単射
性を見るには、♯U ′(πS) = 1を示せばよい。♯U ′(πS)はσS = {σv}v∈S ∈

∏
v∈S Π(G

′(Fv), ωv)
に亘る ♯U ′(πS, σS)の和なので、(6.21)より ♯U ′(πS) = ♯{σS| a(σv) ̸= 0 (∀ v ∈ S) }である。
σSが a(σv) ̸= 0 (∀v ∈ S)を満たすとすると、(6.20), (6.21)から |a(σv)| = 1 (∀v ∈ S)が従
う。補題 48より、L2(G(Fv)ell, ωv)において trπv =

∑
π′
v
a(π′

v) trπ
′
v と展開され、Perseval

等式から、
1 = ∥trπv∥2ell = |a(σv)|2 +

∑
π′
v ̸∼=σv

|a(π′
v)|2

である。|a(σv)| = 1より右辺第二項は零である。よって、G(Fv)ell − Z(Fv) ∼= G′(Fv)ell −
Z(Fv)上で trπv = a(σv) tr σvである。あとはa(σv) = −1 (∀ v ∈ S∩Σfin)を示せば証明が終
わる。実際、もしこれが言えると、補題48からσv = σ0

v (v ∈ S∩Σfin)がわかり、v ∈ S∩ΣR
においては既に σv = σ0

vであったことを合わせると、♯U ′(πS) = ♯{ {σ0
v}v∈S } = 1となる。

以下、v ∈ S ∩Σfinとする。fπvを πvの擬行列係数とし、f ′
vを上のとおり σvの行列係数

とすれば、補題 44より

Φv(ι
G(Fv)
E (t), fπv) = a(σv) Φ

′
v(ι

G′(Fv)
E (t), f ′

v), t ∈ E× − F×
v(6.22)

である。πvが超尖点表現であれば fπv = d(πv)ϕξ,ξ (ξは πvの零でないベクトル）ととるこ
とが出来る。t = 1での極限を見ると、germ展開から

ΓT
1 fπv(1) = a(σv) vol(Z(Fv)\G′(Fv)) f

′
v(1)

この等式とfπv(1) = d(πv)およびΓT
1 = −vol(Z(Fv)\G′(Fv))((2.6))をあわせると、−d(πv) =

a(σv) d(σv)となる。|a(σv)| = 1かつ d(πv), d(σv) > 0だから a(σv) = −1および d(πv) =
d(σv)が結論される。πv = StG(Fv)(ηv)であれば、(6.22)の左辺は−1に等しい。t = 1での
極限を見ると、
−1 = a(σv) vol(Z(Fv)\G′(Fv)) d(σv)となり、上と同様の論法で、a(σv) = −1が結論さ
れる。

注意 : 上の証明の最後の段階で、πv が超尖点表現の場合には形式次数の関係 d(πv) =
d(σv)が示されている。πvが Steiberg表現の捻りの場合には、補題 36により d(St(η)) =
vol(F×

v \D×
v )

−1 = d(ηv)である。

系 52の証明: G′における強重複度１定理を導こう。σ, σ′ ∈ Π0(G
′(A), ω)に対して素点の

有限集合 Sがあって σv ∼= σ′
v (∀v ̸∈ S)とする。Σ∞ ∪ ΣA ⊂ Sとしてよい。v ̸∈ Sならば

JLA(π)v ∼= σv ∼= σ′
v
∼= JLA(σ′)vとなる。GL(2)の強重複度１定理から JLA(σ) = JLA(σ′)

が従う。JLAの単射性をつかえば、σ = σ′を得る。

6.8. 局所データの大域データへの埋め込みの存在.

補題 65. F0を標数 0の局所体、ω0 : F
×
0 → C1を指標とする。このとき、ある有限次元代

数体 F、F×のイデール類群指標 ωおよび稠密像を持つ体の埋め込み ι0 : F → F0が存在
して、v0を ι0の定める F の素点として Fv0 = F0と見做すとき、ωv0 = ω0となる。

命題 66. Fを有限次元代数体、ωをイデール類群指標とする。G = GL(2)とする。Sを有限
素点の有限集合とし、各 v ∈ Sにおいて離散系列表現 π0

v ∈ Π2(G(Fv), ωv)が与えられてい
るとする。このとき、既約保型カスプ表現π ∈ Πcus(G(A), ω)が存在して、πv ∼= π0

v (∀v ∈ S)
となる。

Proof : ([11, VI §3]) Σ − Sから３つの有限素点 w0, w1, w2を選ぶ。命題 5(2)より ΣA =
{w1, w2}となるF 上の四元数体Aが存在する。G′ = GAとおく。π0

w1
∈ Π(G′(Fw1), ωw1)を

２次元以上の既約表現とする。(Z(Fw1)\G′(Fw1)はコンパクトな非アーベル群なので、この
ようなπ0

w1
は存在する。f ′

w1
をπ0

w1
の行列係数の形式次数倍とする。f ′

w0
∈ H(G′(Fw0), ωw0)
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を supp(f ′
w0
) ⊂ G′(Fw0)ell−Z(Fw0)かつNw0 = {δw0 ∈ G′(Fw0)ell−Z(Fw0) |Φw0(δw0 , f

′
w0
) ̸=

0 }が空でないように選ぶ。さらに、各 v ∈ S に対して、f ′
v を π0

v ∈ Π2(G
′(Fv), ωv)の擬

行列係数とし、v ∈ Σ − (S ∪ {w1, w0})に対しては f ′
v ∈ H(G′(Fv), ωv)を任意にとる (以

下でもっと特殊化される)。f ′ = ⊗vf
′
vとしてG′(A)上の試験函数 f ′ ∈ H(G′(A), ω)を構

成し、跡公式 (6.5)を適用する。(6.5)左辺の第２項に関しては、任意の１次元表現 π′
w1

=
ηw1 ◦det ∈ Π(G′(Fw1 , ωw1)に対して、行列係数の直交関係式 (補題 34)から tr π′

w1
(fw1) = 0

となり trRsp(f
′) = 0が従う。左辺の第１項では、補題 44によって、π′ ∈ Π0(G

′(A), ω)が
集合

U ′ = {σ ∈ Π0(G(A), ω)|σv ∼= π0
v (∀ v ∈ S ∪ {w1}) }

に属さなければ tr π(f ′) = 0になる。また、fw0(1) = 0より、(6.5)右辺の第一項も消滅す
る。これらを考慮に入れると、(6.5)は∑

σ∈U ′

[trσ] (f ′) =
∑

γ∈EG′(F )−Z(F )

vol(Z(A)G′
γ(F )\G′

γ(A)) Φ′
A(γ, f

′)

となる。もし、f ′
v (v ̸∈ S ∪ {w1})を上手く選ぶことによって、U ′ ̸= ∅が示されたとしよ

う。任意の要素 σ ∈ U ′の写像 JL : Π0(G
′(A), ω) → Πcus(G(A), ω)による像 π が求めるも

のである。
U ′ ̸= ∅なる f ′

v (v ̸∈ S ∪ {w1})の構成法 : ある γ0 ∈ EG′(F ) − Z(F )が存在して

Φ′
A(γ0, f

′) ̸= 0, ΦA(γ, f
′) = 0 (∀γ ≠ γ0)(6.23)

となるように作れれば十分である。v ∈ S ならば、命題 44より Φ′
v(δv, f

′
v) = tr π0

v(δv)
(∀ δv ∈ G′(Fv)ell − Z(Fv))で、この式の右辺は補題 48から恒等的に零ではない。よって、
Nv = {δv ∈ G′(Fv)ell − Z(Fv)|Φ′

v(δv, f
′
v) ̸= 0 }は空でない開集合である。同様にして、

Φ′
w1
(δw1 , f

′
w1
) ̸= 0 (∀δw1 ∈ Nw1)なる空でない開集合Nw1 ⊂ G′(Fw1)−Z(Fw1)が存在する。

G′(F )の
∏

v∈S∪{w1,w0}G
′(Fv)における像は稠密なので、G′(F )∩

∏
v∈S∪{w1,w0}Nvは少なく

とも１つ要素 γ0を含む。

Σ∗ = {v ∈ Σfin − (S ∪ {w1, w0})| OG(Fv)(γ0) ∩Kv ̸= ∅ }
とおく。v ∈ Σ∗においては、f ′

vを zk ∈ Z(Fv)Kvでは ωv(z)
−1に等しく、Z(Fv)Kvの外

では零になる函数とする。v ∈ Σfin − (Σ∗ ∪ S ∪ {w1, w0}においては、Φ′
v(γ0, f

′
v) ̸= 0とな

るような函数 f ′
v ∈ H(G′(Fv), ωv)を任意に選ぶ。すると、∏

v∈Σfin

Φ′
v(γ0, f

′
v) ̸= 0

である。さて、写像 Ch : Z(F )\G(F ) → F 3を g ∈ Z(F )\G(F )に随伴表現 Adsl(2,F )(g)
の特性多項式の係数を対応させる写像とする。

∏
v∈Σfin

Φ′
v(γ, f

′
v) ̸= 0であるとしよう。任

意の v ∈ Σ∗ において Ch(γ)の F 3
v への像は o3v に含まれ、v ∈ S ∪ {w1, w0}では Ch(γ)

の F 3
v への像はコンパクト集合 Ch(supp(f ′

v))に含まれる。よって、γ に依存しないある
oF -格子 L ⊂ F 3

∞が存在して Ch(γ)∞ ∈ Lとなる。Ch(γ0)∞ ∈ Lの F 3
∞での微小近傍 V

を V ∩ L = {γ0}となるようにとる。N∞(γ0) = {g∞|Ch(g∞) ∈ V }は Z(F∞)\G(F∞)の
Ad(G(F∞))-不変開集合で γ0を含んでいる。よって、f ′

∞ =
∏

v∈Σ∞
f ′
vを台がN∞(γ0)に含

まれ、しかも、Φ′
∞(γ0, f

′
∞) ̸= 0となるように選べる。これで、(6.23)を満たす試験函数 f ′

が構成された。

6.9. 局所対応の構成 (非アルキメデス局所体の場合).

命題 67. F0を非アルキメデス的局所体、ω0 : F0 → C1を指標とする。Dを F0上の四元
数体とする。任意の π0 ∈ Π2(G(F0), ω0)に対して、次の条件を満たす σ0 ∈ Π(D×, ω0)が
唯ひとつ存在する：γ ↔ γ′なる任意の正則楕円元対 (γ, γ′) ∈ G(F0)ell ×D×

ellに対して

[trπ0](γ) = −[trσ0](γ
′)(6.24)

JLF0(π0) = σ0によって定まる写像 JLF0 : Π2(G(F0), ω0) → Π(D×, ω0)は全単射である。
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Proof : 補題 65より、ある有限次元代数体 F、F×のイデール類群指標 ωおよび F の有
限素点 v0が存在して、Fv0 = F0, ωv0 = ω0となる。ωv1 が不分岐となる v1 ∈ Σfin − {v0}
を固定する。ωv1 が不分岐なので、η

2
v1

= ωv1 を満たす指標 ηv1 : F×
v1

→ C1が存在する。
さて、ΣA = {v0, v1}となる F 上の四元数体 Aをとろう (補題 5)。補題 66から πv0

∼= π0,
πv1

∼= StG(Fv1 )
(ηv1)を満たすような既約カスプ保型表現 π ∈ Πcus(G(A), ω)がとれる。π ∈

ΠA,�
cus (G(A), ω)ゆえ、定理 51から JLA(σ) = πを満たす σ ∈ Π0(GA(A), ω)が存在する。そ
こで σ0 = σv0とおくと、命題 64から (6.24)が成立する。π0に対して、(6.24)を満たすよ
うな σ0の一意性および対応 π0 7→ σ0の単射性は指標の直交関係式 (命題 48)から明らかで
ある。
次に全射性を示そう。任意にσ0 ∈ Π(GA(Fv0 , ωv0)をとる。dimσ0 = 1ならば、σ0 = η◦νD

となる指標 η : F×
v0

→ C1が存在する。この場合には、π0 = StG(Fv0 )
(η)が JLF0(π0) = σ0を

満たすことは、命題 37から従う。
dim σ0 > 1ならば、命題 66の証明から、σ ∈ Π0(GA(A), ω)が存在して σv0

∼= σ0となる
ことがわかる。そこで、JLA(σ)を制限テンソルに分解してその v0-成分を π0とおくと、定
理 51から π0 ∈ Π2(G(Fv0 , ωv0)となる。命題 64から JLF0(π0) = σ0でなくてはならない。
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GL(3)の跡公式

若槻 聡

このノートの目的はGL(3)のアーサー跡公式の粗い展開と細かい展開を解説するこ
とである. アーサー跡公式は一般の Q上の連結簡約代数群で定式化されているので,

GL(3)のみを説明するよりも一般論の枠組みで説明した方が全体像が分かりやすい. そ
こで, 一般論について簡潔に説明した後に, 連結簡約代数群がGL(3)である場合に具体
的な例をいくつか与える形で跡公式を説明することにした. 一般論に関しては全く証
明を与えないが, 具体的に記述するために必要な知識に関しては出来る限り言及した.

GL(3)の具体的な例を通じて, 群の階数が上がった場合の難しさや定式化の雰囲気を感
じ取ってもらえると嬉しい.

もしアーサー跡公式を本格的に学ぶのであれば, 現在はArthurの「An introduction

to the trace formula」[A1] を読むことがベストだと思う. このノートの内容の一般論
の部分は, その [A1]を参考に書かれている. そして, [A1]に書かれている図や例を演習
問題だと思うと, このノートのGL(3)に関する解説はそれらの解答例だと思うことが
できる. このノートがアーサー跡公式の勉強のお役に立てば幸いである.
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1 代数群とルート系について
このセクションでは, Q上の連結簡約代数群に関する放物型部分群や Levi部分群に
ついて説明する. このノートの内容はQへのスカラーの制限により任意の代数体上の
連結簡約代数群に適用できることに注意する. 有理数体やアデ－ル等の基本的な記号
に関しては F = Qとした場合の [TW]の記号と同様とする. 代数群の基礎的な事柄に
関しては, 例えば [Bor]や [PR]を参照されたい. ただし, このノートでは線型代数群の
ことを略して代数群と言っている.

1.1 一般の場合

1.1.1 基本的な設定と記号

GをQ上の連結簡約代数群とする. AGをGのmaximal Q-split central torusとし,そ
してAG(R)0をAG(R)の 1の連結成分とする. X(G)QをQ上定義されたGからGL(1)

への有理準同型の加法群とする. ある k ∈ Z≥0についてAGはGL(1)kとQ上同型とな
る. このとき, X(G)Qは階数 kの自由アーベル群である. そして, k次元実ベクトル空間
aG = HomZ(X(G)Q,R)を得る. また a∗G = X(G)Q ⊗ Rは aGの双対空間となる. 以下,

a ∈ aG, a
∗ ∈ aGについて, ⟨a, a∗⟩ = a(a∗)と記号を定める. 全射HG : G(A) → aGを

⟨HG(x), χ⟩ = log |χ(x)|, x ∈ G(A), χ ∈ X(G)Q

2



によって定義する. G(A)の正規部分群G(A)1を

G(A)1 = {x ∈ G(A) | HG(x) = 0}

と定める. このとき, G(A) ∼= G(A)1 × AG(R)0を得る.

M が Gの Q上の Levi部分群であるとは, Gのある Q上の放物型部分群 P につい
てM が P の Levi部分群になることを言う. M をGのQ上の Levi部分群とする. M

は Q上の連結簡約代数群であることに注意する. L(M) = LG(M)をM を含む Gの
Q上の Levi部分群全体の集合とする. F(M) = FG(M)をM を含むGのQ上の放物
型部分群全体の集合とする. P ∈ F(M)の Levi分解を P = MPNP , (MP ∈ L(M),

NP は unipotent radical)として定める. MP は一意的に定まることに注意する. 最後に
P(M) = PG(M) = {P ∈ F(M) |MP = M}とおく. L(M), F(M), P(M)はすべて有
限集合である.

GのQ上の極小 Levi部分群M0を固定する. L = LG = L(M0), F = FG = F(M0),

P = PG = P(M0)と置く. 各素点 vに対してKv ⊂ G(Qv)を [A6, p.9]で定義された
“admissible relative to M0”と呼ばれる極大コンパクト群の一つとする. そして, G(A)
の極大コンパクト群Kを

K =
∏
v

Kv

と固定する. このKも “admissible relative to M0”と呼ばれる. このとき任意の P ∈ P
について G(A) = P (A)Kが成り立つ. さらに任意のM ∈ Lについても, K ∩M(A)
はM(A)における “admissible relative to M0”となる. P ∈ F に対して, AP = AMP

,

aP = aMP
と置く. 各 P ∈ F について, G(A)から aP への全射HP を

HP (nmk) = HMP
(m), n ∈ NP (A), m ∈MP (A), k ∈ K

によって定義する.

1.1.2 aM と a∗M の直和分解

M ∈ Lについて, 制限X(M)Q → X(AM)Qは単射なので, 線型同型

a∗M = X(M)Q ⊗ R → X(AM)Q ⊗ R = a∗AM
(1.1)

を得る. 次にM1, M2 ∈ L, M1 ⊂M2について考える. このとき次のようなQ上の埋め
込みが成り立つ.

AM2 ⊂ AM1 ⊂M1 ⊂M2.

制限X(M2)Q → X(M1)Qは単射なので, 線型単射 a∗M2
→ a∗M1

が得られ, この単射から
線型全射 aM1 → aM2 を得る. また, この線型単射により a∗M2

は a∗M1
の部分空間となる.

制限X(AM1)Q → X(AM2)Qは全射なので, 全射 a∗AM1
→ a∗AM2

がその拡張から得られる.

よって (1.1)より線型全射 a∗M1
→ a∗M2

が得られ, この全射から線型単射 aM2 → aM1 を

3



得る. この線型単射により aM2は aM1の部分空間となる. aM1の部分空間 aM2
M1
を上述の

線型全射 aM1 → aM2の核として定める. つまり

aM2
M1

= {a1 ∈ aM1 | ⟨a1, a∗2⟩ = 0, ∀a∗2 ∈ a∗M2
}

と定める. 定義より aM2 ∩ aM2
M1

= {0}と aM1 = aM2 + aM2
M1
が成り立つので, aM1 の直和

分解
aM1 = aM2 ⊕ aM2

M1

を得る. さらに,

(aM2
M1

)∗ = {a∗1 ∈ a∗M1
| ⟨a2, a∗1⟩ = 0, ∀a2 ∈ aM2}

と a∗M1
の部分空間 (aM2

M1
)∗を定める. (aM2

M1
)∗は aM2

M1
の自然な双対である. 同様に a∗M1

の
直和分解

a∗M1
= a∗M2

⊕ (aM2
M1

)∗

を得る.

aM2 と a∗M2
についての ⟨ , ⟩は, それぞれ部分空間としての aM1 と a∗M1

についての
⟨ , ⟩と一致することに注意しよう. 線型単射 a∗M2

→ a∗M1
は χ ⊗ x 7→ χ|M1 ⊗ x, (χ ∈

X(M2)Q, x ∈ R)で与えられる. ς を上で述べた a∗M1
→ a∗M2

への線型全射とする
と, ς(

∑
l σl ⊗ xl) =

∑
l′ σ

′
l′ ⊗ x′l′ , (σl ∈ X(M1)Q, σ′

l′ ∈ X(M2)Q, xl, x
′
l′ ∈ R) は∑

l σl|AM2
⊗ xl =

∑
l′ σ

′
l′ |AM2

⊗ x′l′ で定められる. 線型単射 aM2 → aM1 は a2 7→ a2 ◦ ς,
(a2 ∈ aM2)で与えられる. したがって, 任意の χ ∈ X(M2)Q, x ∈ R, a2 ∈ aM2について

⟨a2 ◦ ς , χ|M1 ⊗ x⟩ = a2(ς(χ|M1 ⊗ x)) = ⟨a2 , χ⊗ x⟩

が成り立つので, 上述の注意が正しいことがわかる.

1.1.3 ルート系と標準放物型部分群

放物型部分群とルートについて考えよう. gをGのリー代数とし, Ad : G → GL(g)

を随伴表現とする. つまり, Ad(g)X = gXg−1, (g ∈ G, X ∈ g)と作用する. P ∈ F と
する. P について, a∗P = a∗MP

, aP2
P1

= a
MP2
MP1

, (aP2
P1
)∗ = (a

MP2
MP1

)∗と置く. nP をNP のリー代
数とする. α ∈ X(AP )Qについて, nP のQ上定義された部分空間 nαを

nα = {X ∈ nP | Ad(a)X = α(a)X, ∀a ∈ AP}

と定める. そして,

ΦP = {α ∈ X(AP )Q | α ̸= 0, nα ̸= {0}}

とする. 特にΦP はX(AP )Qの零でない元の有限集合である. このとき, nP は次の様に
分解される.

nP =
⊕
α∈ΦP

nα.
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自然な埋め込み
ΦP ⊂ X(AP )Q ⊂ X(AP )Q ⊗ R = a∗P

により, ΦP は a∗P の部分集合となる. また定義より明らかに, 任意のH ∈ aGについて
α(H) = 0, (α ∈ ΦP )なので, ΦP は (aGP )

∗に含まれる. (aGP )
∗の元 ρP を

ρP =
1

2

∑
α∈ΦP

(dim nα) α

と定める. 特に e2ρP (HP (x)), (x ∈ P (A))は P のmoduleとなる.

これより, 極小放物型部分群 P0 ∈ P を一つ固定する. そして, 集合 ΦP0 について考
えよう. a0 = aM0 , a

∗
0 = a∗M0

, aP0 = aMP
0 = aMP

M0
, (aP0 )

∗ = (aMP
0 )∗ = (aMP

M0
)∗, Φ0 = ΦP0と

置く. Φ0 ∪ (−Φ0)は (aG0 )
∗のルート系になる. 以下, しばらく [Ser, Chapter V]を参考

にルート系を簡単に復習する. ベクトル空間 V の部分集合Rが以下の条件を満たすと
き, Rは V のルート系であると言う.

(1) Rは有限であり, V を生成する. そして, 0を含まない.

(2) 各 α ∈ Rについて, Rを保存する αについての対称 sαが存在する.

(注. (1)より sαは唯一定まる.)

(3) 各 α, β ∈ Rについて, sα(β)− βは αのスカラー倍である.

ただし, 対称 sαとは, sα(α) = −αを満たし, かつ, sαで固定される V の元の集合が V

の超平面となる, V の自己同型写像のことを言う. これより, Rを V のルート系とする.

Rの元をルートと呼ぶ. そして, α ∈ RについてHαを sαで固定される V の超平面と
する. α ∈ Rに対して, sαは位数 2であり, Hαは V におけるRαの補空間である. そし
て−α = sα(α) ∈ Rとなることも分かる. V ∨を V の双対空間とする. α ∈ Rのコルー
ト α∨ ∈ V ∨は, ⟨α∨, α⟩ = 2かつ α∨(x) = 0 ( ∀x ∈ Hα)を満たす唯一の元として定めら
れる. よって,

sα(x) = x− ⟨α∨, x⟩α, x ∈ V

が成り立つ. またW の作用で不変な V 上の正値対称双一次形式 ( , )が存在すること
が知られている. この ( , )で V から V ∨への同型写像が与えられる. この同型で V と
V ∨を同一視したとき,

α∨ =
2α

(α, α)
, sα(x) = x− 2

(x, α)

(α, α)
α

が成り立つ. R∨ = {α∨ |α ∈ R}と置くと, R∨は V ∨のルート系となる. そして,

sα∨(y) = y − ⟨y, α⟩α∨, y ∈ V ∨

が成り立つ. 特に α, β ∈ R, x ∈ V , y ∈ V ∨ について ⟨sα∨(y), sα(x)⟩ = ⟨y, x⟩と
(sα(β))

∨ = sα∨(β∨)が成り立つ. Rのワイル群W は sα, (α ∈ R)によって生成される群
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のことを言う. 対応 sα 7→ sα∨ によりW は V ∨にも作用する. 次の条件を満たすとき,

Rの部分集合∆はRの基本ルート系であるという.

(1) ∆は V の基底である.

(2) 各 β ∈ Rは, β =
∑

α∈∆mααと書くことができる.

ただし, ∀α ∈ ∆について, mα ∈ Zはすべて 0以上もしくは 0以下とする.

ルート系Rに対して基本ルート系∆は必ず存在する. これより∆をRの基本ルート
系とする. ∆の元を単純ルートと言う. β ∈ Rについて上の (2)の記述でmαがすべて
0以上になる場合, βを正ルートと呼ぶ. ここでルート系の復習は終わりにして, もと
のΦ0の話に戻ろう. V = (aG0 )

∗, R = Φ0 ∪ (−Φ0)と置くと, Rは V のルート系になる.

W0 = WG
0 をRのワイル群とする. Φ0のすべての元が正ルートになるような基本ルー

ト系∆0が一つ定まる. コルートの集合

∆∨
0 = {α∨ ∈ aG0 |α ∈ ∆0}

は R∨ の基本ルート系であり, その元は単純コルートと呼ばれる. 次に ϖα ∈ (aG0 )
∗,

ϖ∨
α ∈ aG0 , (α ∈ ∆0)を β ∈ ∆0に対して

⟨β∨, ϖα⟩ =

{
1 if β = α ,

0 if β ̸= α
, ⟨ϖ∨

α , β⟩ =

{
1 if β = α ,

0 if β ̸= α

と定める. ϖαを単純ウェイト, ϖ∨
αを単純コウェイトと呼ぶ.

∆̂0 = {ϖα ∈ (aG0 )
∗ |α ∈ ∆0}, ∆̂∨

0 = {ϖ∨
α ∈ aG0 |α ∈ ∆0}

と置く. ∆̂0は∆∨
0 に双対である (aG0 )

∗の基底であり, ∆̂∨
0 は∆0に双対である aG0 の基底

である.

固定した極小放物型部分群 P0を含むようなQ上の放物型部分群のことを標準とい
う. 標準放物型部分群 P に関連したルートについて考えよう. P0 ⊂ P なので明らかに
P ∈ F である. ∆0の部分集合∆P

0 を

aP = {a ∈ a0 | ⟨a, α⟩ = 0, ∀α ∈ ∆P
0 }

によって定める. ∆P
0 は (aP0 )

∗の基底となる. 対応 P 7→ ∆P
0 によって, 標準放物型部分

群の集合と∆0の部分集合との間に一対一対応が与えられる.

∆P = {α|aP ∈ (aGP )
∗ | α ∈ ∆0 −∆P

0 }

とする. ただし, α|aP は αの aP への制限とする. ∆P は (aGP )
∗の基底であり, ΦP の任意

のルートを∆P の元の非負整数の一次結合で一意的に表すことができる. 続いて,

∆̂P = {ϖα ∈ (aGP )
∗ | α ∈ ∆0 −∆P

0 }
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とする. ∆̂P も (aGP )
∗の基底となる. 次に α∨ ∈ aGP , (α ∈ ∆P )を, β ∈ ∆0 −∆P

0 によって

⟨α∨, ϖβ⟩ =

{
1 if β|aP = α ,

0 if β|aP ̸= α

と定める. 同様にϖ∨
α ∈ aGP , (α ∈ ∆0 −∆P

0 )を, β ∈ ∆P によって

⟨ϖ∨
α , β⟩ =

{
1 if β = α|aP ,
0 if β ̸= α|aP

と定める.

∆∨
P = {α∨ ∈ aGP | α ∈ ∆P}, ∆̂∨

P = {ϖ∨
α ∈ aGP | α ∈ ∆0 −∆P

0 }.

と置く. ∆∨
P は ∆̂P と双対である aGP の基底となり, ∆̂∨

P は∆P と双対である aGP の基底と
なる. α∨ ∈ ∆∨

P について次のことに注意する. β ∈ ∆0 −∆P
0 について α = β|aP ∈ ∆P

とすると, α∨は直和 aG0 = aGP ⊕ aP0 によるコルート β∨ ∈ ∆∨
0 の aGP への射影となる.

P1, P2 ∈ F , P0 ⊂ P1 ⊂ P2について考える.

∆P2
P1

= {α|
a
P2
P1

∈ (aP2
P1
)∗ | α ∈ ∆P2

0 −∆P1
0 }, ∆̂P2

P1
= {ϖ|

a
P2
P1

∈ (aP2
P1
)∗ | ϖ ∈ ∆̂P1 − ∆̂P2}

と定義する. ∆P2
P1
と ∆̂P2

P1
は (aP2

P1
)∗の基底となる. (∆P2

P1
)∨と (∆̂P2

P1
)∨も上述と同じように

定義する. つまり, (∆P2
P1
)∨は ∆̂P2

P1
と双対である aP2

P1
の基底とし, (∆̂P2

P1
)∨は∆P2

P1
と双対で

ある aP2
P1
の基底とする. ここでP0 ∩MP2 , P1 ∩MP2 ∈ FMP2 と, P0 ∩MP2はMP2の極小

放物部分群になることに注意する. 定義より, aP1∩MP2
= aP1 , そして a

MP2
P1∩MP2

= aP2
P1
と

なるので,

∆P1∩MP2
= ∆P2

P1
, ∆̂P1∩MP2

= ∆̂P2
P1

を得る.

1.1.4 ワイル群と放物型部分群とルート

標準放物型部分群全体とFの元全体との関係をW0の作用で記述しよう. A0 = AM0 ,

H0 = HM0 と置く. s ∈ W0に対して wsをG(Q)における sの代表元とする. つまり,

wsA0w
−1
s = A0を満たし, かつ (sα)(wsaw

−1
s ) = α(a), ( ∀a ∈ A0,

∀α ∈ Φ0 ∪ (−Φ0))が
成り立つ. 代表元 wsはmodulo M0(Q)で定まる. また wsM0w

−1
s = M0にも注意する.

s ∈ W0と P ∈ F について, sP = wsPw
−1
s と定義する. 任意のQ ∈ F に対して, ある

唯一つの標準放物型部分群 P が存在して, ある s ∈ W0についてQ = sP が成り立つこ
とが知られている. ゆえに, {P ∈ F |P0 ⊂ P} ×W0からF への写像Υを

Υ(P, s) = sP
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によって定義すると, Υは全射となる. 各M ∈ Lについて,

WM
0 = {s ∈ WG

0 | ws ∈M(Q)}

と置く. このとき, Q ∈ F について, ある標準放物型部分群 P とある s′ ∈ W0が存在し
て, その逆像が

Υ−1(Q) = {(P, s) | s ∈ W
MQ

0 s′}

と与えられる. そして, 位数について |Υ−1(Q)| = |WMQ

0 |が成り立つ. 特に極小放物型
部分群に関してのみ考えると, W0からPへの写像 s 7→ sP0を考えることになり, その
写像は全単射である. ルートについても考えよう. 定義より, a ∈ A0, n ∈ nαについて

Ad(wsaw
−1
s )wsnw

−1
s = ws(Ad(a)n)w

−1
s = α(a)wsnw

−1
s = (sα)(wsaw

−1
s )wsnw

−1
s

なのだから, s ∈ W0について

ΦsP0 = sΦ0, ∆sP0 = s∆0, ∆∨
sP0

= s∆∨
0 , ∆̂sP0 = s∆̂0, ∆̂∨

sP0
= s∆̂∨

0

が成り立つ. 各Q ∈ F に対しては, ある s ∈ W0によって sP0 ⊂ Qとなるので, ∆Qが
上と同様の議論で定義される. その sはmodulo W

MQ

0 で定まるのだから, ∆Qは sの選
択に依存しないことが分かる. 他の ∆̂Qや∆Q2

Q1
についても同様に定めることができる.

M ∈ Lとする. 最後に P(M)と L(M)と F(M)のそれぞれの元を実ベクトル空間
aM の部分集合と対応させよう. α ∈ Φ0, α|aM ̸= 0について, aM の超平面 YaM ,αを

YaM ,α = {a ∈ aM | ⟨a, α|aM ⟩ = 0}

と定義する. 各 P ∈ P(M)について

a+P = {a ∈ aM | ⟨a, α⟩ > 0, ∀α ∈ ∆P}

と置く. このとき, 対応 P 7→ a+P は, P(M)と aM における ∪α∈Φ0, α|aM ̸=0YaM ,αの補集合
の連結成分の集合との間に一対一対応を与える. 先に述べたように各 L ∈ L(M)に対
して, aLは aM の部分空間になる. 対応L 7→ aLは, L(M)と {YaM ,α}α∈Φ0の元たちの共
通部分から成る集合との間に一対一対応を与える. さらに, F = ∪L∈L(M)P(L) (disjoint

union)であるため, 対応 Q 7→ a+Qは, F(M)と各 L ∈ L(M)についての aLにおける
∪α∈Φ0, α|aL ̸=0YaL,αの補集合の連結成分から成る集合との間に一対一対応を与える.

1.2 GL(3)の場合

1.2.1 基本的な設定

GL(n)を代数群としての通常の n次一般線型群とする (cf. [Bor, p.49]). GL(n)はQ
上定義された連結簡約代数群であることが知られている. 環RについてM(n,R)をR

上の n次の全行列環とする. R×をRの単元群とすると, GL(n)のR-点全体は

GL(n,R) = {x ∈M(n,R) | det x ∈ R×}
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と与えられる. 以下, 「GL(3)の場合」というサブセクションにおいては,

G = GL(3)

とする.

このG = GL(3)に対して上述で説明したLevi部分群やルート系を具体的に記述して
いこう. 良く知られているように正則な上三角行列全体からなる部分群は, GのQ上の
極小放物型部分群 (Borel部分群)となる. そして, 極小 Levi部分群として正則な対角行
列全体からなる部分群をとる. よって,

M0 =


∗ 0 0

0 ∗ 0

0 0 ∗

 ∈ G

 , P0 =


∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 0 ∗

 ∈ G


と置く. さらに,

K =
∏
v

Kv, K∞ = O(3) = {g ∈ G(R) | tgg = I3}, Kv = G(Zv) (v <∞)

とすると, Kは求められた条件を満たすG(A)の極大コンパクト部分群である.

1.2.2 a0と aG0

GL(n)からGL(1)へのQ上定義された任意の準同型は, ある k ∈ Zが存在して,

x 7→ det(x)k, x ∈ GL(n)

と与えられる. よって

χj(

a1 0 0

0 a2 0

0 0 a3

) = aj, 1 ≤ j ≤ 3

と χj ∈ X(M0)Qを定めると,

X(M0)Q = {χk1
1 χ

k2
2 χ

k3
3 | k1, k2, k3 ∈ Z}

となる. ξj ∈ a0を
ξj(χ

k1
1 χ

k2
2 χ

k3
3 ) = kj

で定める. このとき,

a0 = Rξ1 ⊕ Rξ2 ⊕ Rξ3

を得る. 次に
ηj = χj ⊗ 1
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と置くと,

a∗0 = Rη1 ⊕ Rη2 ⊕ Rη3

を得る. 特に, クロネッカーのデルタ δjkについて,

⟨ξj , ηk⟩ = δjk

となっている. 次にR3の単位ベクトルとして

e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)

と置く. 以後, a0からR3への線型同型写像

a1ξ1 + a2ξ2 + a3ξ3 7→ a1e1 + a2e2 + a3e3 , a1, a2, a3 ∈ R

によって, a0とR3を同一視する. 同様に, a∗0からR3への線型同型写像

b1η1 + b2η2 + b3η3 7→ b1e1 + b2e2 + b3e3 , b1, b2, b3 ∈ R

によって, a∗0とR3も同一視する. R3上のユークリッド内積 ( , )によってR3とその双
対空間を同一視する. これらの同一視のもとで, R3上のユークリッド内積 ( , )と a0と
a∗0の ⟨ , ⟩は一致する. つまり,

⟨
3∑

j=1

ajξj,

3∑
k=1

bkηk⟩ = (
3∑

j=1

ajej,

3∑
k=1

bkek) =
3∑

j=1

ajbj

となる. 定義より,

H0(m) =
3∑

j=1

log |mj| ej ∈ a0 , m =

m1 0 0

0 m2 0

0 0 m3

 ∈M0(A)

がすぐに分かる.

M0と同じようにして,

a∗G = R det⊗1, aG = Rξ, ξ(detk) = k

を得る. a∗Gから a∗0への線型単射は

det⊗1 7→ η1 + η2 + η3

で与えられる. したがって,

a∗G = R(e1 + e2 + e3)

となる. サブサブセクション 1.1.2の線型全射 ς : a∗0 → a∗Gについて,

ς(χj ⊗ 1) =
1

3
det⊗1
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となるのだから, aGから a0への線型単射は

ξ 7→ 1

3
(ξ1 + ξ2 + ξ3)

で与えられる. よって,

aG = R(e1 + e2 + e3)

を得る. 定義より, R3の部分空間として aG0 と (aG0 )
∗を考えると,

aG0 = (aG0 )
∗ = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x1 + x2 + x3 = 0}

となる. また定義より,

HG(m) =
log | det(m)|

3
(e1 + e2 + e3) ∈ a0, m ∈ G(A)

を得る.

1.2.3 P0とルート系

1 ≤ j < k ≤ 3について

αjk = ej − ek = χjχ
−1
k ∈ a∗0

と置くと, 明らかに

nP0 = nα12 ⊕ nα13 ⊕ nα23 , Φ0 = {α12, α13, α23 }

が成り立つ. 良く知られているように, Φ0 ∪ (−Φ0)は (aG0 )
∗のルート系となる. (jk)を

jと kの互換とする. σ = (jk)と置いて, αjkについて,

sαjk
(x1, x2, x3) = (xσ(1), xσ(2), xσ(3)), (x1, x2, x3) ∈ (aG0 )

∗ (1.2)

によって αjkの対称 sαjk
が得られる. もちろん, −αjkに対しては, s−αjk

= sαjk
である.

以下, ワイル群W0と 3次対称群を同一視する. そして, ユークリッド内積 ( , )はW0不
変な (aG0 )

∗上の正値対称双一次形式なので, 上述のR3とその双対空間の同一視とルー
ト系は両立する. ワイル群W0は (1.2)と同様に aG0 にも作用する. αjkに対するコルー
ト α∨

jkは
α∨
jk = ej − ek ∈ aG0

となる. すぐに分かるように,

∆0 = {α12 , α23}, ∆∨
0 = {α∨

12 , α
∨
23}

となる. さらに, 定義より

ϖα12 = ϖ∨
α12

=
2

3
e1 −

1

3
(e2 + e3), ϖα23 = ϖ∨

α23
=

1

3
(e1 + e2)−

2

3
e3

となり,

∆̂0 = {ϖα12 , ϖα23}, ∆̂∨
0 = {ϖ∨

α12
, ϖ∨

α23
}

を得る.
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1.2.4 標準放物型部分群

P0の標準放物型部分群について考える. 標準放物型部分群はP0を含む部分群なので,

{P ∈ F | P0 ⊂ P} = {P0, P1, P2, G},

P1 =


∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
0 0 ∗

 ∈ G

 , P2 =


∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

 ∈ G


が簡単な計算で得られる.

P1について考えよう. サブサブセクション 1.2.2とほぼ同様の議論により, aP1と a∗P1

はR3の部分空間として,

aP1 = a∗P1
= {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x1 = x2} = {x ∈ R3 | (x, α12) = 0}

となる. そして, m1 ∈ GL(2,A), m2 ∈ GL(1,A)について

HMP1
(

(
m1

m2

)
) =

log | det(m1)|
2

(e1 + e2) + log |m2|e3

となる. さらに計算を進めて,

aGP1
= (aGP1

)∗ = {(x, x,−2x) ∈ R3 | x ∈ R} = Rϖα23 ,

aP1
0 = (aP1

0 )∗ = {(x,−x, 0) ∈ R3 | x ∈ R} = Rα12

を得る. 定義と∆0 −∆P1
0 = {α23}より∆P1の唯一の元は α23|aP1

となる. aP1に制限す
ることと直和分解 a∗0 = a∗P1

⊕ (aP1
0 )∗の a∗P1

-成分をとることは同一であることに注意し
よう. これにより,

∆P1 = ∆∨
P1

= {3
2
ϖα23}, ∆̂P1 = ∆̂∨

P1
= {ϖα23}

となる. さらに,

∆P1
0 = (∆P1

0 )∨ = {α12}, ∆̂P1
0 = (∆̂P1

0 )∨ = {1
2
α12}

も得る.

P2についても P1と同じ議論で以下を得る.

aP2 = a∗P2
= {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x2 = x3} = {x ∈ R3 | (x, α23) = 0},

であり, m1 ∈ GL(1,A), m2 ∈ GL(2,A)について

HMP2
(

(
m1

m2

)
) = log |m1|e1 +

log | det(m2)|
2

(e2 + e3)

12



図 1: Levi部分群

6

3

s

aG0 (平面)
aGM12

(直線)

aGM23
(直線)

aGM13
(直線)

aGG(点)

e2 − e3

e1 − e3

e1 − e2

となる. さらに,

aGP2
= (aGP2

)∗ = {(−2x, x, x) ∈ R3 | x ∈ R} = Rϖα12 ,

aP2
0 = (aP2

0 )∗ = {(0, x,−x) ∈ R3 | x ∈ R} = Rα23,

∆P2 = ∆∨
P2

= {3
2
ϖα12}, ∆̂P2 = ∆̂∨

P2
= {ϖα12},

∆P2
0 = (∆P2

0 )∨ = {α23}, ∆̂P2
0 = (∆̂P2

0 )∨ = {1
2
α23}

となる.

1.2.5 Levi部分群と放物型部分群

まず次のように Levi部分群たちを定義する.

M12 =


∗ ∗ 0

∗ ∗ 0

0 0 ∗

 ∈ G

 ,M13 =


∗ 0 ∗
0 ∗ 0

∗ 0 ∗

 ∈ G

 ,M23 =


∗ 0 0

0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

 ∈ G

 .

このとき明らかに,

L = L(M0) = {M0, M12, M13, M23, G},

L(M12) = {M12, G}, L(M13) = {M13, G}, L(M23) = {M23, G}, L(G) = {G}

となる.

MP1 =M12, MP2 =M23
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図 2: 放物型部分群

P0, a
+
P0

∩ aG0

(12)P0

(123)P0

(13)P0

(132)P0

(23)P0

P1, a
+
P1

∩ aG0

P2, a
+
P2

∩ aG0

(23)P1(13)P2

(13)P1

(12)P2

G

�

(13)

-

(12)

-

(23)

となっているので、aM12などに関しては, すでに前のサブサブセクションで記述されて
いる. M13に関しても (23) ∈ W0のM12への作用を考えれば明らかで,

aM13 = {x ∈ a0 | (x, α13) = 0}, aGM13
= R (23)ϖα23 , aM13

0 = Rα13,

(23)ϖα23 =
1

3
(e1 + e3)−

2

3
e2 = ϖα12 −ϖα23 ,

HM13(

m11 0 m13

0 m22 0

m31 0 m33

) =
log |m11m33 −m31m13|

2
(e1 + e3) + log |m22|e2

を得る. aG0 平面の上に aGM に対応する超平面を描くと図 1のようになる.

ワイル群の作用により放物型部分群の集合P(M)は次のように記述できる.

P = P(M0) = {sP0 | s ∈ W0}, P(G) = {G},

P(M12) = {P1, (13)P2}, P(M13) = {(23)P1, (12)P2}, P(M23) = {(13)P1, P2}.

そして,

F(M) =
∪

L∈L(M)

P(L)

となる. s ∈ W0について∆sP = s∆P と∆sQ
sP = s∆Q

P が成り立つのだから, 任意の P ,

Q ∈ Fについての∆P や∆Q
P は簡単に求めることができる. aG0 平面の上に a+P に対応す

る図形を描くと図 2のようになる. 図形における (jkl)は巡回置換

(
j k l

k l j

)
を意味す

る (例えば (13)(12) = (123)).
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2 粗い展開
これより跡公式についての解説を始める. アーサー跡公式の第一段階として, Modified

kernelのG(Q)\G(A)1上の積分に幾何サイドとスペクトルサイドの２つの粗い展開を
与える. このセクションでは主に [A1, Part I]もしくは [A3, A4]の内容に相当すること
を説明する.

2.1 Modified kernel

このセクションでは P を標準放物型部分群とする.

まず選択される測度について述べよう. NP0 の任意のQ上定義された連結部分群 V

に対して, V (A)上のハール測度を V (Q)\V (A)の測度が 1となるように正規化する. そ
の一つとして dnをNP (A)のハール測度とする. 同様にK上のハール測度 dkについ
ても, その測度を 1と正規化する. aP 上のハール測度 dH を一つ固定する. そのとき,

AP (R)0上のハール測度 daが同型HP : AP (R)0 ∼= aP により定まる. i =
√
−1とする.

ia∗P 上のハール測度 dλを dH と双対な測度とする. つまり, 任意の h ∈ C∞
c (aP )につ

いて ∫
ia∗P

∫
aP

h(H)e−λ(H)dHdλ = h(0)

が成り立つ. 最後にG(A)上のハール測度 dxを一つ固定する. このとき, 次が成り立つ
ようなMP (A)1上の測度 dmが唯一存在する. 任意の f ∈ C∞

c (G(A))について,∫
G(A)

f(x)dx =

∫
NP (A)

∫
MP (A)1

∫
AP (R)0

∫
K

f(nmak)e−2ρP (HP (a))dn dm da dk

が成り立つ.

τ̂P を aP の部分集合

{H ∈ aP | ϖ(H) > 0, ∀ϖ ∈ ∆̂P}

の特性関数とする. テスト関数 f ∈ C∞
c (G(A))について, L2(NP (A)MP (Q)\G(A))上の

核関数KP (x, y)を

KP (x, y) =

∫
NP (A)

∑
γ∈MP (Q)

f(x−1γny)dn

と定義する. a+0 = a+P0
と置く. パラメーター T ∈ a+0 に関するG(A)上の関数 kT (x, f)

を
kT (x, f) =

∑
P⊃P0

(−1)dim aGP
∑

δ∈P (Q)\G(Q)

KP (δx, δx) τ̂P (HP (δx)− T )

と定義する. T は直和分解 a0 = aP ⊕ aP0 の射影によって aP の点とも思えることに注意
しよう. テスト関数 f ∈ C∞

c (G(A))とパラメーター T ∈ a+0 に関する積分 JT (f)を

JT (f) =

∫
G(Q)\G(A)1

kT (x, f)dx

15



と定義する. T ∈ a+0 が十分に正則であるとは, 任意の α ∈ ∆0に対して α(T )が十分に
大きいことを意味する.

定理 2.1. T ∈ a+0 は十分正則とする. そのとき,∫
G(Q)\G(A)1

|kT (x, f)|dx < +∞

が成り立つ. ただし T の大きさは f のサポートにのみ依存する.

この定理より積分 JT (f)は値を持つことが分かる. この後, 十分正則な T について積
分 JT (f)を幾何サイドとスペクトルサイドに展開していく.

2.2 幾何サイド

G(Q)の元 γに対して, γ = γsγu = γuγs, 元 γs ∈ G(Q)は半単純, 元 γu ∈ G(Q)はユ
ニポテントと γのジョルダン分解を定める. G(Q)の元 γと γ′がO-同値であるとは, γs
と γuがG(Q)-共役であることを意味する. O = OGをG(Q)のO-同値類の集合とする.

o ∈ O, T ∈ a+0 , f ∈ C∞
c (G(A))について,

KP,o(x, y) =

∫
NP (A)

∑
γ∈MP (Q)∩o

f(x−1γny)dn,

kTo (x, f) =
∑
P⊃P0

(−1)dim aGP
∑

δ∈P (Q)\G(Q)

KP,o(δx, δx) τ̂P (HP (δx)− T ),

JT
o (f) =

∫
G(Q)\G(A)1

kTo (x, f)dx

と置く.

定理 2.2. T ∈ a+0 は十分正則とする. そのとき,∑
o∈O

∫
G(Q)\G(A)1

|kTo (x, f)|dx < +∞

が成り立つ. ただし T の大きさは f のサポートにのみ依存する.

したがって, この定理より
JT (f) =

∑
o∈O

JT
o (f)

と幾何サイドの粗い展開を得る.
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2.3 スペクトルサイド

関数ϕ ∈ L2(G(Q)\G(A)1)がカスピダルであるとは, 任意の標準放物型部分群P ̸= G

とほとんどすべての x ∈ G(A)1について∫
NP (A)

ϕ(nx)dn = 0

が成り立つことを意味する. L2
cusp(G(Q)\G(A)1)をL2(G(Q)\G(A)1)のカスピダルであ

る関数全体から成る部分空間とする. G(A)1は右正則表現により L2(G(Q)\G(A)1)上
に作用している. そして, L2

cusp(G(Q)\G(A)1)はG(A)1の作用について不変である. 空
間 L2

cusp(G(Q)\G(A)1)はG(A)1の作用の下で, 有限重複度の既約表現の離散和となる
ことが知られている. つまり,

L2
cusp(G(Q)\G(A)1) ∼=

⊕
π∈Ĝ(A)1

mcusp(π) · π

と書くことができる. ただし, mcusp(π) ∈ Z≥0 は π の重複度であり, 位相群 H に対
して Ĥ はH の既約ユニタリ表現のユニタリ同値類の集合とする. L2

disc(G(Q)\G(A)1)
をG(A)1-不変な閉既約部分空間によって張られるL2(G(Q)\G(A)1)の部分空間とする.

L2
cusp(G(Q)\G(A)1)は L2

disc(G(Q)\G(A)1)の部分空間となる.

P と P ′を標準放物型部分群とする. そして, σをMP (A)1の既約ユニタリ表現とし,

σ′をMP ′(A)1の既約ユニタリ表現とする. W (aP , aP ′)をW0の元を制限することで得
られる aP から aP ′への異なる線型同型の集合とする. 二つのペア (P, σ)と (P ′, σ′)が同
値であるとは,

σ ∼= s−1σ′(m) = σ′(wsmw
−1
s ), m ∈MP (A)1

となるようなs ∈ W (aP , aP ′)が存在することを意味する. 上述のL2
cusp(MP (Q)\MP (A)1)

の既約分解の成分に既約ユニタリ表現 σ が現れるとき (mcusp(σ) ̸= 0), 同値類 χ =

{(P, σ)}をカスピダルデータといい, X = XGをその同値類の集合とする.

HP を次の条件 (i)と (ii)を満たすNP (A)MP (Q)AP (R)0\G(A)上の C値可測関数 ϕ

からなる空間とする. (i) 任意の x ∈ G(A)について, ϕx(m) = ϕ(mx)によって定まる
MP (Q)\MP (A)1上の関数 ϕxは

ϕx ∈ L2
disc(MP (Q)\MP (A)1)

を満たす. (ii) 関数 ϕは

||ϕ||2 =
∫
K

∫
MP (Q)\MP (A)1

|ϕ(mk)|2dm dk < +∞

を満たす.
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a∗P,C = a∗P ⊗Cと記号を定める. λ ∈ a∗P,Cとする. 空間HP 上に作用するG(A)の表現
IP (λ)を ϕ ∈ HP に対して

(IP (λ, y)ϕ)(x) = ϕ(xy) e(λ+ρP )(HP (xy)) e−(λ+ρP )(HP (x)), y ∈ G(A)

と定義する. H0
P をK-有限な元からなる HP の部分空間とする. ほとんどすべての

x ∈ G(A)について ϕx ∈ L2
cusp(MP (Q)\MP (A)1)となるような ϕ ∈ H0

P からなる空間を

H0
P,cuspとする. さらに, σ ∈ M̂P (A)1について, ϕx ∈ σ⊕mcusp(σ)となるようなϕ ∈ H0

P,cusp

からなる空間をH0
P,cusp,σとする.

χ = {(P, σ)} ∈ Xとする. Ψ(λ)を Paley-Wiener typeの λ ∈ a∗P,Cについて整関数と
し, x ∈ G(A)についてΨ(λ, x) ∈ H0

P,cusp,σが成り立つとする. このとき, Ψ(λ, x)は, あ
る aP 上の滑らかなコンパクト台をもつ関数の λに関するフーリエ変換で与えられる.

任意のΛ ∈ a∗P について, NP (A)MP (Q)\G(A)上の関数 ψ(x)を

ψ(x) =

∫
Λ+ia∗P

e(λ+ρP )(HP (x))Ψ(λ, x)dλ

で定義する. ψ(x)はHP (x) ∈ aP についてコンパクト台をもつ. このψにより擬アイゼ
ンシュタイン級数Eψ(x)が

Eψ(x) =
∑

δ∈P (Q)\G(Q)

ψ(δx), x ∈ G(Q)\G(A)

と与えられる. Eψ ∈ L2(G(Q)\G(A))が成り立つ. L2
χ(G(Q)\G(A))を上述のΨ(λ, x)

とΛ ∈ a∗P についてのEψによって張られる空間の閉包とする. L2(G(Q)\G(A))の閉部
分空間 L2

χ(G(Q)\G(A))はG(A)-不変である. さらに直和分解

L2(G(Q)\G(A)1) ∼=
⊕
χ∈X

L2
χ(G(Q)\G(A)1)

を得る.

P1をP に含まれる標準放物型部分群とする. このとき, MP1 ⊂MP に注意する. XMP

からXGへの写像Ωが, σ1 ∈ M̂P1(A)1に関するカスピダルデータ (P1 ∩MP , σ1)に対し
て (P1, σ1)を対応させることで与えられる. カスピダルデータ χ ∈ XGに対して

L2
disc,χ(MP (Q)\MP (A)1) =

⊕
χP∈Ω−1(χ)

L2
disc(MP (Q)\MP (A)1) ∩ L2

χP
(MP (Q)\MP (A)1)

とおくと, XGによる直和分解

L2
disc(MP (Q)\MP (A)1) =

⊕
χ∈XG

L2
disc,χ(MP (Q)\MP (A)1)
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を得る. ほとんどすべての x ∈ G(A)について ϕx ∈ L2
disc,χ(MP (Q)\MP (A)1)となる

ϕ ∈ HP 全体からなる空間をHP,χとする. このとき, 直交直和

HP =
⊕
χ∈X

HP,χ

を得る. IP (λ)をHP の不変部分空間HP,χへ制限することで得られる表現を IP,χ(λ)と
書く. そして,

BP =
∪
χ∈X

BP,χ (disjoint union), BP,χ = BP ∩HP,χ ∩H0
P

をみたすHP の正規直交基底 BP が存在する.

P ⊂ Q, x ∈ G(A), ϕ ∈ HP , λ ∈ a∗P,Cについてアイゼンシュタイン級数EQ
P (x, ϕ, λ)を

EQ
P (x, ϕ, λ) =

∑
δ∈P (Q)\Q(Q)

ϕ(δx) e(λ+ρP )(HP (δx))

と定める. そして,

nP = nG
P =

∑
P ′⊃P0

|W (aP , aP ′)|

と置く. また, nQ
P = n

MQ

P∩MQ
(= nP∩MQ

)と置く. このとき, χ ∈ Xに対する核関数
KP,χ(x, y)が

KP,χ(x, y) =
∑

P0⊂P1⊂P

(nP
P1
)−1

∫
ia∗P

∑
ϕ∈BP,χ

EP
P1
(x, IP,χ(λ, f)ϕ, λ) EP

P1
(y, ϕ, λ) dλ

と与えられる. これより

kTχ (x, f) =
∑
P⊃P0

(−1)dim aGP
∑

δ∈P (Q)\G(Q)

KP,χ(δx, δx) τ̂P (HP (δx)− T ),

JT
χ (f) =

∫
G(Q)\G(A)1

kTχ (x, f) dx

とおく.

定理 2.3. T ∈ a+0 は十分正則とする. そのとき,∑
χ∈X

∫
G(Q)\G(A)1

|kTχ (x, f)|dx < +∞

が成り立つ. ただし T の大きさは f のサポートにのみ依存する.

したがって, この定理より
JT (f) =

∑
χ∈X

JT
χ (f)

とスペクトルサイドの粗い展開を得る.
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2.4 まとめ

T に対する JT (f), JT
o (f), J

T
χ (f)の性質を考える.

定理 2.4. 任意に f ∈ C∞
0 (G(A))について, 十分正則な T ∈ a+0 に対して定義される関

数 T 7→ JT (f)は T に関する高々dim aG0 次の多項式となる. JT
o (f)と JT

χ (f)についても
同様である.

この定理により JT (f), JT
o (f), J

T
χ (f)を T の多項式と見ることで, 任意の T ∈ a+0 に

対して値を持つ. 特に多項式の各係数はC∞
c (G(A))上の distributionとなる. このセク

ションのこれまでの議論は, 極小放物型部分群 P0 ∈ P の選択に依存してきたが, 適当
な点 T = T0 ∈ a+0 を取ることで, JT (f), JT

o (f), J
T
χ (f)はP0の選択に依存しない値にな

ることが知られている. そのような点 T0は存在して,

HP0(w
−1
s ) = T0 − s−1T0,

∀w ∈ W0

を満たす点として唯一に定められる. これより, 点 T = T0 ∈ a+0 での多項式 JT (f),

JT
o (f), J

T
χ (f)の値をそれぞれ J(f), Jo(f), Jχ(f)とおく. これらの値は P0の選択によ

らないが, まだM0の選択には依存していることに注意しよう.

最後にテスト関数 fの適用範囲について考える. JT (f), JT
o (f), J

T
χ (f)の定義から明ら

かなように, これらの値は f のG(A)1上の値にのみ依存している. そこで, C∞
c (G(A)1)

を C∞
c (G(A))の関数をG(A)1へ制限した関数から成る空間とすると, これまでの定理

はC∞
c (G(A)1)上の任意の関数に対して適用可能である.

以上をまとめると, 定理 2.1, 2.2, 2.3, 2.4より, P0の選択には依存していない, 次の粗
い展開による等式を得る。

定理 2.5. 任意の f ∈ C∞
0 (G(A)1)について, 等式∑

o∈O

Jo(f) =
∑
χ∈X

Jχ(f)

が成り立つ.

2.5 GL(3)の場合

G(Q)\G(A)がココンパクトな場合は核関数KG(x, x)をG(Q)\G(A)1上積分すれば
跡公式が得られたが, 一般的には

∫
G(Q)\G(A)1 KG(x, x)dxは収束しないので, modified

kernel kT (x, f)を考える必要があった. GL(3)を例にして, modified kernelの意味を考
えよう。そのままでは積分

∫
G(Q)\G(A)1 KG(x, x)dxが収束しない理由は, G(Q)\G(A)1が

コンパクトでない, つまり基本領域がカスプを持つことにある. 収束させるためにカス
プの周辺において核関数KG(x, y)に修正を加えてできたのが, modified kernel kT (x, f)

である. GL(2)の場合 (cf. [TW])ではカスプは点のみなので一つの放物型部分群に対
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図 3: Siegel set

T1

図 4: τ̂P (HP (a)− T )のサポート
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図 5: 切り取られた領域
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して修正を施してやればよかった. しかし, 一般の場合は放物型部分群が多いので, パ
ラメーターも増え, 修正の過程も複雑になる. この修正の雰囲気は, 基本領域のカスプ
の周辺を切り取って積分の範囲をコンパクトな領域にしている, と思ってもらいたい.

もちろん雰囲気なので正確ではないが, o-同値類によっては実際に T を十分に大きく
すれば JT

o (f)の積分の範囲はその切り取られて出来た領域になる (cf. [TW], 双曲元と
FG(g, T )). ここでの切り取られて出来た領域と言うのは, x ∈ G(Q)\G(A)1についての
基本領域上における関数 ∑

P⊃P0

(−1)dim aGP τ̂P (HP (x)− T )

のサポートのことである. H0(a) ∈ aG0 に関するサポートの形をG = GL(3)の場合に詳
しく見てみよう.

まずG(Q)\G(A)1の基本領域は, ある T1 ∈ aG0 とNP0(A)M0(A)1のあるコンパクト部
分集合 ωについての Siegel set

{x = pak | p ∈ ω , a ∈ A0(R)0 , k ∈ K , HG(a) = 0 , β(H0(a)− T1) > 0 ∀β ∈ ∆0}

に含まれる. 基本領域の元 x = pakの pと kはコンパクトな領域を動くのだからカスプ
との距離は aにのみ依存している. H0(x) = H0(a) ∈ aG0 であり, Siegel set上H0(a)は
図 3の影の範囲を動く. 基本領域の元 x = pakはH0(a)が T1から離れるほどカスプに
近づく. 続いて τ̂P (HP (a) − T )をH0(a) ∈ aG0 についての関数とみて, そのサポートを
図 4の影で表した. 最後に (−1)dim aGP に注意すると, 切り取られた領域は図 5の影のよ
うになる. 図より切り取られた領域がコンパクトになっていることが明らかに分かる。
つまり修正の雰囲気は x ∈ G(Q)\G(A)1の基本領域上で動く範囲が図 5のコンパクト
な領域に含まれていると思うことができる.

3 (G,M)-family

このセクションでは [A1, §.17]や [A2, A5, A6, A7]の中で述べられている (G,M)-

familyについて説明する. 定理 2.5の等式をより詳しく知るためには, Jo(f)と Jχ(f)を
細かく展開する必要がある. 細かく展開するためにも, また展開したときに現れる重み
付き軌道積分と重み付き指標の性質を理解するためにも, (G,M)-familyの概念が重要
となる.

3.1 cP (λ)と cM(λ)と c′P (λ)

まずM ∈ Lを一つ固定する. P ∈ P(M)について,

(a∗M)+P = {a ∈ a∗P | ⟨α∨ , a⟩ > 0, ∀α∨ ∈ ∆∨
P}
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と置く. P , P ′ ∈ P(M)が adjacentであるとは, a+P と a+P ′が余次元 1の共通のwallを持
つことをいう. 各 P ∈ P(M)に対して cP (λ)を λ ∈ ia∗M についての滑らかな関数とす
る. そのような関数の集まり

{ cP (λ) | P ∈ P(M) }

が (G,M)-familyであるとは, PとP ′がadjacentであるような任意のペアP , P ′ ∈ P(M)

について

cP (λ) = cP ′(λ) , ∀λ ∈ (i(a∗M)+Pと i(a∗M)+P ′のwallのなす超平面)

が成り立つことを意味する. 以下, {cP (λ) |P ∈ P(M)}を (G,M)-familyと仮定する.

サブサブセクション 2.1において aG, aM , a∗G, a
∗
M上のハール測度を固定したので, aGM

と (aGM)∗上のハール測度もすでに固定されていることに気をつけよう. Z(∆∨
P )を∆∨

P で
生成される aGM の格子とする. 次に,

θP (λ) = vol(aGM/Z(∆∨
P ))

−1
∏

α∈∆P

λ(α∨) , λ ∈ ia∗M

と λの斉次多項式 θP (λ)を定める. そして,

cM(λ) =
∑

P∈P(M)

cP (λ)

θP (λ)

と置く.

補題 3.1. 関数 cM(λ)は λ ∈ ia∗M 上の滑らかな関数に拡張される.

後で cM(λ)の λ = 0での値に注目することになる. そのため, cM(λ)の λ = 0での値
を cM と書く. つまり, cM = cM(0)と置く.

P ∈ P(M)と P ⊂ QとなるQ ∈ F(M)とについて

θ̂QP (λ) = vol(aQP /Z((∆̂
Q
P )

∨))−1
∏

ϖ∈∆̂Q
P

λ(ϖ∨) , λ ∈ ia∗M

と置く. 当然 θ̂QP (λ)は λに関する多項式である. 直和分解 a∗M = (aQP )
∗ ⊕ a∗Q による

λ ∈ ia∗M の ia∗Qへの射影の像を λQとする. 関数 cP の ia∗Qへの制限を cQとする. つまり
cQ = cP |ia∗Qと置いた. そして,

c′P (λ) =
∑
Q⊃P

(−1)dim aQP cQ(λQ) θ̂
Q
P (λ)

−1 θQ(λQ)
−1

と置く.

補題 3.2. 関数 c′P (λ)は λ ∈ ia∗M 上の滑らかな関数に拡張される.

この場合も c′P (λ)の λ = 0での値を c′P と書く. つまり, c′P = c′P (0)と置く.
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3.2 (G,M)-familyの例

x ∈ G(A)と P ∈ P(M)について, λ ∈ ia∗M 上の関数 vP (λ, x)を

vP (λ, x) = e−λ(HP (x))

によって定める. −HP (x) ∈ aGM に注意する.

補題 3.3. 固定した x ∈ G(A)について, {vP (λ, x) |P ∈ P(M)}は (G,M)-familyと
なる.

そのため,

vM(λ, x) =
∑

P∈P(M)

vP (λ, x)

θP (λ)

と置くと, 関数 vM(λ, x)は λ ∈ ia∗M 上の滑らかな関数となり, 極限

vM(x) = lim
λ→0

vM(λ, x)

は値を持つ. 特にvM(x)はaGM上の点−HP (x), P ∈ P(M)を結ぶことで得られる convex

hullの体積と一致することが知られている. そして, 幾何サイドの重み付き軌道積分の
重み因子として現れる.

H, X ∈ aG0 についての関数 Γ′
P (H,X)を等式

τ̂P (H −X) =
∑
Q⊃P

(−1)dim aGQ τ̂QP (H) Γ′
Q(H,X)

を用いて dim aGP に関して帰納的に定義する. もちろん, Γ′
P (H,X)はHとXの aGP への

射影にのみ依存している.

補題 3.4. 任意に固定したXと P について関数H 7→ Γ′
P (H,X)はH ∈ aGP に関してコ

ンパクトサポートを持つ. そして, 関数

X 7→
∫
aGP

Γ′
P (H,X)dH, X ∈ aGP

はXに関する dim aGP 次の斉次多項式となる.

関数 Γ′
P (H,X)はテスト関数へのG(A)の共役の作用を考えたときに, 跡公式に自然

に現れる. ここで

v′P (λ, x) =
∑
Q⊃P

(−1)dim aQP vQ(λQ, x) θ̂
Q
P (λ)

−1 θQ(λQ)
−1

と置くと,

v′P (λ, x) =

∫
aGP

Γ′
P (H,−HP (x)) e

λ(H)dH

が成り立つことが知られている.
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3.3 (G,M)-familyに関する公式

(G,M)-family {cP (λ) |P ∈ P(M)}から別の familyを作ろう. 任意にQ ∈ F(M)を一
つ固定する. MQの放物型部分群R ∈ PMQ(M)に対して, Q(R) ⊂ QかつQ(R)∩MQ =

Rを満たす唯一のQ(R) ∈ P(M)が存在する. これより, λ ∈ ia∗M 上の関数 cQR(λ)を

cQR(λ) = cQ(R)(λ)

によって定義する. そして, このとき {cQR(λ) |R ∈ PMQ(M)}は (MQ,M)-familyとなる.

次に任意にL ∈ L(M)を一つ固定する. Q ∈ P(L)に対して, λ ∈ ia∗L上の関数 cQ(λ)を,

P ⊂ Qとなる P ∈ P(M)を使って

cQ(λ) = cP (λ)

と定義する. この値は P の選択に依存しない. このとき, {cQ(λ) |Q ∈ P(L)}は (G,L)-

familyとなる. 最後に, {dP (λ) |P ∈ P(M)}も (G,M)-familyとして, λ ∈ ia∗M 上の関
数 (cd)P (λ)を

(cd)P (λ) = cP (λ) dP (λ)

と定義する. このとき, {(cd)P (λ) |P ∈ P(M)}も (G,M)-familyである.

補題 3.5. λ ∈ ia∗M について

(cd)M(λ) =
∑

Q∈F(M)

cQM(λ) d′Q(λQ)

が成り立つ. 特に
(cd)M =

∑
Q∈F(M)

cQM d′Q

を得る.

k1をQの拡大体とする. k1 = Qでも良い. M はGの k1上の Levi部分群M1を含
むと仮定する. k1上定義されるM1上の指標X(M1)k1を考えれば, aM1等が同様に定義
できることが分かる. そして, aM は aM1 の部分空間となる. {cP1(λ) |P1 ∈ P(M1)}を
(G,M1)-familyと仮定する. さらに, P ∈ P(M)に関して, λ ∈ ia∗M 上の関数 cP (λ)を,

P1 ⊂ P となる P1 ∈ P(M1)を使って

cP (λ) = cP1(λ)

と定義する. この値は P1の選択に依存しない. そして, {cP (λ) |P ∈ P(M)}は (G,M)-

familyとなる. 各L1 ∈ L(M1)について aL1
M1
上のハール測度を固定する. 各L1 ∈ L(M1)

に対する正の実数 dGM1
(M,L1)を次のように定義する. まず自然な写像

aMM1
⊕ aL1

M1
→ aGM1
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が同型でないならば, dGM1
(M,L1) = 0と定める. もしその写像が同型ならば,

(aGM1
上のハール測度) = dGM1

(M,L1)× (aMM1
⊕ aL1

M1
上のハール測度)

によって dGM1
(M,L1)を定める. さらに aMM1

上に一つの小さいベクトル ξを固定する. も
しL1 ∈ L(M1)かつ dGM1

(M,L1) ̸= 0であるなら, ξ + aGM と aGL1
は一つの点で交わる. あ

る唯一のQ1 ∈ P(L1)が存在して, その点が a+Q1
に属する. つまり, ベクトル ξによって,

L1 ∈ L(M1), d
G
M1

(M,L1) ̸= 0に対してQ1 ∈ P(L1)を一つ定めることができる.

補題 3.6. λ ∈ ia∗M について

cM(λ) =
∑

L1∈L(M1)

dGM1
(M,L1) c

Q1

M1
(λ)

が成り立つ. 特に
cM =

∑
L1∈L(M1)

dGM1
(M,L1) c

Q1

M1

が成り立つ.

この補題の k1 = Q, G = G×G,M1 = M =M×Mの場合を考えよう. M =M×M
にM を対角に埋め込んで, M ⊂ Mとする. このとき, aM も aM = aM ⊕ aM への対角
の埋め込みにより, aM を aMの部分空間となる. そして, Gの L(M)に属する Levi部
分群はペア L = (L1, L2), L1, L2 ∈ L(M)によって与えられる. さらに

dGM(M,L) = 2
1
2
dim aGM dGM(L1, L2)

が成り立つ. 一方で, P = (Q,Q) ∈ P(M), Q ∈ P(M)と λ ∈ a∗M について

θP (λ) = 2
1
2
dim aGMθQ(λ)

となることにも注意したい. これより下の補題で 2
1
2
dim aGM が現れない. 小さいベクト

ル ξ ∈ aMM を一つ固定する. この ξ によりペア (L1, L2) ∈ L(M), L1, L2 ∈ L(M),

dGM(L1, L2) ̸= 0からペア (Q1, Q2) ∈ P(M), Q1 ∈ P(L1), Q2 ∈ P(L2)への対応を得る.

aMM = {(H,−H) |H ∈ aM}

であり, aL1
M ⊕ aL2

M = aGM なので,

ξ =
1

2
ξ1 −

1

2
ξ2, ξ1 ∈ aL1

M , ξ2 ∈ aL2
M

と書くことができ,

ξ1 ∈ a+Q1
and ξ2 ∈ a+Q2

が成り立つ.
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補題 3.7. λ ∈ ia∗M について

(cd)M(λ) =
∑

L1, L2∈L(M)

dGM(L1, L2) c
Q1

M (λ) dQ2

M (λ)

が成り立つ. 特に
(cd)M =

∑
L1, L2∈L(M)

dGM(L1, L2) c
Q1

M dQ2

M

が成り立つ.

3.4 GL(3)の場合

まず x ∈ G(A)1を一つ固定する. s ∈ W0に対して

Ys = −HsP0(x) ∈ aG0

と置く. この Ysを具体的に計算することで, 跡公式の幾何サイドに関連する (G,M)-

familyの例
{ vsP0(λ, x) = eλ(Ys) | s ∈ W0}

の雰囲気を説明したい. (sα)(wsaw
−1
s ) = α(a), α ∈ a∗0, a ∈ A0を思い出せば

⟨s−1HsP0(wsxw
−1
s ), α⟩ = ⟨H0(x), α⟩

が示せるので,

HsP0(x) = sH0(w
−1
s x) (3.1)

が成り立つことに注意しよう.

x = mnk ∈ G(A)1 , m ∈M0(A) , n =

1 n12 n13

0 1 n23

0 0 1

 ∈ NP0(A) , k ∈ K

と記号を定める. Ysの計算を始める前に次の補題を与えておく.

補題 3.8. n ∈ Cについて(
1 0

n 1

)
=

(
(1 + |n|2)−1/2 0

0 (1 + |n|2)1/2

)(
1 n

0 1

)
1

(1 + |n|2)1/2

(
1 −n
n 1

)
が成り立つ. F を標数 0の非アルキメデス的局所体とし, Oをその整環, πを素元とす
る. eが 0より大きい整数のとき, n ∈ π−eO×について(

1 0

n 1

)
=

(
πe 0

0 π−e

)(
1 π−2e n−1

0 1

)(
0 −π−e n−1

πe n πe

)
が成り立つ.
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どちらも直接計算で簡単に証明できる. Iwasawa分解になっていることに気をつけよ
う. n = (nv) ∈ Aに対して

ψ(n) =
∑
v

ψv(nv) , ψ∞(n∞) = log(1 + n2
∞)1/2 , ψv(nv) = max{log |nv|v , 0} if v <∞

とA上の関数 ψを定める. ただし, v <∞について ψv(0) = 0とする.

まず (12)について考えよう. m ∈ M0(A)についてHsP0(m) = H0(m)なのだから,

(3.1)より

Y(12) − Ye = −(12)H0(

 1 0 n23

n12 1 n13

0 0 1

) = −(12)H0(

 1 0 0

n12 1 0

0 0 1

)

を得る. よって補題 3.8より

Y(12) = −ψ(n12)(e1 − e2) + Ye

が得られた. これにより Yeと Y(12)の位置関係が分かる. 特に (12)で固定される直線
aGM12

と点 Yeと点 Y(12)を結ぶ直線が垂直に交わることが分かる. 他の場合も同様に補題
3.8より計算できる. n1 = (n1,v), n2 = (n2,v) ∈ Aに対して

ψ(n1, n2) =
∑
v

ψv(n1,v, n2,v) , ψ∞(n1,∞, n2,∞) = log(1 + n2
1,∞ + n2

2,∞)1/2 ,

ψv(n1,v, n2,v) = max{log |n1,v|v , log |n2,v|v , 0} if v <∞

とA上の関数 ψを定める. このとき, 以下のようになる.

Y(12) − Ye =− ψ(n12)(e1 − e2) ,

Y(23) − Ye =− ψ(n23)(e2 − e3) ,

Y(123) − Ye =ψ(n12)(e2 − e3)− ψ(n12, n13)(e1 − e3) ,

Y(132) − Ye =ψ(n23)(e1 − e2)− ψ(n13 − n12n23, n23)(e1 − e3) ,

Y(13) − Ye =− ψ(n12, n13)(e1 − e2)− ψ(n13 − n12n23, n23)(e2 − e3) .

図の記述を簡単にするためα12(−H0(x)) > 0かつα23(−H0(x)) > 0を仮定すると, 上の
計算結果から Convex hullの図 6が得られる. これらの結果や図からも分かるように,

P = sP0 ∈ P に対して, α ∈ ΦP と adjacentなペア sαP と P について, 非負整数 rαが
存在して,

Ys − Ysαs = rα α
∨

が成り立つことが分かる (cf. [A2]). 先に述べたように, このConvex hullの内部の体積
と vM0(x)の値が一致することが知られている.
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図 6: Convex hull

Ye

Y(12)

Y(23)

Y(123)

Y(132)

Y(13)

次に Γ′
P (H,X)を P = P0, P1, P2, Gに対して計算しよう (他の場合も同様に計算で

きる).

H =H1(e1 − e2) +H2(e2 − e3) ∈ aG0

X =X1(e1 − e2) +X2(e2 − e3) ∈ aG0

と記号を定める. 明らかに任意のH, X ∈ aG0 について

Γ′
G(H,X) = 1

である. 続いて定義から

τ̂P1(H −X) = τ̂P1(H) Γ′
G(H,X)− τ̂MP1

(H) Γ′
P1
(H,X)

であり,

τ̂P1(H) =

{
1 if H2 > 0 ,

0 otherwise
, τ̂MP1

(H) = 1

なので

Γ′
P1
(H,X) =

{
1 if 0 < H2 ≤ X2 ,

0 otherwise

を得る. 同様に

Γ′
P2
(H,X) =

{
1 if 0 < H1 ≤ X1 ,

0 otherwise

が示せる. 定義より

τ̂P0(H −X) =τ̂P0(H) Γ′
G(H,X)− τ̂

MP1
MP1

∩P0
(H) Γ′

P1
(H,X)

− τ̂
MP2
MP2

∩P0
(H) Γ′

P2
(H,X) + τ̂MP0

(H) Γ′
P0
(H,X)
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図 7: Γ′
P0
(H,X)のサポート

X

であり,

τ̂P0(H) =

{
1 if H1 > 0 and H2 > 0 ,

0 otherwise
, τ̂MP0

(H) = 1 ,

τ̂
MP2
MP1

∩P0
(H) =

{
1 if H1 − 1

2
H2 > 0 ,

0 otherwise
, τ̂

MP2
MP2

∩P0
(H) =

{
1 if − 1

2
H1 +H2 > 0 ,

0 otherwise

が成り立つ. そのため,

Γ′
P0
(H,X) =

{
1 if 0 < H1 ≤ X1 , 0 < H2 ≤ X2 , H2 < 2H1 , and H1 < 2H2 ,

0 otherwise

が成り立つ. よって, X を固定して Γ′
P0
(H,X)をH ∈ aG0 に関する関数とみると, その

サポートは図 7の影のようになることが分かる. 特に図 6の convex hullの図を見れば,

X = Yeとしたとき, その Yeから出ている直線と aGP1
と aGP2

で囲まれた図形と一致する
ことが分かると思う.

補題 3.5の二つ目の公式を図で見てみよう. 元 xとは異なるもう一つの元 x′ ∈ G(A)1

を一つ固定する. 同様に s ∈ W0に対して

Zs = −HsP0(x
′) ∈ aG0

と置く.

csP0(λ) = eλ(Ys) , dsP0(λ) = eλ(Zs)

とすると, 二つの (G,M)-family {cP (λ) |P ∈ P}, {dP (λ) |P ∈ P}が得られる. そして,

それらの積から得られる (G,M)-family {(cd)P (λ) |P ∈ P}が

(cd)sP0(λ) = eλ(Ys+Zs)
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図 8: Convex hull II

Ye

Y(12)

Y(23)

Y(123)

Y(132)

Y(13)

Ye + Ze

Y(12) + Z(12)

Y(23) + Z(23)

Y(123) + Z(123)

Y(132) + Z(132)

Y(13) + Z(13)

d′P0

cP1
M0

d′P1

で定められる. Ysと Ys + Zsから得られる convex hullを図 8に描いた. 補題 3.5より,

(cd)M0 =c
G
M0

+ cP1
M0
d′P1

+ c
(13)P1

M0
d′(13)P1

+ c
(23)P1

M0
d′(23)P1

+ cP2
M0
d′P2

+ c
(12)P2

M0
d′(12)P2

+ c
(13)P2

M0
d′(13)P2

+
∑
s∈W0

d′sP0

となる. もちろん (cd)M0は Ys + Zsの convex hullの内部の体積になる. 図 8を見れば,

この公式が図における Ys + Zsの convex hullの分割に対応していることは明らかだと
思う.

補題 3.6と 3.7の公式に関しても同様に図を使って考えることができる. この原稿に
は書かないが, 読者の方で興味のある方はぜひ図を描いてみてほしい.

4 細かい展開
このセクションでは [A1, §.18, 19, 20, 21]において説明されている Jo(f)と Jχ(f)の
細かい展開について述べる. これらの結果に関するアーサーの論文に関しては [A1]を
参照されたい.
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4.1 幾何サイド

Jo(f)を重み付き軌道積分の和に細かく展開しよう. まずは記号を定めていく.

Sを素点の有限集合とし, ∞ ∈ Sとする. そして,

G(QS) =
∏
v∈S

G(Qv)

と置く. G(QS)
1 = G(QS) ∩G(A)1とし, C∞

c (G(QS)
1)はG∞

c (G(QS))の関数をG(QS)
1

へ制限して得られる関数から成る空間とする. χvをKvの特性関数とし, χS =
∏

v ̸∈S χv

と置く. このとき, C∞
c (G(QS)

1)から C∞
c (G(A)1)への単射が f → fχS で与えられる.

そこで, C∞
c (G(QS)

1)とこの単射の像を同一視する.

元 γ ∈ G(Q)について, Gγ,+をQ上定義される γのGにおける中心化群とする. そ
して, Gγを 1を含むGγ,+の連結成分とする.

元 γ = (γv) ∈M(Q)を一つ固定する. σvを γvの Jordan分解の semisimple partとす
る. まずGγ ⊂M となる場合には, f ∈ C∞

c (G(QS))について,

JM(γ, f) =
∣∣∣∏
v∈S

det(1− Ad(σv))g/gσv

∣∣∣1/2 ∫
Gγ(QS)\G(QS)

f(x−1γx) vM(x) dx

と JM(γ, f)を定義する. 次に Gγ ̸⊂ M の場合には, ある標準的な関数 rLM(γ, a), L ∈
L(M), a ∈ AM(QS)が存在して, aはGaγ ⊂ M ⊂ Lを満たしながら動くようにしする
ことで上の場合に定義された JL(aγ, f)よって,

JM(γ, f) = lim
a→1

∑
L∈L(M)

rLM(γ, a) JL(aγ, f)

と JM(γ, f)が定義される.

S = S1 ∪ S2 (disjoint union) と二つの集合に分け,

f = f1 f2 , f1 ∈ C∞
c (G(QS1)) , f2 ∈ C∞

c (G(QS2)) ,

γ = γ1 γ2 , γ1 ∈ G(QS1)) , γ2 ∈ G(QS2)

と仮定する. このとき, Gγ ⊂M の場合には, JM(γ, f)の定義と補題 3.7より

JM(γ, f) =
∑

L1,L2∈L(M)

dGM(L1, L2) J
L1
M (γ1, fQ1) J

L2
M (γ2, fQ2)

が成り立つ. ただし, (L1, L2)に (Q1, Q2)が対応しており, r = 1 or 2について, KSr =∏
v∈Sr

Kvとし,

fr,Qr(m) = δQ(m)1/2
∫
KSr

∫
NQr (QSr )

fr(k
−1mnk) dn dk , m ∈MQr(QSr) ,

と置いた. この公式を帰納的に使えば各素点上の積分の積に分解できることが分かる.

元 γ ∈ G(Q)を一つ固定する. σを γの Jordan分解における semi-simple partとす
る. γと γ′が (G,S)-同値であるとは, 次の条件 (i)と (ii)が成り立つことを意味する.
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(i) σと δ−1γ′δの semi-simple partが一致するような δ ∈ G(Q)が存在する.

(ii) ユニポテント σ−1γと σ−1δ−1γ′δはGσ(QS)において共役である.

(UGσ(Q))Gσ ,S を Gσ(Q)のユニポテント元全体における (Gσ, S)-同値類の集合とする.

(UGσ(Q))Gσ ,Sは有限集合であることに注意する.

定理 4.1. O-同値類 ounipをG(Q)のユニポテント元全体の集合とする. 無限素点∞を
含む任意の素点の有限集合Sについて, G, S, u ∈ (UG(Q))G,Sによって唯一に定まる定
数 aG(S, u)が存在して, 任意の f ∈ C∞

c (G(QS)
1)について

Jounip(f) =
∑
M∈L

|WM
0 | |WG

0 |−1
∑

u∈(UM (Q))M,S

aM(S, u) JM(u, f)

が成り立つ. さらに任意の Sに対して

aM(S, 1) = vol(M(Q)\M(A)1)

が成り立つ.

さらにこの定理をすべてのO-同値類に対して拡張した結果を紹介しよう. 次のよう
に記号を定める.

εG(σ) =

{
1 if AGσ = AG ,

0 otherwise.

ιG(σ) = Gσ,+(Q)/Gσ(Q) .

そして,

aG(S, γ) = εG(σ) |ιG(σ)|−1
∑

u∈(UGσ (Q))Gσ,S/∼

aGσ(S, u)

と置く. 特に γが semi-simpleならば

aG(S, γ) = εG(σ) |ιG(σ)|−1 vol(Gγ(Q)\Gγ(A)1)

となる. (M(Q) ∩ o)M,SをM(Q) ∩ oにおける (M,S)-同値類の有限集合とする.

定理 4.2. 任意のO-同値類 oに対して, 無限素点∞を含むある素点の有限集合 Soが存
在して, 任意の S ⊃ Soと任意の f ∈ C∞

c (G(QS)
1)について

Jo(f) =
∑
M∈L

|WM
0 | |WG

0 |−1
∑

γ∈(M(Q)∩o)M,S

aM(S, γ) JM(γ, f)

が成り立つ.
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4.2 スペクトルサイド

L2
disc(MP (Q)\MP (A)1) = ⊕

π∈M̂(A)1mdisc(π) · πとする. ただし, mdisc(π) ∈ Z≥0は π

の重複度とする. π ∈ M̂P (A)1について, HP,πを ϕ ∈ HP で ϕx ∈ mdisc(π) · πとなるも
の全体の空間とする. そして, HP,χ,π = HP,χ ∩HP,πと置く. このとき,

HP,χ =
⊕

π∈M̂P (A)1

HP,χ,π

と直和分解する. IP,χ(λ)のHP,χ,πへの制限を IP,χ,πと書く. 次にW (M) = WG(M) =

W (aM , aM)とする. 例えばG = GL(3)の場合,

WM12(M) =

{
{e , (12)} ifM =M0,

{e} ifM =M12

となる. s ∈ W (M)で固定される部分空間を asM = {H ∈ aM | t(H) = H}と置く. 有限
群WL(M)の正則元から成る部分集合WL(M)regが

WL(M)reg = {t ∈ WL(M) | atM = aL}

と定義される. スペクトルサイドの細かい展開の記述のために, 最後に intertwing

operator の記号を定めよう. P , Q ∈ P(M), s ∈ W (M), λ ∈ ia∗M に対して, ユ
ニタリ表現 (IP (λ),HP )と (IQ(sλ),HQ)に対して, ある unitary intertwing operator

MQ|P (s, λ) : HP → HQが存在する. MQ|P (λ) = MQ|P (1, λ), MP (s, 0) = MP |P (s, λ)と
置く. MP |P (s, λ)は λから独立していることに注意する.

MQ(Λ, λ, P ) =MQ|P (λ)
−1MQ|P (λ+ Λ) , Λ ∈ ia∗M , Q ∈ P(M)

と置くと,

{MQ(Λ, λ, P ) |Q ∈ P(M)}

はΛ ∈ ia∗M についての (G,M)-familyとなり,

ML(λ, P ) = lim
Λ→0

∑
Q∈P(L)

MQ(Λ, λ, P ) θQ(Λ)
−1

が定義される.

H(G(A)1) = {f ∈ C∞
c (G(A)1) | f はK-有限 }

とする. 次の公式が Jχ(f)の細かい展開である.

定理 4.3. 任意の f ∈ H(G(A)1)について

Jχ(f) =
∑

M∈L(M0)

∑
L∈L(M)

∑
π∈M̂(A)1

∑
s∈WL(M)reg

|WM
0 | |W0|−1 | det(s− 1)aGM |−1

×
∫
ia∗L/ia

∗
G

tr(ML(λ, P )MP (s, 0) IP,χ,π(λ, f))dλ

が成り立つ.
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4.3 GL(3)の場合

GL(3)の Jo(f)について具体例を与える.

γ =

a1 0 0

0 a2 0

0 0 a3

 ∈M0(Q) , a1 ̸= a2 , a1 ̸= a3 , a2 ̸= a3

とする. 明らかにGγ =M0となる. γの属するO-同値類 oは γのG(Q)-共役類である.

Sを Soを含む十分大きい素点の有限集合とする. 定義より

JM0(γ, f) = DS(a1, a2, a3)

∫
M0(QS)\G(QS)

f(x−1γx) vM0(x) dx,

DS(a1, a2, a3) =
∏
v∈S

|a−1
1 a3(1− a1a

−1
2 )(1− a2a

−1
3 )(1− a1a

−1
3 )|v

となる. サブセクション 3.4を見れば, vM0(x)の値が分かる. M ∈ L, M ̸= M0につい
て, M(Q) ∩ oの元 σはAMσ = AM を満たさないことに気をつければ, 定理 4.2より

Jo(f) = vol(Gγ(Q)\Gγ(A)1) JM0(γ, f)

を得る. このようなO-同値類 oに関しては JT
o (f)を直接に計算することでも上の等式

は得られる (cf. [A1, §.11]).
次に Jounip(f)を定理 4.2に従って書き下してみよう.

Jounip(f) =
1

6
vol(M0(Q)\M0(A)1) JM0(1, f)

+
1

3

{
vol(M12(Q)\M12(A)1) JM12(1, f) + aM12(S, u12) JM12(u12, f)

}
+

1

3

{
vol(M13(Q)\M13(A)1) JM13(1, f) + aM13(S, u13) JM13(u13, f)

}
+

1

3

{
vol(M23(Q)\M23(A)1) JM23(1, f) + aM23(S, u23) JM23(u23, f)

}
+ vol(G(Q)\G(A)1) JG(1, f) + aG(S, u1) JG(u1, f) + +aG(S, u2) JG(u2, f),

u12 =

1 1 0

0 1 0

0 0 1

 , u13 =

1 0 1

0 1 0

0 0 1

 , u23 =

1 0 0

0 1 1

0 0 1

 ,

u1 =

1 1 0

0 1 0

0 0 1

 , u2 =

1 1 0

0 1 1

0 0 1


と展開される.
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内視論入門 ∗

今野拓也†

2010年 10月 7日

導入
世上では endoscopyは内視鏡 (endoscope)の機能開発を図る医学分野で、数学者でなく

てもその意義は一目瞭然であろう。これを受けて私の原稿でも endoscopy を内視論と訳
している。しかし我々にとっての endoscopyは Langlandsによって創始され、我々の消化
器官ではなく、保型表現論に現れる Lパケット (または Aパケット)の内部を見る理論で
ある。
よく知られているように GL2 やその内部形式上の保型表現はその標準 L 関数の性質

をもって記述され、特に (分岐因子を除く!) 標準 L 関数たちで一意に決まる。すなわち
保型形式の数論的な寄与はすべて L 関数から決まっている。この性質はある種の志村曲
線や Hilbert モジュラー多様体のゼータ関数を記述する際に大きな役割を果たしている
[BBG+79], [BL84]。
例えば総実代数体 F 上の完全不定符号四元数体 B の乗法群を Q上の代数群と見たも

のを Gと書く。Qのアデール環を A = R⊕ Afin として、部分群

K∞ :=

®(Å
αv βv
−βv αv

ã)
v
∈

∏
v

GL2(R) = G(R)

´
および G(Afin)の開かつコンパクトな部分群K を (適当に小さく)取れば複素多様体

SK(C) = G(Q)\(G(R)/K∞ ×G(Afin)/K) = G(Q)\G(A)/K

∗ 第 18回整数論サマースクール「アーサー・セルバーグ跡公式入門」の報告集原稿。
† 九州大学大学院数理学研究院。〒819-0395福岡市西区元岡 744番地
電子メール : takuya@math.kyushu-u.ac.jp
ホームページ : http://knmac.math.kyushu-u.ac.jp/konno/
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(K := K∞ ×Kfin)が考えられる。その Bettiコホモロジーは松島・村上の公式により

Hi(SK(C),C) '
⊕

π∈Π(G(A))

(Hi(g∞,K∞;π∞)⊗ πKfin)⊕m(π)

で与えられる。ここで Π(G(A)) は G(A) の既約ユニタリ表現の同型類の集合で、m(π)

はそのカスプ形式の空間での重複度、π∞, πfin はそれぞれ πの G(R)および G(Afin)成分
である。Hi(g∞,K∞;π∞)は π∞ の Harish-Chandra加群の相対 Lie環コホモロジー、πKfin

は πfin の K 固定ベクトルの空間を表す。SK は Q上の標準模型を持ち、その (分岐因子
を除く) Hasse-Weilゼータ関数は π のある保型 L関数 L(s, π, r)を用いて

ZΣ(s, SK) =
∏

π∈Π(G(A))

LΣ
(
s− d

2
, π, r

)n(π,K)m(π)

(†)

で与えられることが [BBG+79] の主結果の一つである。ただし Σ は適当な分岐素点の
集合、d = [F : Q] である。また n(π,K) は H∗(g∞,K∞;π∞) の Euler-Poincaré 標数と
dimπKfin の積である。これは Lefschetz跡公式によって SK の有限体上の有理点の構造に
帰着され、その有限体上の点の数の記述を Selberg跡公式の幾何サイドにインプットする
ことで証明された。
ところがこの性質は一般線型群以外ではほとんど成り立たない。例えば代数体の二次拡
大 E/F と、E のイデール類指標 η で F イデール上で自明なもの η : A×

E/E
×A×

F → C1

を取る。非自明指標 ψ : AF /F → C1 を止めれば、F の各素点 vで局所テータ対応により
たかだか二つの SL2(Fv)の既約ユニタリ表現 π(ηv, ψav ), (a ∈ F×

v /NEv/Fv
(E×

v ))が作れ
る。さらに a ∈ A×

F /NE/F (A×
E)に対して、制限テンソル積

π(η, ψa) :=
⊗
v

π(ηv, ψav
v )

は定義可能な SL2(AF )の既約ユニタリ表現である。さらに η2 6= 1としたとき Labesse-

Langlandsによって次が知られている。

• π(η, ψa), (a ∈ A×
F /NE/F (A×

E)) が SL2 のカスプ形式の空間に現れるためには、
a ∈ F× NE/F (A×

E) が必要十分で、そのとき π(η, ψa) のカスプ形式の空間での重
複度は 1である。
• π(η, ψa), (a ∈ F×/NE/F (E×)) はあらゆる保型 L 関数を共有するカスプ表現で
ある。

すなわち保型形式は L 関数で決まらず、しかも L 関数を共有する既約表現にかたや
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カスプ形式、かたや保型表現でないものがあるというわけである。これを L 不可分性
(L-indistinguishability)の問題という。
こうした現象は早くから観測されており、その表現論から見た根拠も Labesse-Langlands

は 1970 年代初頭に理解していた。しかし (†) の類似を考えたとき、この現象は L 関数
の肩に乗る指数が L 関数で決まらないことを意味している。当時 PEL 型志村多様体の
ゼータ関数を保型 L 関数で記述するというプログラムを追求していた Langlands はこの
理由を (志村多様体の有限体有理点の数をインプットする) 跡公式の幾何サイドに求めな
くてはならなかった。彼は 1970年代をかけてこの問題を追求し、最終的にこれらの現象
が共役類ごとの局所大域原理に起因するという解決策を論文 [Lan77], [Lan79c], [LL79],

[Lan79b], [Lan79a]などに発表している。共役類の局所大域原理は跡公式の安定化という
プロセスを通じて、内視群と呼ばれるより小さな群からの保型形式のリフトとして保型表
現に影響する。
一方で齋藤 (裕)による捻り付き跡公式 (twisted trace formula)を用いたベースチェンジ

リフトの構成は、共役類を記述する Galoisコホモロジー群より L群の半単純自己同型を
中心に内視論を構成すべきであるという新視点を与えた。特にそれまで障害と考えられて
いた内視論が、むしろ保型表現のリフトを構成できる有用な枠組みであると考えられる
ようになった。この新しい枠組みでの内視論は主に Kottwitz によって構成され、その成
果は [Kot84], [Kot86], [KS99]などに発表されている。またその際に必要となる捻り付き
Arthur-Selberg跡公式は Clozel-Labesse-Langlandsによって開発され [CLL]、その結果は
[Art86]以降の Arthurの論文に見ることができる。この方向では保型表現の記述がよくわ
かっている一般線形群の外部自己同型に関する内視群に古典群が現れることを用いて、古
典群の保型表現を記述しようというプログラムが重要である [Art90], [Art05]。
残念ながらこの講演では外部自己同型に関するいわゆる捻り付き内視論 (twisted

endoscopy)については触れないが、Langlandsが最初に行った形で内視論の構成を紹介す
る。これは Langlandsの構成が最も内視論のアイディアがわかりやすいことと、共役類の
問題から出発することで L パケットや局所 Langlands 対応など依然として仮説的な概念
を用いずにすむからである。その一方で保型表現に対する内視論の帰結については全く触
れられないため、構成の動機、特に L群を用いることの意義が分かりづらいことは否めな
い。この点については平賀さんの解説を参照してもらうことにして、この講演ではその際
に障害とならないよう Kottwitz ([Kot84], [Kot86])による L群を用いた定式化を積極的に
採用するにとどめる。
以下にこの原稿の大まかな構成を述べよう。まず 1節では内視論全体を通して基礎的な

道具となる群コホモロジーについて復習する。少し冗長すぎる記述もあるが、保型表現な
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ど解析的な分野を中心に勉強している大学院生の読者が理解しやすいよう心がけたつもり
である。ついで 2で局所大域原理の雛形ともなるトーラスの Langlands対応を解説する。
内視論は志村理論の影響を強く受けており、その構成においては極大トーラスやアーベル
商などの関連するトーラスに多くの構成を帰着する。その際にはこの節の内容が繰り返し
用いられる。
続く 3節で連結簡約群についての基本的な定義や記号を準備したあと、4節で代数体上
の連結簡約群の共役類の局所大域原理を記述する。これは半単純単連結群に対してはシ
ンプルな捻子の考察によって容易に達成できるが、一般の簡約群に対しては Kottwitz に
よるアーベル商への帰着を用いる。得られた局所大域原理は群の中では共役類ごとの局
所的なものであるから、それを群全体の上の関数空間に実現される保型表現の情報に変
換する跡公式が必要になる。5節ではこうした局所大域公式としての側面を強調しつつ、
Arthur-Selberg跡公式をかなり簡単に紹介する。局所大域原理のインプットを説明すると
いう我々の目的には跡公式の楕円正則項だけを考えるのが最適である。この原稿の最後の
節ではまず内視論の主役である内視データの定義を復習する。Kottwitzによるこの定義は
L群の半単純元を中核に据えているため、現実に考える共役類との関連が見えにくい。そ
こで極大トーラスとその L群それぞれの許容埋め込みという概念を用いることにより、共
役類の構造への内視データの寄与を明らかにする。それにより局所大域原理を盛り込んだ
跡公式が、自然に内視データによる展開を持つことを見てこの稿は完了である。
ここまでの構成は Galoisコホモロジーを用いた共役類の記述のみによる純代数的なも
のである。跡公式の安定化のためには内視データによる展開の各項を、対応する内視群上
の超関数で展開するという調和解析的問題を解かなくてはならない。それが次稿で解説す
る軌道積分の移行の問題である。
最後になったが今回サマースクールで内視論をテーマにした講演をする機会を与えてく
ださった、主催者の若槻聡、平賀郁両氏に感謝したい。サマースクールでは今回執筆した
内視論への導入、軌道積分の移行の問題、楕円項の安定化に加えて、応用として玉河数に
ついてのWeilの予想の解決についても紹介した。本来はそれについても概説を書くつも
りであったが、私の不徳と時間、力量の不足により原稿に取りかかることすらかなわな
かった。参加者、関係者の皆さんにはこの場を借りてお詫びしたい。
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1 群コホモロジー
この節では内視論の記述で一貫して用いられる群コホモロジーの定義を復習し、その基
本性質をまとめておく。詳細については [Wei94]など任意のホモロジー代数のテキストを
参照されたい。この節では添字のないテンソル積は Z上のそれを表す。

1.1 定義

G を群とする。G の Z 係数の群環 Z[G] 上の左加群を G 加群と呼び、それらの間の
Z[G]準同型を単に G準同型という。G加群のなすアーベル圏を G-Mod , A, B ∈ G-Mod

の間の射からなるアーベル群を HomG(A,B)で表す。またアーベル群の圏を Ab と書く。
G加群M を取る。共変関手 G-Mod 3 N 7→ HomG(M,N) ∈ Ab は左完全だが完全では
ない。すなわち G-Mod の短完全列 0→ N ′ → N → N ′′ → 0に対して

0 −→ HomG(M,N ′) −→ HomG(M,N) −→ HomG(M,N ′′)

は完全列だが、最後の準同型は全射とは限らない。その右導来関手が N 7→ Ext•G(M,N)

であった。
もう少し詳しく復習しよう。G 加群 P (I) が射影的 (単射的) とは、任意の全射 (単射)

G準同型 A→ B において勝手な G準同型 P → B (A→ I)が G準同型 P → Aに持ち
上がる (B → I に延びる)ことだった。

P
∃

��~
~

~
~

��
A // B // 0

0 // A //

��

B

∃��~
~

~
~

I

また G 加群 A の射影 (単射) 分解 P• (I•) とは、完全系列 · · · → P 1 → P 0 → A → 0

(0 → A → I0 → I1 → · · · )で各 Pn (In)が射影 (単射) G加群であるもののことだった。
任意の A ∈ G-Mod は射影および単射分解を持つことが知られている [Wei94,補題 2.2.5,

演習 2.3.5]。このとき N の単射分解 I• およびM の射影分解 P• に対して

ExtiG(M,N) := Hi(HomG(M, I•)) ' Hi(HomG(P•, N)), i = 0, 1, 2, . . .

となるのだった。あるいはM の任意の分解、つまり完全列 0→M → K0 → K1 → · · ·
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を取って、ExtiG(M,N)を i次コチェイン写像K• → I•[i]:

0 //

��

K0 //

��

K1 //

��

· · ·

Ii−1 // Ii // Ii+1 // · · ·

のホモトピー同値類の群 HomK(G-Mod )(K•, I•[i])と定義しても同じ結果が得られる。特
にM が自明な G加群 Zの場合が N 係数の i次 Gコホモロジー群

Hi(G,N) := ExtiG(Z, N), i = 0, 1, 2, . . .

である。
定義から ExtiG(M, ·)は不変コホモロジー δ 関手である。すなわち以下の性質を持つ。

(i) G-Mod の短完全列 0→ N ′ → N → N ′′ → 0に対して、長完全列

0 −→HomG(M,N ′) −→ HomG(M,N) −→ HomG(M,N ′′)
δ−→Ext1G(M,N ′) −→ Ext1G(M,N) −→ Ext1G(M,N ′′)
δ−→Ext2G(M,N ′) −→ Ext2G(M,N) −→ Ext2G(M,N ′′) −→ . . .

を与えるような準同型 δ : ExtiG(M,N ′′)→ Exti+1
G (M,N ′)がある。

(ii) 各行が完全列である可換図式

0 // N ′
1

//

f

��

N1
//

g

��

N ′′
1

//

h

��

0

0 // N ′
2

// N2
// N ′′

2
// 0

に対して、次の図式は可換になる。

ExtiG(M,N ′
1) //

f

��

ExtiG(M,N1) //

g

��

ExtiG(M,N ′′
1 ) //

h

��

Exti+1
G (M,N ′

1)

f

��
ExtiG(M,N ′

2) // ExtiG(M,N2) // ExtiG(M,N ′′
2 ) // Exti+1

G (M,N ′
2)
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1.2 非斉次コチェイン

さらに具体的に Hi(G,A)を計算しておく。Lr を Gr+1 (r + 1個の直積)で生成される
自由アーベル群とし、

dr : Lr 3
∑

(g0,...,gr)∈Gr+1

ng0,...,gr (g0, . . . , gr)

7−→
∑

(g0,...,gr)∈Gr+1

r∑
j=0

(−1)jng0,...,gr (g0, . . .
∧
gj , . . . , gr) ∈ Lr−1

と定めれば、完全列 · · ·Lr
dr→ Lr−1

dr−1→ · · · d1→ L0 → Z → 0は Zの自由 Z[G]加群によ
る分解、従って射影分解になっている。特に Hi(G,A)はコチェイン複体

0 −→ C0(G,A) d0−→ · · · dr−1−→ Cr(G,A) dr−→ Cr+1(G,A)
dr+1−→ · · ·

Cr(G,A) := HomG(Lr, A) = {a : Gr+1 → A | a(gg0, . . . , ggr) = g.a(g0, . . . , gr)}

dra(g0, . . . , gr+1) =
r+1∑
j=0

(−1)ja(g0, . . .
∧
gj , . . . , gr+1)

の i次コホモロジー群である。
定義から a ∈ Cr(G,A)は c(g1, . . . , gr) := a(1, g1, g1g2, . . . , g1 · · · gr)で決まる。よっ
て Cr(G,A)は写像 c : Gr → Aの群と同一視され、そこでの微分は

drc(g1, . . . , gr+1) = g1.c(g2, . . . , gr+1) +
r∑
j=1

(−1)jc(g1, . . . ,
j
∨

gjgj+1, . . . , gr+1)

+(−1)r+1c(g1, . . . , gr)

で与えられる。この複体 C•(G,A)を標準複体という。
特に我々の目的に必要となるのは r = 1, 2の場合である。

(i) H1(G,A)は G上の A値 1コサイクルの群

Z1(G,A) := ker d1 = {c : G→ A | c(xy) = c(x) + x.c(y)}

を 1コバウンダリの群

B1(G,A) := im d0 = {∂a(g) := a− g.a | a ∈ A}

で割ったものである。
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(ii) A値 2コサイクルの群 Z2(G,A)は関数 c : G2 → Aで

c(x, y) + c(xy, z) = c(x, yz) + x.c(y, z) (1.1)

を満たすものからなる。他方 2 コバウンダリの群 B2(G,A) は 1 コチェイン
a : G→ Aのコバウンダリ

∂a : G2 3 (x, y) 7−→ a(x) + x.a(y)− a(xy) ∈ A (1.2)

たちからなる。2 コサイクル条件 (1.1) から c(g, 1) = g.c(1, 1), c(1, g) = c(1, 1),

(g ∈ G) が従う。他方 2 コバウンダリは ∂a(1, 1) = a(1) で与えられる。そこで
必要なら適当な 2 コバウンダリを差し引いて、実践に際しては 2 コサイクルは
c(1, 1) = 0を、2コバウンダリは a(1) = 0を満たすコチェインのコバウンダリだ
けを考えればよい。

1.3 副有限群の場合

ここからは Gが副有限群、つまり有限群からなる射影系の射影極限であるとする。こ
れは Gがコンパクトな完全不連結群であることに同値である。これから Gの閉部分群は
再び副有限群で、Gを正規閉部分群で割った商群も副有限群になることが分かる。特に副
有限群とその間の連続準同型の圏では像や核が考えられる。副有限群の開部分群は有限指
数を持つため閉部分群でもあることに注意せよ。
G 加群 M が離散的あるいは滑らかとは各 m ∈ M の固定化群 Stab(m,G) := {g ∈

G | g.m = m} ⊂ Gが開部分群であることとする*1。滑らかな G加群のなすアーベル圏を
Mod G と書く。滑らかな G加群が有限生成であるためにはアーベル群として有限生成で
あることが必要十分であることに注意しよう。
一般に G 加群 M に対して、すべての開部分群 K ⊂ G についての合併

∪
K⊂G MK

(MK は K で固定される元のなすアーベル群)は滑らかな G加群になる。これをM の滑
らかな部分 (smooth part)と呼んでM∞ で表すことにすれば、M ∈ Mod G, N ∈ G-Mod

に対して
HomG(M,N) ' HomG(M,N∞)

である。特に単射 G加群 I に対して I∞ は Mod G の単射加群になるから、任意の滑らか

*1 「滑らか」という用語は p進群の表現論からの転用で一般的ではない。しかし保型表現論では「離散」は
別の意味に頻繁に用いるので、以下ではもっぱら「滑らか」の方を用いる。
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な G加群 N はMod G での単射分解 I• を持つ。これを用いて

ExtiG(M,N) := Hi(HomG(M, I•)), Hi(G,N) := ExtiG(Z, N) i = 0, 1, 2, . . .

と定める。特に 1.2 節の群コホモロジーの定義ではコチェインを連続 (局所定数) である
ものに限ることになる。この場合も得られた連続コチェインの複体を標準複体と呼ぶこと
にする。なお Gが離散群でなければMod G は十分な射影対象を持たない。

1.4 群についての関手性

副有限群の間の (連続) 準同型 f : H → G が与えられているとする。M ∈ Mod G を
H ×M 3 (h,m) 7→ f(h).m ∈M によりH 加群と見たものを f∗M ∈ Mod H と書く。こ
うして得られる関手 f∗ : Mod G → Mod H は完全関手で単射加群を単射加群に送る。特に
N ∈ Mod G の単射分解 I• に対して HomG(M, I•) ↪→ HomH(f∗M,f∗I•)から導来関手
の射

f∗ = ExtiG(f∗) : ExtiG(M,N) −→ ExtiH(f∗M,f∗N)

が得られる。

(i) H ⊂ Gを閉部分群、ι : H ↪→ Gを自然な埋め込みとするとき、

resGH := ι∗ : ExtqG(M,N)→ ExtqH(M,N)

を制限射と呼ぶ。
(ii) H /Gが正規閉部分群で p : G→ G/H を自然な射影とする。M , N ∈ Mod G に対
して HomH(M,N)は (g.f)(m) := g.(f(g−1.m)), (g ∈ G, f ∈ HomH(M,N))に
より G 加群になる。これは一般にその滑らかな部分 HomH(M,N)∞ に一致しな
いが、M が有限生成 G加群なら両者は等しい。特に NH = HomH(Z, N)は滑ら
かな G加群でさらに NH = p∗NH ∈ Mod G/H と見なすこともできる。このとき
M ∈ Mod G/H , N ∈ Mod G に対して

inflGH : ExtiG/H(M,NH)
p∗−→ ExtiG(M,NH) −→ ExtiG(M,N)

をインフレ射という。

注意 1.1. 上の (ii) で特に M ∈ Mod G が有限生成なら、正規開部分群 U ⊂ G で
MU = M となるものがある。このとき ExtiG(M,N) はインフレ射についての帰納系
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{ExtiG/K(M,NK)}K⊂U の帰納極限に同型である。

ExtiG(M,N) ∼= lim−→
K

ExtiG/K(M,NK)

1.5 スペクトル系列

まず一般の場合のスペクトル系列を引用しよう。

事実 1.2 ([Mil06] I章定理 0.3). H / Gが正規閉部分群でM , N ∈ Mod G, L ∈ Mod G/H

が TorZ
1 (L,M) = 0を満たすとき、スペクトル系列

ExtiG/H(L,ExtjH(M,N)∞) =⇒ Exti+jG (L⊗M,N)

がある。

スペクトル系列 Ep,q2 ⇒ Ep+q は射 dp,q2 : Ep,q2 → Ep+2,q−1
2 を備えている。これから

Ep,q3 := ker dp,q2 / im dp−2,q+1
2 および dp,q3 : Ep,q3 → Ep+3,q−2

3 が定まり、さらに帰納的に
Ep,qn+1 := ker dp,qn / im dp−n,q+n−1

n および dp,qn+1 : Ep,qn+1 → Ep+n+1,q−n
n+1 が定まる。今、事

実 1.2のスペクトル系列は第一象限に入っているから

Ep,q∞ := Ep,qn , ∀n ≥ max(p+ 1, q + 2)

は n によらず定まる。スペクトル系列が Er に収束するという意味は、Er が
E0,r

∞ , E1,r−1
∞ , . . . , Er,0∞ を階層に持つ減少フィルターを持つことであった。

■L = Z, H = {1} で M が自由アーベル群のとき 事実 1.2 のスペクトル系列は
Ep,q2 := Hp(G,Extq(M,N)) ⇒ Extp+qG (M,N) となる。仮定から Extp(M,N) = 0 だ
から、q ≥ 1に対して Ep,q2 = 0の部分商 Ep,q∞ = Ep,qn , (n ≥ max(p− 1, q − 2, 2))は全て
消えている。一方

Ep,0∞ = Ep,0n+1 ' Ep,0n / im dp−n,n−1
n = Ep,0n ' · · · ' Ep,02 = Hp(G,Hom(M,N))

だから結局
ExtpG(M,N) ' Hp(G,Hom(M,N)) (1.3)

が成り立つ。
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■L = M = Zのとき 事実 1.2のスペクトル系列は Hochschild-Serreのスペクトル系列

Ep,q2 = Hp(G/H,Hq(H,M)) =⇒ Hp+q(G,M)

にほかならない。まず E1 のフィルタ

0 −→ (E1,0
∞ = E1,0

2 ) −→ E1 −→ (E0,1
3 = ker d0,1

2 )

から

0 −→ H1(G/H,MH)
inflG

H−→H1(G,M)
resG

H−→ H1(H,M)G/H

d0,1
2−→ H2(G/H,MH)

inflG
H−→ H2(G,M)

(1.4)

は完全列である。さらにHq(H,M) = 0, (1 ≤ ∀q ≤ r−1)が成り立つなら、1 ≤ p ≤ r−1

に対して Ep,r−p2 = Hp(G/H,Hr−p(H,M)) = 0の部分商 Ep,r−p∞ は消えている。これか
らさらに

Er,0∞ = Er,0r+1 = Er,0r / im d0,r−1
r = Er,0r = · · · = Er,02 = Hr(G/H,MH),

E0,r
q+1 = ker(E0,r

q → Eq,r−q+1
q ) = E0,r

q = · · · = E0,r
2

= Hr(H,M)G/H , (1 ≤ q ≤ r),

E0,r
∞ = E0,r

r+2 = ker d0,r
r+1,

d0,r
r+1 : (E0,r

r+1 = Hr(H,M)G/H) −→ (Er+1,0
r+1 = Hr+1(G/H,MH))

であるから、Er のフィルタは次の完全列に単純化する。

0 −→ Hr(G/H,MH)
inflG

H−→Hr(G,M)
resG

H−→ Hr(H,M)G/H

d0,r
r+1−→ Hr+1(G/H,MH)

inflG
H−→ Hr+1(G,M)

(1.5)

1.6 カップ積

一般に L, M , N ∈ Mod G としてM → I•, N → J• を単射分解とする。

HomG(I•, J•[p])×HomG(L, Iq) 3 (φ•, ψ) 7−→ φq ◦ ψ ∈ HomG(L, Jp+q)

から Z双線型写像 (合成積)

ExtpG(M,N)⊗ ExtqG(L,M) −→ Extp+qG (L,N)
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が定まる。
M , N , P ∈ Mod G で N が自由アーベル群であるものと G準同型 β : M ⊗N → P が

与えられているとする。M 3 m 7→ β(m, ·) ∈ Hom(N,P )は G準同型だから (1.3)と併
せて β : Hp(G,M) → Hp(G,Hom(N,P )) = ExtpG(N,P ) が得られる。これと合成積か
ら Z双線型写像

`β : Hp(G,M)⊗Hq(G,N)
β⊗id−→ ExtpG(N,P )⊗ ExtqG(Z, N) −→ Hp+q(G,P ) (1.6)

が得られる。これを β に付随するカップ積と呼ぶ。

1.7 非可換係数コホモロジー

非斉次コチェインによる Gコホモロジー群の定義 (1.2節)を用いて、Gコホモロジー
を係数群が非可換群の場合に拡張できる。Gが別の群K に滑らかに作用しているとする。
すなわち各 k ∈ K の Gでの固定化群は開部分群である。これまでと同様に

H0(G,K) := KG

と定める。次に G上のK 値 1コサイクルとは局所定数写像 a : G→ K で

a(gh) = a(g)(g.a(h)), g, h ∈ G

を満たすものとし、それらの集合を Z1(G,K)と書く。特に 1 : G 3 g 7→ 1 ∈ K は 1コサ
イクルである。1コサイクル a, b ∈ Z1(G,K)がコホモローグとは、ある k ∈ K に対して

b(g) = k−1a(g)(g.k), g ∈ G

が成り立つこととする。これが同値関係であることは容易に確かめられる。このとき
H1(G,K)を Z1(G,K)をコホモローグという同値関係で割った商集合と定義する。これ
は 1 ∈ Z1(G,K) の H1(G,K) での像を原点として H1(G,K) を原点付き集合 (pointed

set)と見なされる。なお原点付き集合の射 f : (X,x0)→ (Y, y0)とは写像 f : X → Y で
f(x0) = y0 を満たすものを指す。このとき逆像 ker f := f−1(y0) ⊂ X を f の核という。
特に原点付き集合の完全列が考えられる。
定義された 1次コホモロジーまではコホモロジー関手の性質の類似が成り立つ。滑らか

な G作用付き群の完全列 1→ K
i→ L

p→M → 1,すなわち

• i : K → Lは正規準同型*2で全射準同型 p : L→M の核は i(K)に等しく、

*2 像が正規部分群である準同型のこと。
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• i, pは G同変である

ものが与えられているとする。

(i) H0(G,M) = MG の元 m に対して ` ∈ p−1(m) ⊂ L を取る。∂`(g) := `−1(g.`),

(g ∈ G) と書けば、p(∂`(g)) = m−1(g.m) = 1 だから i(k(g)) = ∂`(g) となる
k(g) ∈ K がただ一つある。こうして定まる k : G → K は 1 コサイクルで、そ
のコホモロジー類 δ(m) ∈ H1(G,K) は ` の取り方によらず、原点付き集合の射
δ : MG → H1(G,K)を定める。

(ii) さらに i(K) が L の中心 Z(L) に含まれているとする。Z1(G,M) 3 m に対して
p(`(g)) = m(g) となる ` : G → L を取り、∂`(g, h) := `(g)(g.`(h))`(gh)−1, (g,

h ∈ G) とおく。上と同様に p(∂`(g, h)) = 1 なので ∂`(g, h) = i(k(g, h)) となる
k : G×G→ K がただ一つある。i(K) ⊂ Z(L)に注意すれば

∂`(x, yz)(x.∂(y, z)) =`(x)(x.∂(y, z))(x.`(yz))`(xyz)−1

=`(x)(x.`(y))(xy.`(z))(x.`(yz))−1(x.`(yz))`(xyz)−1

∂`(x, y)∂`(xy, z) =`(x)(x.`(y))(xy.`(z))`(xyz)−1

は一致するから k ∈ Z2(G,K) であり、その H2(G,K) でのクラス δ(m) は m

のコホモロジー類のみで定まる。こうして原点付き集合の射 δ : H1(G,M) →
H2(G,K)が得られる。

命題 1.3 ([Ser79] VII章の補遺の命題). 滑らかな G作用付き群の完全列 1 → K
i→ L

p→
M → 1に対して次の原点付き集合の完全列がある。

1→ KG i→ LG
p→MG δ→ H1(G,K) i→ H1(G,L)

p→ H1(G,M).

さらに i(K) ⊂ Z(L)なら次も完全列である。

1→ KG i→ LG
p→MG δ→ H1(G,K) i→ H1(G,L)

p→ H1(G,M) δ→ H2(G,K).

証明. 簡単なので読者自ら試みられたい。
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1.8 Shapiroの補題

H ⊂ Gを閉部分群とし、K を滑らかなH 作用付き群とする。局所定数関数 f : G→ K

で f(hx) = h.f(x), (h ∈ H , x ∈ G)を満たすものの集合を IndGH K と書く。これは値の
演算により群になり、G作用 g.f(x) = f(xg), (g ∈ G, f ∈ IndGH K)を備えている。これ
をK の Gへの誘導群 (induced group)と呼ぶ*3。

補題 1.4. H ⊂ Gを閉部分群とする。M ∈ Mod G とK ∈ Mod H に対して自然な同型

ExtiG(M, IndGH K) ∼= ExtiH(M,K)

がある。同様にK が滑らかな H 作用付き群のときも次の自然な同型がある。

Hi(G, IndGH K) ∼= Hi(H,K)

証明. まず K がアーベル群のとき、任意の M ∈ Mod G に対して Frobenius 相互律
HomG(M, IndGH K) ∼= HomH(M,K)が成り立つ [BZ76, 2.28]。加えて IndGH : Mod H →
Mod G は完全関手であるからK の単射分解 I• に対して、IndGH I

• は IndGH K の単射分解
である。すなわち自然な同型

ExtiG(M, IndGH K) ∼= ExtiH(M,K)

がある。
次に K が非可換な場合を考える。(IndGH K)G は KH に値を持つ定数関数の集合だ

から i = 0 の場合は明らかである。1 次コホモロジーの場合を示すために単位元を含む
H\Gの完全代表系 Ξを固定する。Z1(G, IndGH K)の元を G 3 x 7→ cx(g) ∈ IndGH K と
書こう。コサイクル条件から cξx(h) = cξ(h)cx(hξ),すなわち

cx(hξ) = cξ(h)−1cξx(h) = h.(cξ(1)−1cξx(1)), x ∈ G, h ∈ H, ξ ∈ Ξ

ゆえ cは G 3 g 7→ cg(1) ∈ K で決まる。次に b(hξ) := cξ(h) ∈ IndGH K, (h ∈ H , ξ ∈ Ξ)

として c′x := bcx(x.b)−1 とおけば、c′ξ(1) = c1(1)cξ(1)cξ(1)−1 = 1より

c′hξ(1) = c′h(1)c′ξ(h) = c′h(1)h.c′ξ(1) = c′h(1), h ∈ H, ξ ∈ Ξ.

*3 K がアーベル群のときは余誘導加群 (coinduced module)とも呼ばれる。
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二つのコサイクル ci ∈ Z1(G, IndGH K), (i = 1, 2) がコホモローグなら対応する c′i ∈
Z1(H,K)もコホモローグゆえ、単射 H1(G, IndGH K) ↪→ H1(H,K)が得られた。逆に任
意の (h 7→ c′h) ∈ Z1(H,K)に対して

chξ(1) = c′h, cg(hξ) := h.(cξg(1)), h ∈ H, ξ ∈ Ξ, g ∈ G

とおくことにより c ∈ Z1(G, IndGH K)が得られ、上の射が全射であることも分かる。

2 トーラスの Langlands対応
非可換な簡約群上の保型形式に生じる内視論の問題を考える前に、可換群上の保型形
式、つまりトーラスの保型指標の記述を復習しておこう。

2.1 Galoisコホモロジーの双対性

副有限群 Γ と滑らかな Γ 加群 C, それに開部分群 ∆ ⊂ Γ に対する同型の族 {inv∆ :

H2(∆, C) → Q/Z}∆ からなる三つ組が類構造 (class formation)とは、次の二条件が成り
立つこととする。

• 任意の開部分群∆ ⊂ Γに対して H1(∆, C) = 0.

• 開部分群 Θ ⊂ ∆ ⊂ Γに対して invΘ ◦ res∆Θ = [∆ : Θ] · inv∆.

合成積から Z双線型写像

ExtiΓ(M,C)⊗H2−i(Γ,M) −→ H2(Γ, C) invΓ−→ Q/Z (2.1)

が定まる。位相アーベル群 G の有限位数の連続指標*4の群 Homct(G,Q/Z) (離散 Pontr-

jagin双対群)を G∗ と書く。例えば離散捻れ群 Q/Zと副有限群 Ẑ := lim←−n Z/nZは互い
の離散 Pontrjagin双対である。

*4 正標数の局所体の整数環の単元群のように指数有限でも開部分群でない部分群があるため連続性の条件は
必要である。
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定理 2.1 (Tate, [Mil06]定理 1.8). (Γ, C, {inv∆})を類構造とし、M ∈ Mod Γ が有限生成で
あるとする。
(i) (2.1)は i ≥ 2に対して、(抽象群の)同型 αiΓ(M) : ExtiΓ(M,C) ∼→ H2−i(Γ,M)∗ を与
える。特に ExtiΓ(M,C) = 0, (i ≥ 3)である。
(ii) i = 1の場合、(2.1)が与える準同型 α1

Γ(M)はM が捻れ元を持たなければ全単射であ
る。さらに任意の開部分群 ∆ ⊂ Γ, m ∈ Z>0 に対して α1

∆(Z/mZ) : Ext1∆(Z/mZ, C) ∼→
H1(∆,Z/mZ)∗ が全単射ならば、α1

Γ(M)は全単射である。

この定理は証明しない。興味のある読者は [Mil06, I.1節],あるいは [Hid00, 4.4.1節]を
参照されたい。

■局所 Tate・中山双対性 F を標数が 0 の非アルキメデス局所体とし、そのモジュラ
スを | |F : F → R≥0 と書く。F の代数閉包 F̄ を固定して絶対 Galois 群 Gal(F̄ /F ) を
Γ = ΓF と書く。定義から Γ は有限次 Galois 拡大 E/F の Galois 群 ΓE/F の射影極限
として副有限位相を備えている。常の通り F 代数群 G と有限次 Galois 拡大 E/F に対
し、Hi(Γ, G(F̄ )), Hi(ΓE/F , G(E)) をそれぞれ Hi(F,G), Hi(E/F,G(E)) と書く。特に
乗法群 Gm(R) := R× の Galois コホモロジー群 H2(F,Gm) が F の Brauer 群である。
Galois 理論の基本定理から Γ の開部分群はある有限次 Galois 拡大 E/F の絶対 Galois

群 ΓE = Gal(F̄ /E)である。(Γ,Gm(F̄ ) = F̄×)と局所類体論の不変量射 [Ser67, 1.1節]

invE : H2(E,Gm) ∼→ Q/Zは類構造をなす (Hilbert 90定理と [Ser67,定理 3])。
T を F 上定義されたトーラス、すなわち T ⊗F F̄ が乗法群の直積 Gr

m に同型であ
るような F 代数群とする。有限次拡大 E/F で T ⊗F E ' Gr

m,E となるものが存在す
る。このような E を T の分解体 (splitting field)という。X∗(T ) := Hom(T,Gm)および
X∗(T ) := Hom(Gm, T )を T の指標群および余指標群という。 X∗(Gm) = End(Gm) =

{x 7→ xn |n ∈ Z}であるから X∗(T ) ' Zr であり、完全 Z双対性

〈 , 〉 : X∗(T )⊗X∗(T ) 3 χ⊗ µ∨ 7−→ χ ◦ µ∨ ∈ End(Gm) ∼= Z

がある。Mod Γ での自然な同型 T (F̄ ) ∼= X∗(T )⊗ F̄× ∼= Hom(X∗(T ), F̄×)に注意する。
以下 X(T )F := X∗(T )Γ を T の F 有理指標の群とする。実ベクトル空間 aT :=

Hom(X(T )F ,R)を導入し、準同型 HT : T (F )→ aT を

〈χ,HT (t)〉 = log |χ(t)|F , χ ∈ X(T )F

と定める。その核 T (F )1 := kerHT は T (F ) の極大コンパクト部分群で、像は X∗(T )Γ

に同型である。
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例 2.2. E/F を F̄ に含まれる有限次拡大とし、E の F̄ への F 埋め込みの集合を Φ :=

HomF (E, F̄ )と略記する。
(i) T := ResE/FGm を Gm,E の F への Weil 係数制限、すなわち任意の F 代数 R

に T (R) = (R ⊗F E)× を対応させる F 代数群とする。E ⊗F E ' EΦ に注意すれば、
T ⊗F E ' GΦ

m,E および Γ加群の同型 X∗(T ) ' ZΦ = IndΓ
ΓE

Zがわかる。特に E は T

の分解体である。
(ii) 上の状況で NE/F : T ⊗F E ' GΦ

m,E 3 (aι)ι 7−→
∏
ι∈Φ aι ∈ Gm,E は F トーラ

スの準同型 NE/F : T → Gm に落ちる。その核 S := kerNE/F ⊂ T は F トーラスで、
X∗(S) = X∗(T )/Z NE/F である。

ここで T の Langlands双対トーラス T̂ := X∗(T )⊗C/X∗(T )を導入する。 ΓはX∗(T )

への作用を通して T̂ および t̂ := X∗(T ) ⊗ Cに作用する。有限次 Galois拡大 E/F に対
して t̂ΓE は再び Cベクトル空間なので可除群である。よって Hi(ΓE/F , t̂ΓE ) = 0, (i ≥ 1)

となって Hi(Γ, t̂) ' lim−→E
Hi(ΓE/F , t̂ΓE ) = 0, (i ≥ 1) がわかる。これと定義から従う Γ

コホモロジーの長完全列

· · ·Hi−1(Γ, t̂) −→ Hi−1(Γ, T̂ ) −→ Hi(Γ, X∗(T )) −→ Hi(Γ, t̂) · · ·

より

Hi(Γ, X∗(T )) '
®
T̂Γ/ im(̂tΓ) ' π0(T̂Γ) i = 1のとき
Hi−1(Γ, T̂ ) i ≥ 2のとき

(2.2)

である。ここで π0(X) は位相群 X の連結成分の群を表す。局所コンパクトアーベル群
X の Pontrjagin双対を XD と書く。M = X∗(T ) ∈ Mod Γ はアーベル群として有限生成
自由である。これに定理 2.1を適用して次が得られる。

命題 2.3 (局所 Tate・中山双対性). (i) F トーラスの圏からアーベル群の圏への関手の同型
αT : H1(F, T ) ∼→ π0(T̂Γ)D がある。
(ii) T (F )を指数有限開部分群を単位元の基本近傍系とする位相について完備化したコン
パクト群’T (F )は離散群 H2(F,X∗(T ))の Pontrjagin双対。

証明. 定理 2.1 (ii)から有限群の同型 α1
Γ(X∗(T )) : Ext1Γ(X∗(T ), F̄×) ∼→ H1(Γ, X∗(T ))∗

がある。ここで (1.3), (2.2)から

Ext1Γ(X∗(T ), F̄×) ' H1(Γ,Hom(X∗(T ), F̄×)) ' H1(F, T ),

H1(Γ, X∗(T ))∗ ' π0(T̂Γ)∗ ' π0(T̂Γ)D
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ゆえ、(i)の関手的同型が得られる。(有限群なので離散 Pontrjagin双対は Pontrjagin双対
に一致する。) (ii)は定理 2.1 (i)から直ちに従う。

注意 2.4. F がアルキメデス局所体のときも命題 2.3 の類似が成り立つ。F = R のとき
Γ ' Z/2Zは有限群なので、M = X∗(T )に対する (2.1)は Tateコホモロジー群 [Ser79,

VIII章]のカップ積

Ĥi(C/R,Hom(X∗(T ),C×))⊗ Ĥ2−i(C/R, X∗(T ))
`−→ H2(C/R,C×)

invR
∼−→ 1

2
Z

/
Z

になる。左辺の 2 項は共に Z/2Z の直積であり、これが関手的同型 αT : H1(R, T ) ∼→
π0(T̂Γ)D および双対性 Ĥ0(Fv, T ) ∼→ H1(Γv, T̂ )を与える。F = Cのときは自明である。

■大域理論 次に F が代数体の場合を考えよう。やはり F の代数閉包 F̄ を固定し、絶対
Galois群 Gal(F̄ /F )を Γ = ΓF で表す。F の素点 v での完備化を Fv と書く。その代数
閉包 F̄v および、代数閉包の一意性から存在が保証される単射 F 準同型 v̄ : F̄ ↪→ F̄v を固
定し、F̄v/Fv の Galois群を Γv := ΓFv と略記する。連続準同型 Γv 3 σ 7→ v̄−1 ◦σ ◦ v̄ ∈ Γ

をやはり v̄ で表すことにすれば、M , N ∈ Mod Γ に対して 1.4節の構成により準同型

v̄ : ExtiΓ(M,N) −→ ExtiΓv
(M,N)

が定まる。なお記号を転用して v̄∗M を M と書いている。有限次拡大のときの分解
群への制限の拡張としてこの写像を v での制限射などと言うことがある。F のアデー
ル環を A = AF と書き、F̄ 内の有限次 Galois 拡大 E/F に対する AE の帰納極限を
Ā := lim−→E

AE と書く。局所大域完全列 1 → F̄× → Ā× → Ā×/F̄× → 1の Galoisコホ
モロジー長完全列

F× −→ A× −→ (Ā×/F̄×)Γ −→ H1(F,Gm)

と Hilbert 90 定理 H1(F,Gm) = 0 から (Ā×/F̄×)Γ = A×/F× がわかる。このとき
(Γ, Ā×/F̄×) と類体論の不変量射 invE : H2(E, Ā×/F̄×) → Q/Z, (E/F は有限次拡大)

は類構造をなし、局所、大域不変量射は次の可換図式 (短完全列の同型)を与える [Tat67,

§11]。

0 −−−−→ H2(F,Gm) −−−−→ H2(F, Ā×) −−−−→ H2(F, Ā×/F̄×) −−−−→ 0∥∥∥ (2.5)
y yinvF

0 −−−−→ H2(F,Gm)
⊕

v̄
−−−−→

⊕
v

H2(Fv,Gm)
∑

invFv−−−−−−→ Q/Z −−−−→ 0

(2.3)
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T を F 上定義されたトーラスとし、E/F を F̄ に含まれる有限次 Galois 拡大とする。
F̄

v̄→ F̄v の E への制限は E の素点 w を定め、ΓEw/Fv
3 σ 7→ w−1 ◦ σ ◦ w ∈ ΓE/F によ

り ΓEw/Fv
は ΓE/F における w の固定化群と同一視される。Ev := E ⊗F Fv などと書く

ことにすれば、正規底定理から F [ΓE/F ]加群の同型

Ev ' F [ΓE/F ]⊗F Fv ' Fv[ΓEw/Fv
]⊗Z[ΓEw/Fv ] Z[ΓE/F ] ' IndΓE/F

ΓEw/Fv
Ew

がある。よって T (Ev) ' IndΓE/F

ΓEw/Fv
T (Ew)だから Shapiroの補題 1.4を使って

Hi(E/F, T (Ev)) ' Hi(Ew/Fv, T (Ew))

を得る。次に有限個を除く非アルキメデス素点 v では Tv := T ⊗F Fv は不分岐、すなわ
ち Fv 上不分岐な分解体を持つ。このとき T は Fv の整数環 Ov 上の滑らかで平坦なトー
ラススキームに延びる。その Ow 値点の群をやはり T (Ow)と書けば、[CF86, VI.1.2命題
1]の証明と同様の議論により

Hi(Ew/Fv, T (Ow)) = 0 (2.4)

が証明できる。(詳しくは [KS99, 補遺 C]の補題 C.1.Aの証明を参照のこと。)以上を併
せて同型

Hi(E/F, T (AE)) ' lim−→
S

(⊕
v∈S

Hi(E/F, T (Ev))×
∏
v/∈S

Hi(E/F,
⊕
w|v

T (Ow))
)

' lim−→
S

(⊕
v∈S

Hi(Ew/Fv, T (Ew))×
∏
v/∈S

Hi(Ew/Fv, T (Ow))
)

'
⊕
v

Hi(Ew/Fv, T (Ew))

が得られる。インフレ射についての帰納極限を取って

Hi(F, T (Ā)) '
⊕
v

Hi(Fv, Tv) (2.5)

を得る。ただし係数拡大 T ⊗F Fv を Tv と書いている。
簡単のために Hi(A/F, T ) := Hi(F, T (Ā)/T (F̄ )) と略記する。各素点 v で T̂Γ ⊂ T̂Γv

なので準同型 v̄ : π0(T̂Γ) → π0(T̂Γv ) およびその Pontrjagin 双対射 v̄∗ : π0(T̂Γv )D →
π0(T̂Γ)D が定まることに注意する。
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命題 2.5 (大域 Tate・中山双対性). (i) F トーラスの圏からアーベル群の圏への関手の同型
αT : H1(A/F, T ) ∼→ π0(T̂Γ)D がある。
(ii)次の図式は可換である。

H1(F, T (Ā)) −−−−→ H1(A/F, T ) αT−−−−→ π0(T̂Γ)D∥∥∥ x∏
v
v̄∗

H1(F, T (Ā)) (2.5)−−−−→
⊕
v

H1(Fv, Tv)
⊕

v
αTv−−−−−−→

⊕
v

π0(T̂Γv )D

(iii) (T (Ā)/T (F̄ ))Γ を指数有限開部分群を単位元の基本近傍系とする位相で完備化したも
の (T (Ā)/T (F̄ ))Γ,∧ と離散群 H2(F,X∗(T ))は Pontrjagin双対である。

証明. 定理 2.1 をM = X∗(T ) に適用すると、Hom(X∗(T ), Ā×/F̄×) ∼= T (Ā)/T (F̄ ) か
ら有限群の同型

αT : H1(A/F, T ) ∼−→ H1(Γ, X∗(T ))∗
α1

Γ(X∗(T ))
∼−→ π0(T̂Γ)D

を得る。つまり (i)が示された。(iii)も同様である。(ii)は次の可換図式から従う。

H1(A/F, T )⊗H1(Γ, X∗(T ))
` // H2(A/F,Gm)

invF // Q/Z

H1(F, T (Ā))⊗H1(Γ, X∗(T ))

OO

(2.5)⊗
∏

v̄
��

` // H2(F, Ā×)

OO

同型
��⊕

v

H1(Fv, Tv)⊗
∏
v

H1(Γv, X∗(Tv))
⊕

`v //
⊕
v

H2(Fv,Gm)
⊕

invFv//
⊕
v

Q/Z

∑
v

OO

ただし左の上下のスクエアの可換性は合成積の関手性から従う。右のスクエアは (2.3)で
ある。

2.2 Weil群とトーラスの Langlands対応

まずWeil群の定義を思い出そう [Tat79]。F を標数 0の局所体または代数体として

CF :=

®
F× F が局所体のとき
A×/F× F が代数体のとき
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と書く。F̄ /F のWeil群WF とは正確には

• 位相群WF .

• 像が稠密な連続準同型 ϕF : WF → Γ. すなわち有限次拡大 E/F に対して
WE := ϕ−1

F (ΓE) ⊂ WF は開部分群で ϕF が引き起こす写像WF /WE → Γ/ΓE は
全単射である。
• 有限次拡大 E/F に対する同型 rE : CE → W ab

E の族。ただしW ab
E は交換子群の

閉包 [WE ,WE ]でWE を割った位相群を表す。

からなる三つ組で次の条件を満たすものである。

(i) 合成 CE
rE→W ab

E → Γab
E は類体論の相互律射に一致する。

(ii) w ∈WF , σ := ϕ(w) ∈ Γに対して次の図式は可換。

CE
rE //

σ

��

W ab
E

Ad(w)

��
CE

rE // W ab
E

(iii) F の有限次拡大 K ⊃ E に対して移行準同型 (transfer) W ab
E → W ab

K [Ser79, VII.8

節]を tK/E と書けば、次の図式は可換。(実は定義には最初の図式だけでよいが 2

つ目の図式もよく用いるので引用している。)

CE
rE //

� _

��

W ab
E

tK/E

��
CK

rK // W ab
K

CK
rK //

NK/E

��

W ab
K

��
CE

rE // W ab
E

(iv) WE/F := WF

/
[WE ,WE ]と書くとき、WF = lim←−EWE/F .

F が非アルキメデス局所体のとき、その剰余体を kF と書いてその代数閉包 k̄F を固定す
る。その絶対Galois群Gal(k̄F /kF )は幾何的 Frobenius自己同型 Fr(x) = x1/q (q = |kF |)
を位相的生成元に持つ Ẑに同型な副有限群であった。自然な準同型 Γ→ Gal(k̄F /kF )の
核 IF ⊂ Γが F の惰性群 (inertia group)である。このときWeil群WF は行が完全列であ
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る次の可換図式を満たす。

0 // IF // Γ // Gal(k̄F /kF ) // 0

0 // IF // WF

?�

OO

// FrZ
?�

OO

// 0

(2.6)

F が代数体のときには、各素点 v で固定した v̄ : F̄ ↪→ F̄v が与える準同型 v̄ : Γv → Γ

と有限次拡大 E/F に対して次の図式が可換となるような連続準同型 v̄ : WFv → WF が
W 0
F := kerϕF の共役を除いてただ一つ存在する。ただし w は v̄ が定める E の素点で、

後者の図式の右の列は w̄ = v̄|WEw
: WEw →WE が引き起こす準同型である。

WFv

ϕFv //

v̄

��

Γv

v̄

��
WF

ϕF // Γ

E×
w

rEw //

��

W ab
Ew

��
A×
E/E

× rE // W ab
E

Weil群は副有限でない位相群である。WF が連続に作用する位相アーベル群 Aに対し
て、1.2節の標準複体を (抽象群の複体ということで) C•

abs(WF , A)と書き、そのうち連続
なコチェインのなす複体を C•

ct(WF , A)と書くことにする。これらの複体の i次コホモロ
ジー群をそれぞれ Hi

abs(WF , A), Hi
ct(WF , A)で表す。

■トーラスの Langlands 対応 Weil 群は可換類体論を 1 パッケージにした群であり、
特に Langlands によるトーラス上の保型形式の記述に用いられる。ここではその記述を
Labesse の議論にそって概説する [Lab84], [Mil06]。ホモロジー群を使った Langlands 自
身の構成 [Lan97]については [KS99, p.126]に概説がある。
まず群コホモロジーの余制限射を復習する [Ser79, VII.7 節]。群 G と指数有限部分群

H ⊂ Gが与えられているとする。M ∈ G-Mod に対して

corGH : H0(H,M) = MH 3 m 7−→ NG/H(m) :=
∑

σ∈G/H

σ(m) ∈MG = H0(G,M)

が定まる。これをコホモロジー関手の射に延ばすため、G 加群の完全列 0 → IG →
Z[G]→ Z→ 0, (IG ⊂ Z[G]は添加イデアル)から従う完全列

0 −→ (M = Hom(Z,M)) ι−→ Hom(Z[G],M) π−→ Hom(IG,M)

を考える。Hom(Z[G],M)は G加群、H 加群として余誘導的 (自明な部分群からの余誘
導加群)であるから、その 1次以上の G, H コホモロジー群は全て消えている。よって可

23



換図式
HomH(IG,M)

NG/H

��

(imπ)H? _oo δ // H1(H,M) //

corG
H

���
�
� 0

HomG(IG,M) (imπ)G? _oo δ // H1(G,M) // 0

により corGH : H1(H,M)→ H1(G,M)が定まる。以下この議論を繰り返して高次のコホ
モロジーに拡張すればよい。

Weil群の状況に戻って F トーラス T を取り、T を分解する有限次 Galois拡大K/F を
固定する。定義から完全列

0 −→ (CK
rK
∼→ W ab

K ) −→WK/F −→ ΓK/F −→ 0

がある。上の構成を G = WK/F . H = W ab
K に適用して、ノルム写像 NK/F : T̂ 3 t 7→∑

σ∈ΓK/F
σ(t) ∈ T̂Γ は余制限射

cor : H1
abs(W

ab
K , T̂ ) −→ H1

abs(WK/F , T̂ )

を与える。

命題 2.6. 上の状況で余制限射は同型 H1
ct(CK , T̂ )ΓK/F

∼→ H1
ct(WK/F , T̂ )を与える。

証明の概略. 有限群 ΓK/F 上の加群M(T ) := H1
abs(W

ab
K , T̂ )

r∗K
∼→ Hom(CK , T̂ ) の Tate コ

ホモロジー群 Ĥq(ΓK/F ,M(T )), (q ∈ Z)が考えられる [Ser79, VIII章]。その定義から完
全列

0 −→ Ĥ−1(ΓK/F ,M(T )) −→M(T )ΓK/F

NK/F−→ M(T )ΓK/F −→ Ĥ0(ΓK/F ,M(T )) −→ 0

がある。一方で定義から従う完全列 0→W ab
K →WK/F → ΓK/F → 0に付随するインフ

レ・制限完全列 (1.5)

0 −→ H1(ΓK/F , T̂ ) −→ H1
abs(WK/F , T̂ ) −→ H1

abs(W
ab
K , T̂ )ΓK/F −→ H2(ΓK/F , T̂ )

もある。ここで

• カップ積 Ĥi(ΓK/F ,Hom(CK , T̂ )) ⊗ Ĥ2(ΓK/F , CK) → Ĥi+2(ΓK/F , T̂ ) [Ser79,

VIII.3 節] と類体論の基本類 uK/F ∈ Ĥ2(ΓK/F , CK) = H2(K/F,CK) [Tat67,

11.2節]が定める写像

` uK/F : Ĥi(ΓK/F ,M(T )) ∼−→ Ĥi+2(ΓK/F , T̂ ) (2.7)
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は同型 [Lab84,命題 4.1]。
• 余制限射 cor : M(T ) → H1

abs(WK/F , T̂ ) は M(T )ΓK/F
を経由する [Lab84, 補題

3.1]。

に注意すれば、次の図式が得られる。

0 // Ĥ−1(ΓK/F ,M(T )) //

`uK/F
��

M(T )ΓK/F

NK/F //

cor
��

M(T )ΓK/F // Ĥ0(ΓK/F ,M(T ))

−(`uK/F )
��

0 // H1(ΓK/F , T̂ ) // H1
abs(WK/F , T̂ ) // M(T )ΓK/F // H2(ΓK/F , T̂ )

ここで左の二つのスクエアは可換であることがそれぞれ [Lab84, 命題 3.3, 補題 3.2]で示
されている。右のスクエアが可換なことは [Mil06,補題 8.4]から従う。よって五項補題か
ら中央の余制限射は同型である。それを連続コホモロジー群に制限すると命題の同型が得
られる。

上の証明の最初の完全列と最後の可換図式を組み合わせて次が得られる。

系 2.7 ([Lab84] 命題 5.5). 命題 2.6 の状況でインフレ射 H2(ΓK/F , T̂ ) → H2
ct(WK/F , T̂ )

は零写像である。

さて、T の L 群を半直積 LT := T̂ oρT WF と定める。ここで WF の作用 ρT は
WF �WK/F � ΓK/F と ΓK/F の T̂ への作用の合成である。連続準同型 ϕ : WF → LT

で第二射影 pr2 : LT → WF との合成がWF の恒等写像になるようなものを T の Lパラ
メーターまたは Langlands パラメーターと呼ぶ。二つの L パラメーターが同値とはそれ
らが T̂ 共役なこととする。T の Lパラメーターの同値類の集合を Φ(T )と書く。容易に
分かるように Lパラメーター ϕ : WF 3 w 7→ a(w) ow ∈ LT に対して a(w)は T̂ 値連続
1コサイクルであり、Lパラメーターの同値は対応する 1コサイクルがコホモローグであ
ることにほかならない。つまり

Φ(T ) = H1
ct(WF , T̂ )

infl
∼←− H1

ct(WK/F , T̂ )

である。位相アーベル群 Aに対して IrrA := Homct(A,C×) = H1
ct(A,C×)と書く。

定理 2.8 (トーラスの局所 Langlands 対応). F が標数 0 の局所体のとき自然な同型
Φ(T ) 3 ϕ '7→ χT (ϕ) ∈ IrrT (F ) (F トーラスの圏から位相群の圏への関手の同型)がある。
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証明の概略. 双対トーラスの定義から X∗(T̂ ) = X∗(T )であるから、命題 2.6の左辺にお
いて

H1
ct(CK , T̂ ) = Homct(K×,Hom(X∗(T̂ ),C×))

∼= Homct(K× ⊗X∗(T ),C×) ∼= IrrT (K)
(2.8)

である。次に

IrrT (K) ∼= Homct(T (K),C1 × R) ∼= T (K)D ×Homct(T (K),R)

に注意する。右辺の第一項については

T (F )D = (T (K)ΓK/F )D = T (K)D/IΓK/F
T (K)D = (T (K)D)ΓK/F

が成り立つ。アルキメデス的な場合も含めて T (K) はただ一つの極大コンパクト部分群
T (K)1 を持ち、

T (K)/T (K)1 '
®
X∗(T ) F が非アルキメデス的なとき
X∗(T )⊗ R F がアルキメデス的なとき

であるから、例 2.2の直前の記述により

Homct(T (K),R)ΓK/F
=Homct(T (K)/T (K)1,R)ΓK/F

' Hom(X∗(T ),R)ΓK/F

'Hom(X∗(T )ΓK/F ,R) = Homct(T (F )/T (F )1,R)

=Homct(T (F ),R)

を得る。つまり (IrrT (K))ΓK/F
= IrrT (F )である。これと (2.8)を命題 2.6に代入すれ

ば、同型
Φ(T ) ∼= H1

ct(WK/F , T̂ ) ∼= H1
ct(CK , T̂ )ΓK/F

∼= IrrT (F )

が得られる。
L ⊃ K が共に T を分解する F の有限次 Galois拡大のとき、自然な射のなす可換図式

0 // W ab
L

//

φ

��

WL/F //

π
����

ΓL/F //

����

0

0 // W ab
K

// WK/F // ΓK/F // 0

がある。このとき図式

H1
ct(W ab

K , T̂ )

φ∗

��

cor // H1
ct(WK/F , T̂ )

π∗

��
H1

ct(W
ab
L , T̂ )

cor // H1
ct(WK/F , T̂ )
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は可換なので上で得られた同型は分解体K の取り方によらない。

注意 2.9 (不分岐な場合). F が非アルキメデス的だとし、その素元 $ ∈ O を固定する。
T が不分岐 F トーラス、つまりその分解体 K で F の有限次不分岐拡大であるものが
取れるとする。このとき T (F ) の極大コンパクト部分群 T (O) が定まっていた (20 頁参
照)。T の余指標群の Galois 不変部分を X∗(T )F := X∗(T )ΓK/F と書けば、Cartan 分解
T (F ) =

∐
µ∨∈X∗(T )F

µ∨($)T (O) が成り立つ。擬指標 χ ∈ IrrT (F ) が不分岐とはそれ
が T (F )/T (O) ' X∗(T )F を経由することとする。
T の Lパラメーター ϕが不分岐とは、惰性群 IF ⊂WF の像 ϕ(IF ) ⊂ LT の T̂ への射

影が自明なことである。これは (2.6)に関するインフレ・制限完全列を使えば ϕの同値類
が H1(FrZ, T̂ )

infl→ H1
ct(WF , T̂ ) = Φ(T )の像 Φur(T )に含まれることに同値である。幾何

的 Frobenius自己同型 Fr ∈ Gal(k̄F /kF )のWF での逆像の元 wσ を取れば、ϕ ∈ Φur(T )

は ϕ(wσ) = a(wσ) o wσ の T̂ 共役類、つまり a(wσ)の Γ不変商 T̂Γ での像で決まる。
このとき定理 2.8 の同型による Φur(T ) の像は Irr(T (F )/T (O)) である。具体的には

χ ∈ Irr(T (F )/T (O)) に対応する L パラメーター ϕχ(wσ) = aχ(wσ) o wσ は、T̂Γ =

Hom(X∗(T )F ,C×)の元

X∗(T )F 3 µ∨ 7−→ µ∨($) ∈ T (F )
χ→ C×

に対応する。

次に F が代数体の場合を考えよう。各素点 vで準同型 v̄ : Hi
ct(WF , A)→ Hi

ct(WFv
, A)

がある。

定理 2.10 (トーラスの Langlands 対応). 自然な全射準同型 Φ(T ) 3 ϕ 7→ χT (ϕ) ∈
Irr(T (A)/T (F ))で、次の図式が可換になるものが存在する。

Φ(T )
χT //∏

v̄

��

Irr(T (A)/T (F ))

制限テンソル積分解
��∏

v Φ(Tv)
∏

χTv // ∏
v IrrT (Fv)

その核は有限群X1(WF , T̂ ) := ker[H1
ct(WF , T̂ )→

∏
v H1

ct(WFv , T̂v)]である。

証明. 局所体の場合と同様にH1
ct(CK , T̂ ) ∼= Homct(X∗(T )⊗CK ,C×) ∼= Irr(T (AK)/T (K))
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が成り立つ。よってWeil群の可換図式 [Tat79, 1.6節]

1 −−−−→ CK −−−−→ WK/F −−−−→ ΓK/F −−−−→ 1x x x
1 −−−−→ K×

w −−−−→ WKw/Fv
−−−−→ ΓKw/Fv

−−−−→ 1

と命題 2.6から可換図式

H1
ct(WK/F , T̂ ) ' //∏

v̄

��

H1
ct(CK , T̂ )ΓK/F

∼= Irr((T (AK)/T (K))ΓK/F )∏
v̄

��∏
v H1

ct(WKw/Fv
, T̂v)

' // ∏
v

(
H1

ct(K
×
w , T̂v)ΓKw/Fv

∼= IrrT (Fv)
) (2.9)

を得る。定理の関手的準同型 χT はこの第 1 行目と制限射 Irr((T (AK)/T (K))ΓK/F ) →
Irr(T (A)/T (F ))の合成と定めれば、(2.9)から定理の図式は可換である。
一方、X∗(T ) ⊗ A×

K/K
× ∼= T (AK)/T (K) などに注意して 1 → T (K) → T (AK) →

T (AK)/T (K)→ 1の ΓK/F コホモロジー完全列の可換図式

T (F ) //

����

T (A) //

����

(T (AK)/T (K))ΓK/F //

����

H1(K/F,X∗(T )⊗K×)

T (F )
NK/F T (K)

// T (A)
NK/F T (AK)

// Ĥ0(ΓK/F , X∗(T )⊗ CK) // Ĥ1(ΓK/F , X∗(T )⊗K×)

から、T (A)/T (F ) ↪→ (T (AK)/T (K))ΓK/F の余核は Ĥ0(ΓK/F , X∗(T ) ⊗ CK) の
Ĥ1(ΓK/F , X∗(T )⊗K×)での像に同型である。ところが 24頁の (2.7)と類似の同型

` uK/F : Ĥ−2(ΓK/F , X∗(T )) ∼−→ Ĥ0(ΓK/F , X∗(T )⊗ CK)

から Ĥ0(ΓK/F , X∗(T ) ⊗ CK)は有限群 H1(K/F,X∗(T ))に同型だから、T (A)/T (F )は
(T (AK)/T (K))ΓK/F の指数有限部分群である。特に χT は全射でその核は有限なこと
がわかる。最後に定理の図式の右列は単射だから、χT の核が局所自明なクラスの群
X1(WF , T̂ )であることも従う。

最後にもう一度局所大域完全列 0→ T (F̄ )→ T (Ā)→ T (Ā)/T (F̄ )→ 0の Galoisコホ
モロジー完全列を見直そう。Hilbert 90定理 H1(K,T ) = 0から

0 −→ T (K) −→ T (AK) −→ (T (Ā)/T (F̄ ))ΓK −→ 0 (2.10)
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は完全である。よって縦列がインフレ・制限完全列からなる可換図式

0

��

0

��

0

��
H1(K/F, T (K)) //

��

H1(K/F, T (AK)) //

��

H1(K/F, T (AK)/T (K))

��
H1(F, T ) //

��

H1(F, T (Ā)) //

��

H1(A/F, T )

��
H1(K,TK) // H1(K,T (Ā)) // H1(AK/K, T )

を得る。Hilbert 90定理と (2.4)から最下行は全て消えているから 2行目と 3行目の完全
列は同型である。これと命題 2.5から、定理 2.10の χT の核は

(T (AK)/T (K))ΓK/F

T (A)/T (F )
' ker[H1(K/F, T (K))→ H1(K/F, T (AK))]

'X1(F, T ) 'X1(F, T̂ )D
(2.11)

の Pontrjagin 双対である。すなわちトーラスに対しては保型形式 (スペクトル) サイドの
局所・大域 Langlands対応の間の差が幾何サイドの局所大域完全列で記述される。

3 簡約代数群の状況
前節のトーラス上の保型形式の記述を非可換な簡約群に拡張しようとすると必然的に内

視論が現れてくる。その過程を見てみよう。

3.1 保型表現

F を代数体とする。その無限素点での完備化の直和を F∞ :=
∏
v|∞ Fv ,有限アデール

環を Afin で表す: A = F∞ ⊕ Afin. イデール群 A× 上のイデールノルム (モジュラス) を
| |A : A× → R×

+ と書く。対角埋め込み Gm(R) ↪→ ResF/QGm(R) = F×
∞ による R×

+ の像
をやはり R×

+ と書く。
Gを代数体 F 上定義された連結簡約線型代数群とする。アデール群 G(A)は局所コン

パクト位相群で F 値点の群 G(F ) ⊂ G(A)は離散部分群である。Gの中心 ZG 内の極大
F 分裂トーラスを AG で表す。定義から F 同型 Gr

m
∼→ AG があり、(F×

∞)r ∼→ AG(F∞)

による (R×
+)r の像を AG と書けば、これは ZG(F∞) 内の極大 R ベクトル部分群で

ある。一方、G の F 有理指標群を X(G)F := Hom(G,Gm)Γ として実ベクトル空間
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aG := Hom(X(G)F ,R)を導入し、準同型 HG : G(A)→ aG を

〈χ,HG(g)〉 = log |χ(g)|A, χ ∈ X(G)F

で定める。すると HG|AG
: AG

∼→ aG は同型であり、従って G(A)1 := kerHG として直
積分解 G(A) = G(A)1 × AG が成り立つ。イデールノルムの積公式から G(F ) ⊂ G(A)1

であることに注意しよう。
G(A), AG 上の不変測度 dg, da を止めれば、右剰余類の空間 G(F )AG\G(A) '

G(F )\G(A)1 上の不変測度 dg/da が定まる。Siegel 基本領域の記述と岩澤分解の積
分公式から G(F )AG\G(A)は測度有限である。可測函数 φ : G(A)→ Cで

• φ(γag) = φ(g), (γ ∈ G(F ), a ∈ AG);

• G(F )AG\G(A) 3 g 7→ |φ(g)|2 ∈ R≥0 は二乗可積分

を満たすものたちのなす Hilbert空間を L(G)と書く。これは右移動作用

R(g)φ(x) = φ(xg), g ∈ G(A), φ ∈ L(G)

に関して G(A) のユニタリ表現と見なされる。この原稿では L(G) の既約部分商表現を
G(A)の保型表現 (automorphic representation)と呼び、特にそのうち L(G)の部分表現で
あるものを離散 (discrete)保型表現ということにする。

注意 3.1. Gがトーラス T の場合には T (A)1/T (F )はコンパクトである。従って Hilbert

直和分解
L(T ) '

⊕̂
χ∈Irr(T (A)1/T (F ))

Cχ

成り立つ。一方 a∗T,C := HomR(aT ,C)と書けば

Irr(T (A)1/T (F ))× a∗T,C 3 (χ, λ) ∼7−→ χλ := e〈λ,HT (·)〉χ ∈ Irr(T (A)/T (F ))

は同型である。

3.2 L群

L 群の定義をトーラスから一般の連結簡約群に拡張しよう。F を標数 0 の局所体また
は代数体として、G を F 上の連結簡約線型代数群とする。係数拡大 GF̄ = G ⊗F F̄ の
Borel部分群 (極大な連結可解部分群) B とその極大トーラス T ⊂ B の対 (B, T )を Borel
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対 (Borel pair)という。任意の二つの Borel対は互いに G(F̄ )共役である。また B の正規
化群は B, T の B での正規化群は T 自身であるから [Spr98]、(B, T )の Gでの正規化群
は T である。
G の Lie 環を g, 随伴表現を Ad : G → GL(g) と書く*5。その制限 (Ad|T , gF̄ ) に現れ

る X∗(T )の非自明な元を T の Gでのルートといい、その集合を R(G,T )と書く。ルー
ト α ∈ R(G,T )の Ad|T での重複度は 1であり、従ってその表現空間 gα は Ga に同型で
ある。B の Lie環 b ⊂ gF̄ は Ad|T の部分表現だが、そこに現れる R(G,T )の元を B 正
ルートと呼んでその集合を R(B, T ) で表す。さらに ∆(B, T ) で B 単純ルート、すなわ
ち複数の B 正ルートの和に書けない B 正ルートの集合を表す。R(G,T )は被約ルート系
(reduced root system) をなし、∆(B, T ) はその基底である。(B, T ) に各 α ∈ ∆(B, T ) に
対する gα(F̄ )の元 Xα の族を加えた三つ組

spl = (B, T, {Xα}α∈∆(B,T ))

を GF̄ の分裂 (splitting)という。
任意の 2つの分裂は互いにG(F̄ )共役で、T での {Xα}α∈∆(B,T )の安定化群は∆(B, T )

の全ての元の核の交わり ZG だから、GF̄ の分裂の集合には Gad(F̄ ) := (G/ZG)(F̄ )が単
純推移的に作用している。GF̄ の自己同型群 Aut(G)を Gad で割った群 Out(G)を Gの
外部自己同型群という。分裂 splを固定すれば、任意の θ̄ ∈ Out(G)にその Aut(G)での
逆像の元で splを保つものを対応させることで完全列

1 −→ Gad −→ Aut(G) −→ Out(G) −→ 1

の分裂 spl : Out(G)→ Aut(G)が得られる。

■準分裂データ Gの F 分裂、つまり分裂 spl = (B, T, {Xα}α∈∆(B,T ))で B, T が F 上
定義されていて {Xα} が絶対 Galois 群 Γ の作用で安定なものがあるとき、G は F 準分
裂 (F -quasisplit)であるという。一般に GF̄ の任意の分裂 splを取れば、各 σ ∈ Γに対し
て σ(spl) = Ad(u−1

σ )spl となる uσ,ad := uσZG(F̄ ) ∈ Gad(F̄ ) がただ一つある。すると
{uσ,ad}σ∈Γ ∈ Z1(F,Gad) := Z1(Γ, Gad(F̄ )) (Gad(F̄ )値 1コサイクルの集合 (1.7節))で
あり、G の Galois 作用を σ 7→ Ad(uσ) ◦ σ と捻って得られる簡約代数群 G∗ は F 準分
裂である。すなわち G の Galois 作用を内部自己同型で捻った内部形式 (inner form) G∗

で F 準分裂なものが同型を除いて一意に存在する。以下、このような G∗ とその F 分裂

*5 GL(g)は可換 F 代数 Rに AutR(g(R))を対応させる代数群を表す。
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splG∗ = (B0, T0, {Xα}α∈∆(B0,T0)),それに同型 ψG : GF̄
∼→ G∗

F̄
で

ψG ◦ σ(ψG)−1 := ψG ◦ σ ◦ ψ−1
G ◦ σ

−1 = Ad(uσ) ∈ G∗
ad(F̄ ) (3.1)

となるもの (内部捻り、inner twist)の三つ組 (G∗, splG∗ , ψG)を固定しておく。 Gがトー
ラスなら ψG は単に恒等射である。

例 3.2. A を n2次元の中心的単純 F 代数として、可換 F 代数RにG(R) := (A ⊗F R)×

を対応させる F 代数群 G を考える。A の Brauer 群 H2(F,Gm) でのクラスは 1 →
Gm → GLn → PGLn → 1の Galoisコホモロジー完全列 (命題 1.3)

(H1(F,GLn) = 1) −→ H1(F,PGLn)
δ−→ H2(F,Gm)

による δ の像に含まれている。その逆像を代表する 1 コサイクル {uσ,ad}σ∈Γ ∈
Z1(F,PGLn)を取れば、同型 ψG : GF̄

∼→ GLn で ψG ◦ σ(ψG)−1 = Ad(uσ)となるもの
がある。

■L群データ 各 α ∈ R(G,T )に対して、kerα ⊂ T の Gでの中心化群の導来群を Gα

と書く。Tα := T ∩ Gα はその極大トーラスである。このとき α∨ ∈ X∗(Tα) ⊂ X∗(T )

で 〈α, α∨〉 = 2 となるものがただ一つある。これを α のコルートという。部分集合
S ⊂ R(G,T )に対して S∨ := {α∨ |α ∈ S}と書く。四つ組

RD(spl) = (X∗(T ),∆(B, T ), X∗(T ),∆∨(B, T ))

を分裂 splの基底付きルートデータ (based rood datum)という。(基底付き)ルートデータ
やその射の定義については [Spr79, 1 節] を参照されたい。二つの分裂 spl, spl′ に対して
spl′ = Ad(g)splとなる唯一の gad ∈ Gad(F̄ )は同型 Ad(g) : RD(spl) ∼→ RD(spl′)を与
える。Gの基底付きルートデータを RD(spl)たちのこの同型に関する射影極限

RD(G) = (X∗,∆, X∗,∆∨) := lim←−
spl

RD(spl)

と定義する。これは G への Γ 作用から定まる Γ 作用を備えている。この作用は
RD(splG∗)への Γ作用の ψG による引き戻しに一致する。
トーラス T の L 群は X∗(T ) = X∗(T̂ ) となる複素トーラス T̂ から構成されていた。
今、RD(G)の前後のデータを入れ替えた

RD∨(G) := (X∗,∆∨, X∗,∆)
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は再び基底付きルートデータである。よって Chevalley の定理 [Spr98, 9.6, 10.1] から C
上の連結簡約線型代数群 Ĝ で RD(Ĝ) = RD∨(G) となるものが同型を除いてただ一つ
ある。これを Gの Langlands双対群という。その分裂 splĜ = (B, T , {Xα∨})を固定すれ
ば、Γ作用 ρG : Γ→ Aut(Ĝ)で splĜ を保ち、合成 Γ

ρG→ Aut(Ĝ)� Out(Ĝ)が

Aut(RD(G)) ∼= Aut(RD∨(G) = RD(Ĝ)) ∼= Out(Ĝ)

によって RD(G)への Γ作用に対応するものがただ一つある。このとき Gの L群を

LG = ĜoρG
WF

と定義する。ただし ρG と ϕF : WF → Γの合成を再び ρG と書いている。定義から明ら
かに Gの L群は G∗ の L群に一致する。

例 3.3. (i) GLn の上三角元からなる Borel部分群を B,対角元からなる極大トーラスを T

と書けば、X∗(T )は ei(diag(t1, . . . , tn)) = ti で生成される自由 Z加群で、対するX∗(T )

の双対基底 {e∨i }1≤i≤n は e∨i (t) = diag(1, . . . ,
i
∨
t, . . . , 1)で与えられる。

R(GLn, T ) = {ei − ej | 1 ≤ i 6= j ≤ n} ⊃ R(B, T ) = {ei − ej | 1 ≤ i < j ≤ n}

で ∆(B, T ) = {αi := ei − ei+1}1≤i<n であり、ei − ej のコルートは e∨i − e∨j である。
よって

RD(GLn) =
( n∑
i=1

Zei, {ei − ei+1},
n∑
i=1

Ze∨i , {e∨i − e∨i+1}
)

の双対 RD∨(GLn)は ei と e∨i を入れ替えることで RD(GLn)に同型である。RD(GLn)

への Γ作用は自明であるから、LGLn = GLn(C)×WF である。
(ii) E/F を有限次拡大として可換 F 代数 R に Mn(R ⊗F E)× を対応させる代数群

ResE/FGLn を考える。例 2.2と同様の議論、記号を使って ResE/FGLn ⊗F E ' GLΦ
n,E

がわかる。特に LResE/FGLn = IndΓ
ΓE

GLn(C)oWF である。ただし ΓE はGLn(C)に
自明に作用し、WF は Γを経由して IndΓ

ΓE
GLn(C)に作用する。

(iii) E/F を二次拡大としてその Galois 群 ΓE/F の生成元を σ と書く。A := Mn(E)

上の第二種対合 ιを

xι := Ad(In)tσ(x), In =

á
1

−1

. ..

(−1)n−1

ë
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と定義して、Un(R) := {g ∈ A ⊗F R | ggιR = 1}で定まる F 代数群 Un を考える。ただ
し ιR := ι⊗ idR と書いている。xι

′
:= Ad(In)txとおけば、E ⊗F E ' EΓE/F から

Un ⊗F E '{(g, ḡ) ∈ GLn,E | (g, ḡ)(ḡι
′
, gι

′
) = 1}

'{(g, g−ι
′
) | g ∈ GLn,E} ' GLn,E

を得る。ただし g−ι
′
:= (gι

′
)−1 と書いている。自己同型−ι′ は (i)の標準 Borel対 (B, T )

を保ち、RD(GLn)に e−ι
′

i = −en+1−i と作用する。よって LUn = GLn(C) oρUn
WF に

おいてWF は ΓE/F を経由して ρUn(σ)g = g−ι
′ と作用する。

3.3 導来群、単連結被覆、z 拡大

ここでは Gを一般の標数 0の体 F 上で定義された連結簡約線型代数群とする。Gの導
来群、つまり Gの元の交換子たちで生成される閉部分群を Gder と書く。Gの連結簡約性
から DG := G/Gder はトーラスであり、自然な準同型 ZG → DG は Gder の中心 ZGder

を核とする同種射である。分裂 spl = (B, T, {Xα})に対して (Bder := B ∩Gder, Tder :=

T ∩Gder, {Xα})は Gder の分裂であり、T/Tder = DG である。よって

X∗(DG) = {χ ∈ X∗(T ) | 〈χ, α∨〉 = 0, α∨ ∈ ∆∨} ⊂ X∗(T )

と見なされ、

RD(Gder) = (X∗
der,∆, X∗,der,∆∨),

X∗
der = X∗(T )/X∗(DG), X∗,der := X∗ ∩ spanQ ∆∨

が成り立つ。Ĝ の中心を ZĜ とすると、上の同一視から X∗(DG) = X∗(ZĜ) だから
D̂G = Z0

Ĝ
である。

さて単純コルートたちで張られる格子を X∗,sc := Z[∆∨] ⊂ X∗,der,その X∗
der ⊗Qにお

ける双対格子を
X∗

sc := {λ ∈ X∗
der ⊗Q | 〈λ,X∗,sc〉 ⊂ Z}

と定めれば、(X∗
sc,∆, X∗,sc,∆∨)は基底付きルートデータである。再び Chevalleyの定理

からこれを基底付きルートデータに持つ F̄ 連結簡約代数群 Gsc,F̄ が同型を除いてただ一
つある。単準同型 X∗

der ↪→ X∗
sc は [Spr79, 1.7]の意味の同種射 RD(Gder) → RD(Gsc,F̄ )

を与え、従って [Spr79, 定理 2.9 (ii)] から中心的同種 Gsc,F̄ � Gder,F̄ (核が有限な全
射準同型) がある。定義からこれは準分裂な F 形式の中心的同種 G∗

sc � G∗
der から
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来ている。最後に (Gsc)ad = (Gder)ad = Gad だから、G に対する {Ad(uσ) = ψG ◦
σ(ψG)−1}σ∈Γ ∈ Z1(F,Gad)で G∗

sc の Galois作用を捻って、F 同種 Gsc � Gder が得ら
れる。これを Gder の単連結被覆 (simply connected cover) と呼ぶ。G = GderZG から全
射 Gsc × ZG 3 (gsc, z) 7−→ ḡscz ∈ Gがあって、その核は {(zsc, z̄−1

sc ) |, zsc ∈ ZGsc}であ
る。このことを

G ' Gsc ∗ZGsc
ZG (3.2)

と書き表す。
一般に半単純線型代数群 GはG = Gsc,つまり余指標格子がコルートで張られるとき単

連結と呼ばれる。半単純単連結群に対する Steinbergの定理を二つ引用しておこう。

定理 3.4 ([Ste68]定理 8.1). (i) Gを半単純単連結線型代数群、θをその半単純自己同型 (つ
まり θ は Gの Lie環上の半単純線型変換を引き起こす)とするとき、その固定部分 Gθ は
連結簡約群である。
(ii)特に連結簡約線型代数群 Gが Gder = Gsc を満たすとき、半単純元 γ ∈ G(F )の中心
化群 Gγ は連結簡約群である。

次に半単純元 γ ∈ G(F̄ )の共役類 CF̄ ⊂ GF̄ が F 有理的、つまり Γ = Gal(F̄ /F )不変
であればそれは Gの共役類 C から来ているが、C は F 値点を持たないことがある*6。実
際、任意の F 有理共役類が F 値点を持つためには Gが F 準分裂であることが必要であ
る [Ste65,定理 9.1]。

定理 3.5 ([Ste65]定理 9.8). Gが半単純単連結線型代数群で F 準分裂なら、Gの任意の F

有理共役類は F 有理点を持つ。

この定理は後に Kottwitzによって次の形に拡張された。

定理 3.6 ([Kot82]定理 4.1). F 準分裂な連結簡約群 Gが Gder = Gsc を満たすなら、Gの
任意の F 有理共役類は F 有理点を持つ。

単連結群の Galoisコホモロジーに関しては次の二つが基本的である。

*6 例えばDを局所体 F 上の中心的四元数体として、G(R) = (D ⊗F R)× で与えられる F 代数群Gを考
える。GF̄ ' GL2 の半単純共役類はその特性多項式で決まる。このとき F 上可約な特性多項式を持つ半
単純共役類は F 有理点を持たない。
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定理 3.7 (Kneserの消滅定理 [Kne65a], [Kne65b]). F が標数 0の非アルキメデス局所体で
Gが F 上定義された半単純単連結線型代数群のとき H1(F,G)は自明である。

定義から Gsc の Langlands双対群 Ĝsc (Ĝの単連結被覆 Ĝsc ではない!)の基底付きルー
トデータは RD(Ĝsc) = (Z[∆∨],∆∨, X∗

sc,∆)だから、

Ĝsc = Ĝ/ZĜ

である。Tder の Gsc � Gder による逆像を Tsc と書けば、T̂sc = T̂ /ZĜ で X∗(T̂sc) =

Z[∆∨(B, T )] だから X∗(ZĜ) = X∗/Z[∆∨] が従う。これと X∗(Z0
Ĝ

) = X∗(DG) =

X∗/X∗,der を併せて

cok[X∗(ZĜ)→ X∗(Z0
Ĝ

)] = cok[X∗/Z[∆∨]→ X∗/X∗,der] ' X∗,der/Z[∆∨]

を得る。特に次が従う。

補題 3.8. Gder = Gsc であるためには、ZĜ が連結であることが必要十分。

連結簡約群の中心拡大 1→ Z1 → G1 → G→ 1が z 拡大とは

• G1,der = G1,sc;

• Z1 は ResE/FGm の形のトーラスの直積

であることとする。

補題 3.9. (i)任意の連結簡約群 Gは z 拡大を持つ。
(ii)二つの z 拡大 Gi � G, (i = 1, 2)に対して、双方を経由する z 拡大 G3 � Gがある。

証明の概略. (B, T ) ⊂ Gを Borel対とし、T の分解体 E で F の有限次 Galois拡大である
ものを取る。M := X∗(T )/X∗(Tsc)を含む ΓE/F 加群の完全列 0→ P1 → P0

π→M → 0

で P0 は有限生成自由アーベル群、P1 が自由 Z[ΓE/F ]加群であるものがある。

Q := {(ξ, µ∨) ∈ P0 ×X∗(T ) |π(ξ) ≡ µ∨ mod X∗(Tsc)}
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とおけば次の可換図式が成り立つ。

0

��

0

��
X∗(Tsc)

��

X∗(Tsc)

��
0 // P1

// Q

��

// X∗(T ) //

��

0

0 // P1
// P0

��

// M //

��

0

0 0

Z1, T1 をそれぞれ X∗(Z1) = P1, X∗(T1) = Qとなるトーラスとすれば、定義から互いに
双対な完全列

Z[∆∨(B, T )]� _

��

Z[∆∨(B, T )]� _

��
0 // X∗(Z1) // X∗(T1) // X∗(T ) // 0

0 // X∗(T ) // X∗(T1) // X∗(Z1) // 0

を得る。このとき RD(B1, T1) = (X∗(T1),∆(B, T ), X∗(T1),∆∨(B, T ))は基底付きルー
トデータとなり、それに付随する簡約群が求めるG1である。しかしその F 形式が (B, T )

によらないことを保証しなくてはならないから、T1 � T � Tad の核を ZG1 とおけば次
の可換図式が成り立つことに注意する。

1 // Z1
// ZG1

��

// ZG

��

// 1

1 // Z1
// T1

// T // 1

このとき G1 = Gsc ∗ZGsc
ZG1 は z 拡大 1→ Z1 → G1 → G→ 1を与えている。

Gの z 拡大 G1 に対しては、Shapiroの補題 1.4と Hilbert 90定理から H1(F,Z1) = 0

ゆえ G(F ) ' G1(F )/Z1(F ) が成り立ち、G(F ) の表現論を導来群が単連結な G1(F ) の
それに帰着できる。一方、証明中の完全列から完全列

1 −→ Ẑ1 −→ Ĝ1 −→ Ĝ −→ 1 (3.3)

がある。

37



4 共役類ごとの局所大域原理—安定共役
この時点で非可換簡約群 G に対しては 2.2 節のような保型形式の記述を望み得ないこ
とは明らかである。第一に商空間 T (F )\T (A)の記述 (2.11)に用いられた局所大域完全列
1 → T (F̄ ) → T (Ā) → T (Ā)/T (F̄ ) → 1 の類似は存在しない。Langlands の内視論のア
イディアの出発点は代わりに (正則半単純) 共役類ごとに局所大域原理を記述することで
ある。この節でも F は標数 0の局所または大域体を表すものとし、前節の記号を引き続
き用いる。

4.1 安定共役

G(F̄ ) 3 γ の中心化群を Gγ := ZG(γ),その単位元の連結成分を Gγ := ZG(γ)0 と書く
ことにする。γ 7→ dimGγ が最小値 (G の階数になる) を取る γ を正則 (regular) 元とい
う。正則元の全体は Gの開部分多様体 Greg をなす。任意の γ ∈ G(F̄ )は Jordan分解を
持つ [Spr98, 2.4.8]からその半単純性が考えられる。Greg の半単純元がなす部分多様体を
Grs と書く。これも Gの開部分多様体である。
まず一般に半単純元 γ ∈ G(F )を考える。その共役類を C(γ)と書けば同型

Gγ\G 3 Gγg '7−→ γg := g−1γg ∈ C(γ)

がある。ここで C(γ, F ) ' (Gγ(F̄ )\G(F̄ ))Γ と γ の G(F )共役類 γG(F ) ' Gγ(F )\G(F )

は異なる。安定共役類はこの両者の間にある同値類である。すなわち半単純な γ, γ′ ∈
G(F ) が安定共役 (stably conjugate) とは、ある Gγ(F̄ )g ∈ (Gγ(F̄ )\G(F̄ ))Γ に対して
γ′ = γg であることとする。このとき Gγ(F̄ )g = Gγ(F̄ )σ(g), (σ ∈ Γ) から {∂gσ :=

gσ(g)−1}σ∈Γ は Gγ(F̄ ) 値 1 コサイクルであり、その H1(F,Gγ) でのクラスは g の取り
方によらず定まる。γ の安定共役類を γG(F )と書けば、全単射

γG(F )/Ad(G(F )) 3 (γg)G(F ) '7−→ [∂g のクラス] ∈ D(Gγ), (4.1)

D(Gγ) = DG(Gγ) := ker[H1(F,Gγ)→ H1(F,G)]

が得られる。実際、(γg)G(F ) = (γg
′
)G(F ) ⊂ γG(F )であるためには g′ ∈ Gγ(F̄ )gG(F ),

すなわち ∂g′ と ∂g が Gγ(F̄ ))でコホモローグなことが必要十分である。
以下では特に γ が正則半単純な場合を考える: γ ∈ G(F )rs. 従って T := Gγ は Gの極
大トーラスであり、γg ∈ γG(F )なら Ad(g)−1 : T ∼→ Gγg = T g は g ∈ T (F̄ )g の取り方
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によらない F 同型である。この場合であっても D(T )は点付き集合の射の核であるから
(1.7節)、H1(F, T )の部分群になるとは限らないことに注意する。

例 4.1. (i) G = GLn のとき、半単純な γ ∈ G(F )のMn(F )での中心化環は中心的単純
F 代数の直和だから、Gγ '

∏r
i=1 B×

i と書ける。ここでBi は中心的単純 F 代数で、可
換 F 代数 R に群 (Bi ⊗F R)× を対応させる F 代数群を B×

i と書いている。Hilbert 90

定理の帰結 H1(F,B×
i ) = {1} [Ser79, X.1節演習 2]から D(Gγ) = {1}である。すなわ

ち GLn においては安定共役は G(F )共役に一致する。
(ii) n = p+ q となる自然数 n, p, q に対して、指数 (p, q)のシャッフルの集合

Shuff(p, q) := {s ∈ Sn | sは {1, . . . , p}, {p+ 1, . . . , n}上単調増加 }

を思い出す。Up,q を可換 R代数 Rに

Up,q(R) := {g ∈Mn(C⊗R R) | gIp,qtσR(g) = Ip,q}, Ip,q =
Å
1p

−1q

ã
を対応させる R代数群とする。ここで ΓC/R の生成元を σ として σR := σ ⊗ idR と書い
ている。その対角元からなる極大トーラスを T = {diag(t1, . . . , tn) | ti ∈ U1}とすれば、
H1(R,U1) = R×/NC/R(C×) ' µµ2(R) = {±1}だから、H1(R, T ) ' µµ2(R)n である。こ
のとき

D(T ) = {(εs(1), . . . , εs(n))Ip,q | s ∈ Shuff(p, q)} ' Shuff(p, q),

εi :=

®
1 1 ≤ i ≤ pのとき
−1 p < i ≤ nのとき

である。

Gsc, Tsc を 3.3節の通りとして、

E(T ) = EG(T ) := im[H1(F, Tsc)→ H1(F, T )]

とおく。次の二つの補題により共役類の局所大域原理はアーベル群係数 Galoisコホモロ
ジー群のそれに帰着される。

補題 4.2. F を代数体とする。半単純な γ, γ′ ∈ G(F̄ ) が G(Ā) 共役ならば、それらは
G(F̄ )共役である。
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証明. 極大トーラス T , T ′ ⊂ GF̄ で γ ∈ T (F̄ ), γ′ ∈ T ′(F̄ ) なるものを取る。T , T ′ は
G(F̄ ) 共役だから [Spr98, 6.3.5]、必要なら γ′ をその G(F̄ ) 共役類の元で置き換えて γ,

γ′ ∈ T (F̄ )としてよい。素点 v を取れば、仮定から γ′ = γgv となる gv ∈ G(F̄v)がある。
このとき Tγ(F̄v), T gv

γ (F̄v)はともに γ′ を含む、言い換えればともに Iγ′,F̄v
の極大トーラ

スだから、Tγ,F̄v
= (T gv

γ,F̄v
)hv となる hv ∈ Iγ′(F̄v)がある。つまり gvhv ∈ NG(F̄v)(Tγ,F̄v

)

だから、その Tγ のWeyl群 Ω(G,Tγ)での像の NG(F̄ )(Tγ)での代表元 ν ∈ G(F̄ )が取れ
る。このとき γ ∈ Tγ(F̄ )から

γν = γgvhv = γ′
hv = γ′

となって証明終わり。

補題 4.3. (i) D(Tsc)→ D(T )は全射。
(ii) D(T ) ⊂ E(T ). 特に F が非アルキメデス局所体なら D(T ) = E(T ).

証明. (i)は自然な Γ同変全単射 Tsc(F̄ )\Gsc(F̄ ) ∼→ Tder(F̄ )\Gder(F̄ ) ∼→ T (F̄ )\G(F̄ ) (後
半の全単射は G = T ·Gder から従う)から明らか。(i)から

D(T ) = im[D(Tsc)→ H1(F, T )]

だから (ii) の最初の主張も直ちに従う。最後に F が非アルキメデス局所体なら、上で
Kneserの消滅定理 3.7から H1(F,Gsc)は消えているから D(T )と E(T )は一致する。特
にこのとき D(T )は H1(F, T )の部分群になる。

4.2 簡約群の Galoisコホモロジー

この時点でトーラスの Galoisコホモロジー群についての命題 2.3, 2.5を簡約群に拡張し
ておく [Kot86]。

■局所理論 F を標数 0の局所体、Gを連結簡約 F 代数群とする。各 δ ∈ H1(F,G)に対
して有限次 Galois 拡大 E/F で、resΓF

ΓE
(δ) = 0 かつその上で G が分解するものを取る。

この E/F に補題 3.9 の証明の構成を適用すると z 拡大 1 → Z1 → G1 → G → 1 で Z1

が E 分裂トーラスのWeil係数制限であるものを作れる。このとき Galois コホモロジー
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完全列 (命題 1.3)のなす可換図式

1 // H1(F,G1) //

��

H1(F,G) //

��

H2(F,Z1)� _

��
1 // H1(E,G1,E) // H1(E,GE) // H2(E,Z1,E)

において (1.4)から右端の射は単射である。従って δ ∈ im[H1(F,G1) → H1(F,G)]がわ
かる。一方、完全列 1 → G1,sc → G1 → DG1 → 1 の Galois コホモロジー列を書くと、
補題 3.8から D̂G1 = ZĜ1

ゆえ、命題 2.3を併せて

H1(F,Gsc) // H1(F,G1) //
� _

��

H1(F,DG1)
αDG1 // π0(ZΓ

Ĝ1
)D

(3.3)
��

H1(F,G) π0(ZΓ
Ĝ

)D

を得る。δ の H1(F,G1) での逆像の π0(ZΓ
Ĝ

)D での像を αG(δ) とおく。これは z 拡大の
取り方によらず、αG : H1(F,G)→ π0(ZΓ

Ĝ
)D を与えることが Kottwitzにより示されてい

る。すなわち次が成り立つ。

命題 4.4 ([Kot86] 定理 1.2). (i) F 上の連結簡約群とその間の正規準同型からなる圏から
アーベル群の圏への関手の射 αG : H1(F,G) → π0(ZΓ

Ĝ
)D で、極大トーラス T ⊂ Gに対

する命題 2.3の同型との可換図式

H1(F,G) αG−−−−→ π0(ZΓ
Ĝ

)Dx x
H1(F, T ) −−−−→ π0(T̂Γ)D

を満たすものがただ一つある。ただし右列は T � DG から引き起こされる準同型である。
(ii) F が非アルキメデス的なとき、αG は自然な同型である。F = Rのときには完全列

H1(R, Gsc) −→ H1(R, G) αG−→ π0(ZΓ
Ĝ

)D −→ π0(ZĜ)D

が成り立つ。ここで最後の準同型は NC/R : ZĜ → ZΓ
Ĝ
から引き起こされるものである。

これの証明はしない。興味のある読者は原論文に当たるかまたは [Lab99, I 章] を参照
されたい。
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■不分岐な場合 F が標数 0 の非アルキメデス局所体の場合を考える。G が F 上不分
岐とは、F の整数環 O上の滑らかで簡約な群スキーム G に延びることとする。これは G

が F 準分裂である不分岐有限次拡大 E/F 上で分裂する極大トーラスを持つことに同値
である [Tit79, 1.10, 3.8]。このとき Gの Titsビルは超スペシャル点を持ち、K := G (O)

はある超スペシャル点の固定化群、すなわち超スペシャル (hyperspecial)極大コンパクト
部分群である。このとき Langの定理*7を用いて次が証明できる。

命題 4.5 ([PR94] 定理 6.8). G および有限次 Galois 拡大 E/F が共に不分岐なら
H1(E/F,G (OE)) = {1}. ここで OE は E の整数環である。

証明の議論は H1(E/F,O×
E)の消滅の証明の類似なのでここでは割愛する。気になる方

は引用した文献をご覧になるとよい。
この機会に不分岐な場合の安定共役についての準備をしておこう。半単純な γ ∈ K と

γ ∈ T (F )となる任意の極大トーラス T ⊂ Gのルート αに対して α(γ)は Oの F̄ での整
閉包 Ō に属する。T の任意のルート αに対して α(γ)− 1 ∈ Ō× または α(γ) = 1となる
半単純な γ ∈K の集合をKss と書く。

補題 4.6. Gが F 上不分岐でその導来群が単連結であるとする。Kss 3 γ に対して、Gγ
は不分岐で Gγ(F ) ∩K は Gγ(F )の超スペシャル極大コンパクト部分群である。さらに
γG(F ) ∩K = γK := Ad(K)γ が成り立つ。

証明. 勝手な γ ∈Kss を取り、T ⊂ Gを γ ∈ T (F )となる極大トーラスとする。
証明には T が F 分裂 (特に Gも F 分裂)である場合にいくつか準備が必要である。必
要なら T を取り替えてK が固定する超スペシャル点が T のアパートに入っているとし
てよい。すると T は G の極大トーラス T に延びて γ ∈ K ∩ T (F ) = T (O) が成り立
つ。各 α ∈ R(G,T ) のルートベクトル Xα ∈ g(O) (と R(G,T ) 上の順序) と X∗(T ) の
基底 {µi} を固定すれば、G の座標関数 {xα} q {xi} が定まり、アファイン群スキーム
G は多項式環 O[xα, xi]α,i のある剰余環 O[G ]のスペクトルである。中心化群 Gγ はその
Ad(γ)不変商 OG,γ のスペクトルだが、Ad(γ)xα = α(γ)xα と α(γ)− 1についての仮定
から OG,γ は O[{xα}α(γ)=1, {xi}i]の O[G ]での像にほかならない。仮定から G は O 上
平坦ゆえ、これは Gγ も O 上平坦であることを意味する。Gγ の生成幾何ファイバーおよ

*7 有限体 F上の線型代数群 Gの Galoisコホモロジー集合 H1(F, G)は消えている。
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びスペシャル幾何ファイバーが同じ次元を持つ連結簡約群スキームであることは仮定から
明らかだから、Gγ は滑らかで簡約な群スキームである。よって Gγ は不分岐でなくては
ならず、Gγ(F ) ∩K = Gγ(O)はその超スペシャル極大コンパクト部分群である。準備の
最後に次の主張を示しておこう。

主張 4.6.1. 上の状況で γG(F ) ∩K = γK である。

証明. 議論を理解するには G = SL2 の場合を見れば十分なのでそのときのみ解説する。
B = TU をその上三角Borel部分群とし、γ =

(
a 0
0 a−1

)
に共役な γ′ = γg ∈K, (g ∈ G(F ))

を取る。岩澤分解 G(F ) = T (F )U(F )K から g = tuk, (t ∈ T (F ), u ∈ U(F ), k ∈K)と
書け、γuγ−1 = Ad(k)γ′γ−1 ∈K である。ここで u = ( 1 b

0 1 )と書けば

γuγ−1 =
Å

1 −b
0 1

ãÅ
a 0
0 a−1

ãÅ
1 b
0 1

ãÅ
a−1 0
0 a

ã
=
Å

1 (α(γ)− 1)b
0 1

ã
で α(γ)− 1 ∈ O× だから、u ∈K,つまり γ′ ∈ γK である。

さて、一般の場合に補題を証明しよう。任意の γ′ ∈ γG(F )に対して有限次 Galois拡大
E/F で

• T は E 上分裂し、
• γ′ と γ は G(E)共役

であるものを取る。E 分裂極大トーラス T0 ⊂ GでK を定める超スペシャル点が T0 の
アパートに入っているものと、γ0 ∈ T0(OE) = T0(E) ∩ G (OE)で γ, γ′ に G(E)共役な
ものが取れる。先の分裂する場合の議論から GOE ,γ0 は滑らかな連結簡約群スキームで、
主張 4.6.1から γ, γ′ は γ

G (OE)
0 に属する。これからまず (Gγ)OE

' GOE ,γ0 も滑らかな連
結簡約群スキームである。よって SpecOE → SpecO での fpqc降下を適用して Gγ も O
上の滑らかな連結簡約群スキームであり [Gro67, 2.6-7節]、これから分裂する場合と同様
にして補題の前半の主張が従う。
今や Gγ は不分岐だから上の E/F を不分岐拡大に取れる。後半を示すために γ′ = γk,

k ∈ G (OE) と書く。4.1 節と同様にして ∂k は Gγ(E) ∩ G (OE) = Gγ(OE) に値を取る
ΓE/F 上の 1コサイクルである。命題 4.5からある ` ∈ Gγ(OE)があって ∂k = ∂`−1,す
なわち `k ∈ G (OE)ΓE/F = K で、γ`k = γ′ であるから後半も示された。
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■大域理論 次に F を代数体とする。E/F を F̄ に含まれる有限次 Galois拡大とすると、
(非可換係数の) Shapiroの補題 1.4から 19頁の記号で

H1(E/F,G(Ev)) ' H1(Ew/Fv, G(Ew))

が成り立つ。さらに有限個を除く非アルキメデス素点 v では Gv = G⊗F Fv は不分岐で、
整数環 Ov ⊂ Fv 上の滑らかな連結簡約群スキーム Gv に延びる。この延長をうまく取れ
ば、Gのアデール群は位相的帰納極限

G(A) = lim−→
S

(∏
v∈S

G(Fv)×
∏
v/∈S

Gv(Ov)
)

に一致する。ここで S はアルキメデス素点全部と Gが不分岐でない全ての非アルキメデ
ス素点を含む F の素点の有限集合を走る。よって命題 4.5からトーラスの場合 (2.5)と同
様の議論により次を得る。

H1(F,G(Ā)) '
⊕
v

H1(Fv, Gv). (4.2)

さて、z 拡大 1→ Z1 → G1 → G→ 1に付随して行が完全列である可換図式

1 // Z1(Ā) // G1(Ā) // G(Ā) // 1

1 // Z1(F̄ ) //
?�

OO

ZG1(F̄ ) //
?�

OO

ZG(F̄ ) //
?�

OO

1

を考えれば、完全列 1→ Z1(Ā)/Z1(F̄ ) → G1(Ā)/ZG1(F̄ ) → G(Ā)/ZG(F̄ ) → 1が得ら
れ、従って Galoisコホモロジー完全列

1 −→ H1(F,G1(Ā)/ZG1(F̄ )) −→ H1(F,G(Ā)/ZG(F̄ )) −→ H2(A/F, Z1)

が成り立つ。局所的な場合と同様に任意の δ ∈ H1(F,G(Ā)/ZG(F̄ )) に対して、それが
H1(F,G1(Ā)/ZG1(F̄ ))の像に含まれるような z 拡大が取れる。それをに対する図式

H1(F,G1(Ā)/ZG1(F̄ )) //
� _

��

H1(A/F,DG1)
αDG1 // π0(ZΓ

Ĝ1
)D

(3.3)
��

H1(F,G(Ā)/ZG(F̄ )) π0(ZΓ
Ĝ

)D

による δ ∈ H1(F,G(Ā)/ZG(F̄ ))の逆像の π0(ZΓ
Ĝ

)D での像を αG(δ)と書く。
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命題 4.7 ([Kot86] 定理 2.2, 系 2.5). (i) F 上の連結簡約群の圏からアーベル群の圏への関
手の射 αG : H1(F,G(Ā)/ZG(F̄ ))→ π0(ZΓ

Ĝ
)D で命題 2.3の同型を拡張するものがただ一

つある。さらに次は完全列である。

H1(F,Gad) −→ H1(F,G(Ā)/ZG(F̄ )) αG−→ π0(ZΓ
Ĝ

)D

(ii)次の局所大域可換図式が成り立つ。

H1(F,G(Ā)) //

(4.2) ��

H1(F,G(Ā)/ZG(F̄ ))
αG // π0(ZΓ

Ĝ
)D

⊕
v

H1(Fv, Gv)
⊕

αGv //
⊕
v

π0(ZΓv

Ĝ
)D

∑
v̄

OO

ただし v̄ : π0(ZΓv

Ĝ
)D → π0(ZΓ

Ĝ
)D は ZΓ

Ĝ
↪→ ZΓv

Ĝ
が引き起こす準同型である。さらにこ

の図式の一行目の射の合成の核は H1(F,G)→ H1(F,G(Ā))の像である。

最後に Hasse原理について簡単に復習しておこう。上の状況で

X1(F,G) = ker[H1(F,G)→ H1(F,G(Ā))] = ker
(
H1(F,G)→

⊕
v

H1(Fv, Gv)
)

とおく (Shafarevich-Tate群の一種)。同様に A ∈ Mod Γ に対しても

Xi(F,A) = ker
(
Hi(Γ, A)→

∏
v

Hi(Γv, A)
)

と定める。

命題 4.8 (Kneser, Chernousov). G が半単純単連結線型代数群ならX1(F,G) = {1} で
ある。

証明. Gが E8 型単純因子を持たないときは [Kne66], E8 型単純群のときは [Che89]を参
照されたい。

さて T を F トーラスとすると、Galoisコホモロジー完全列と Tate・中山双対性 (命題
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2.3 (ii), 2.5 (iii))

T (A) //
OO

“双対”
��

(T (Ā)/T (F̄ ))Γ //
OO

“双対”
��

H1(F, T ) // H1(F, T (Ā))

∏
v H2(Fv, X∗(T )) H2(F,X∗(T ))oo

および (2.2)から

X1(F, T ) ∼= cok[T (A)→ (T (Ā)/T (F̄ ))Γ] ∼= X2(F,X∗(T ))D ∼= X1(F, T̂ )D

である。これは連結簡約群 Gで導来群が単連結なものに対しても命題 4.8を使って

X1(F,G) ∼= X1(F,DG) ∼= X1(F,ZĜ)D

と拡張される。さらに一般の連結簡約線型代数群 Gに対しては、その z 拡大 1 → Z1 →
G1 → G→ 1を取れば

X1(F,G) = X1(F,G1), X1(F,ZĜ) = X1(F,ZĜ1
)

が成り立つ。以上の構成により次が得られた。

命題 4.9 ([Kot84] 4 節、[Lab99] 1.6-7 節). F 上の連結簡約線型代数群とその間の正規準
同型の圏から点付き集合の圏への関手の同型X1(F,G) ∼= X1(F,ZĜ)D がある。さらに
I ⊂ Gがある極大トーラス T ⊂ Gを含む連結簡約部分群のとき、可換図式

X1(F, I) //

��

X1(F,G)

��
X1(F,ZÎ)

D // X1(F,ZĜ)D

が成り立つ。ここで 2行目の射は制限射X∗(ZĜ1
) = X∗(G1)→ X∗(I1) = X∗(ZÎ1)から

引き起こされる。

4.3 捻子の復習

群 Gが集合X に右から単純推移的に作用しているとき、X は主 G等質空間 (principal

G-homogeneous space, G-torsor)であるということにする。さらに第二の群 Γが主 G等
質空間 X に作用している状況を考える。すなわち作用

Γ×G 3 (σ, g) 7−→ σ(g) ∈ G, Γ×X 3 (σ, x) 7−→ σ(x) ∈ X
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が与えられ、
σ(x.g) = σ(x).σ(g), σ ∈ Γ, g ∈ G, x ∈ X

が成り立つとする。このような Γ 作用付きの主 G 等質空間を Γ 上の G 捻子 (G-torsor)

と呼ぶ。G捻子 X,Y の間の射とは、G同変な写像 ϕ : X → Y で Γ作用と可換なもので
ある。Γ上の G捻子の圏を TorsG と書く。
さて X ∈ TorsG の点 x ∈ X を止めれば、主 G 等質空間の定義から σ ∈ Γ に対して

σ(x) = x.gσ となる gσ ∈ Gが唯一つある。容易に確かめられるように {gσ}σ∈Γ は Gに
値を持つ Γ 上の 1 コサイクルであり、そのコホモロジー類 invX ∈ H1(Γ, G) は x ∈ X
によらず定まる。次の補題はこれらの定義から明らかである。

補題 4.10. (a) X 7→ invX は Γ上の G捻子の同型類の集合から H1(Γ, G)への全単射を
定めている。
(b)更に Gがアーベル群のとき、X が Γ不動点を持つ: XΓ 6= ∅ためには invX = 0が
必要十分である。

4.4 正則半単純共役類の局所大域原理

さて 3.2節の状況に戻って代数体 F 上の連結簡約群Gとその準分裂データ (G∗, ψG)を
取る。以下、簡単のために Gの導来群は単連結であるとする。正則半単純な γ ∈ G(F )rs
に対してその局所、大域安定共役類 γG(Ā) ∩ G(A), γG(F ) の差を記述するだけでは十分
ではない。準分裂でない Gに対しては F 有理点は持たないが A値点を持つ半単純共役類
があるからである。そこで定理 3.5とその直前の注意を考慮して γ∗ ∈ G∗(F )rs の共役類
から出発し、その ψ−1

G : G∗
F̄

∼→ G∗
F̄
による像の局所大域原理を記述したい。

問題を正確に述べよう。上の状況で γA = (γv)v ∈ G(A) が γ∗ をアデール像 (adelic

image)に持つとは、各素点 v で ψG(γv)と γ∗ が G∗(F̄v)共役であることとする。これは
後で見るように

Ad(g)ψG(γA) = γ∗, g ∈ G∗
sc(Ā) (4.3)

に同値になる。

問題 4.11. γA ∈ G(A)が γ∗ ∈ G∗(F )rs をアデール像に持つとする。γG(A)
A ∩ G(F ) 6= ∅

となるための必要十分条件を求めよ。
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4.4.1 Gsc での共役類
これを解決するため、まずは γ

G(A)
A を γ

Gsc(A)
A で置き換えた類似の問題を考える。これは

T := G∗
γ∗ として次に解説する Γ上の Tsc(Ā)/Tsc(F̄ )捻子で記述される。X̃ = X̃(γ∗, γA)

を h ∈ Gsc(Ā)と η : TF̄ ↪→ GF̄ の対で

• η = ψ−1
G ◦Ad(δ)|TF̄

, (δ ∈ G∗
sc(F̄ ));

• η(γ∗) = Ad(h)γA

を満たすものの集合とする。これは (4.3) から (ψ−1
G (g), ψ−1

G ) を含むから空でなく、Γ

作用
σ(h, η) = (σ(h), σ(η) := σ ◦ η ◦ σ−1), σ ∈ Γ

を備えている。

補題 4.12. γGsc(A)
A が F 有理点を持つためには、X̃(γ∗, γA)Γ 6= ∅が必要十分である。

証明. まず γ
Gsc(A)
A が F 有理点 Ad(h)γA =: γ ∈ Grs(F ), (h ∈ Gsc(A)) を持つとする。

(4.3)から
γ = Ad(hψ−1

G (g)−1)ψ−1
G (γ∗)

なので補題 4.2 により、ある δ ∈ Gsc(F̄ ) に対して γ = Ad(δ)ψ−1
G (γ∗) である。そこで

η := Ad(δ) ◦ ψ−1
G |TF̄

: TF̄ ↪→ GF̄ とおく。(3.1)の記号で

η−1 ◦ σ(η) = ψG ◦Ad(δ−1σ(δ)) ◦ ψ−1
G = Ad(ψG(δ−1σ(δ))uσ), σ ∈ Γ

だが、η−1 ◦ σ(η)(γ∗) = η−1 ◦ σ ◦ η(γ∗) = η−1(γ) = γ∗ なので ψG(δ−1σ(δ))uσ ∈ T (F̄ ),

(σ ∈ Γ)が従う。つまり η : T ↪→ Gは F 準同型で (h, η) ∈ X̃(γ∗, γA)Γ だから、条件は必
要である。
逆に (h, η) ∈ X̃(γ∗, γA)Γ があれば、η(γ∗) = Ad(h)γA は G(F̄ ) ∩ G(A) = G(F )に属
するから条件は十分である。

次に X̃(γ∗, γA)には Gsc(F̄ )が左から

δ.(h, η) := (δh,Ad(δ) ◦ η), δ ∈ Gsc(F̄ )

と作用する。この作用で X̃(γ∗, γA)を割ったものを X = X(γ∗, γA)とおく。

X := Gsc(F̄ )\X̃ ∼−→
ß
Gsc(F̄ )(h, η0)

∣∣∣∣ • h ∈ Gsc(Ā)
• Ad(h)γA = ψ−1

G (γ∗)

™
.
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ここで η0 := ψ−1
G |TF̄

: TF̄
∼→ GF̄ と書いている。

系 4.13. γGsc(A)
A ∩G(F )が空でないためには、X(γ∗, γA)Γ 6= ∅が必要十分。

証明. 補題 4.12 から、X(γ∗, γA)Γ が空でなければ X̃(γ∗, γA)Γ も同様なことを見れば十
分。Gsc(F̄ )(h, η) ∈ X(γ∗, γA)Γ とすれば、σ ∈ Γに対してある δσ ∈ Gsc(F̄ )があって

σ(h, η) = (δ−1
σ h,Ad(δ−1

σ ) ◦ η)

が成り立つ。特に第一成分に注目して δσ = hσ(h)−1 であるから、{δσ}σ は Gsc(F̄ )値 1

コサイクルでそのクラスはX1(F,Gsc)に属する。よって命題 4.8からある δ1 ∈ Gsc(F̄ )

があって δσ = δ−1
1 σ(δ1), (σ ∈ Γ)である。このとき δ1.(h, η) ∈ X̃(γ∗, γA)Γ である。

さて、X̃(γ∗, γA)には Tsc(Ā)が右から

(h, η).t := (η(t)−1h, η), t ∈ Tsc(Ā)

と作用し、これから X(γ∗, γA) への Tsc(Ā) 作用が定まる。任意の Gsc(F̄ )(h, η0),

Gsc(F̄ )(h′, η0) ∈ X に対して η0(γ∗) = Ad(h′)γA = Ad(h′h−1)η0(γ∗) から h′h−1 ∈
η0(Tsc(Ā))だから、この Tsc(Ā)作用は推移的である。さらに (η(t)−1h, η) ∈ Gsc(F̄ )(h, η)

であるためには η(t) ∈ η(Tsc)(F̄ ) が必要十分だから、X は Tsc(Ā)/Tsc(F̄ ) 捻子である。
X = X(γ∗, γA)の H1(A/F, Tsc)でのクラス invX (補題 4.10)の Tate・中山同型

αTsc : H1(A/F, Tsc)
∼−→ π0(”Tsc

Γ
)D = π0((T̂ /ZĜ)Γ)D

による像を obs1(γA, γ∗)と書く。系 4.13と補題 4.10 (b)から次は明らかである。

命題 4.14. γA ∈ G(A)が γ∗ ∈ G∗(F )rs をアデール像に持つとき、γGsc(A)
A ∩G(F )が空で

ないためには obs1(γA, γ∗) = 1が必要十分である。

後で用いやすいように obs1(γA, γ∗)のもう一つの表示を与えておこう。(3.1), (4.3)の記
号で

vσ := guσσ(g)−1 ∈ G∗
sc(F̄ )

とおく。Ad(vσ)γ∗ = Ad(g) ◦ψG ◦ σ(Ad(g) ◦ψG)−1γ∗ = γ∗ ゆえ v = {vσ}は Tsc(F̄ )値
1コチェイン (1.2節)で ∂v = ∂u ∈ Z2(Γ, ZG∗

sc
(F̄ ))を満たす。従ってその H1(A/F, Tsc)

での像は定義可能である。その αTsc による像を inv(γ∗, γA) ∈ π0((T̂ /ZĜ)Γ)D と書く。
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補題 4.15. 上の状況で obs1(γA, γ∗) = inv(γ∗, γA)−1.

証明. Gsc(F̄ )(h, η0) ∈ X(γ∗, γA)を取る。Ad(g) ◦ ψG(γA) = γ∗ = Ad(ψG(h)) ◦ ψG(γA)

から t := ψG(h)g−1 ∈ Tsc(Ā)に注意する。σ ∈ Γに対して

σ(h, η0) = δ−1
σ .(h, η0).tσ, δσ ∈ Gsc(F̄ ), tσ ∈ Tsc(Ā)

と書いたとき、{t−1
σ }σ∈Γ の H1(A/F, Tsc)でのクラスが invX(γ∗, γA)であった*8。この

等式の第一成分に注目して、

tσ =η−1
0 (hσ(h)−1δ−1

σ ) = ψG(h)ψG(σ(h))−1ψG(δσ)−1

=ψG(h)
(
ψG ◦ σ(ψG)−1 ◦ σ(ψG(h))

)
ψG(δσ)−1

=ψG(h)uσσ(ψG(h))−1u−1
σ ψG(δσ)−1

=tguσσ(g)−1σ(t)−1u−1
σ ψG(δσ)−1

=tvσσ(t)−1(ψG(δσ)uσ)−1

を得る。ここで第二成分の等式は

ψ−1
G ◦Ad(uσ)|T = σ(ψG)−1|T = σ(η0) = ψ−1

G ◦Ad(ψG(δσ))−1|T

と書けるから ψG(δσ)uσ ∈ Tsc(Ā)∩Gsc(F̄ ) = Tsc(F̄ )である。よって tσ の H1(A/F, Tsc)

でのクラスは inv(γ∗, γA)に等しい。

4.4.2 Gsc から Gへの移行
まず T の双対トーラス T̂ = Hom(X∗(T ),C×)について次が成り立つ。

*8 Tsc(Ā)/Tsc(F̄ )はX(γ∗, γA)に右から作用するので tσ の逆元になる。
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補題 4.16. (i) (X∗(T ) = X∗(T̂ ),Z)の Galois Ext群は次で与えられる。

ExtnΓ(X∗(T ),Z) =


X(T )F n = 0のとき
π0(T̂Γ) n = 1のとき
Hn−1(Γ, T̂ ) n ≥ 2のとき

(ii)特に長完全列

0 −→X(G)F −→ X(T )F −→ X(Tsc)F

−→π0(ZΓ
Ĝ

) −→ π0(T̂Γ) −→ π0((T̂ /ZĜ)Γ)

−→H1(Γ, ZĜ) −→ H1(Γ, T̂ ) −→ H1(Γ, T̂ /ZĜ) −→ . . .

がある。

証明. (i)まず定義から Ext0Γ(X∗(T ),Z) = Hom(X∗(T ),Z)Γ = X(T )F である。また完全
列 1→ Z 2πi→ C exp→ C× → 1の長完全列

HomΓ(X∗(T ),C) // HomΓ(X∗(T ),C×) // Ext1Γ(X∗(T ),Z) // Ext1Γ(X∗(T ),C)

t̂Γ
exp // T̂Γ

において、1.5節 (1.3)から Ext1Γ(X∗(T ),C) ' H1(Γ, t̂) ∼= lim−→E
H1(ΓE/F , t̂) = 0だから

Ext1Γ(X∗(T ),Z) ' π0(T̂Γ)である。同様に n ≥ 1のとき 1 → Z 2πi→ C exp→ C× → 1の長
完全列と (1.3)から

ExtnΓ(X∗(T ),C) // ExtnΓ(X∗(T ),C×) // Extn+1
Γ (X∗(T ),Z) // ExtnΓ(X∗(T ),C)

Hn(Γ, t̂) = 0 Hn(Γ, T̂ ) Hn(Γ, t̂) = 0

ゆえ ExtnΓ(X∗(T ),Z) ' Hn−1(Γ, T̂ ), (n ≥ 2)が成り立つ。
(ii) は 0 → X∗(Tsc) → X∗(T ) → X∗(DG) → 0 に付随する長完全列にほかならない。

Ext群の第一変数についての導来関手性については [Wei94,定理 10.7.4]などを見よ。

上の補題の連結射 π0((T̂ /ZĜ)Γ) → H1(Γ, ZĜ) によるX1(F,ZĜ) の逆像を K(T ) =

KG(T )と書く。以前の通り γ∗ ∈ G∗(F )rs とそれをアデール像に持つ γA ∈ G(A)を取り、
obs1(γA, γ∗) ∈ π0((T̂ /ZĜ)Γ)D の K(T ) への制限を obs(γA, γ∗) と書く (Kottwitz 障害)。
この節の目的はこれまでの議論を関手性によって拡張し、命題 4.14から次の定理を引き
出すことである。
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定理 4.17. γ∗ ∈ G∗(F )rs をアデール像に持つ γA ∈ G(A)の G(A)共役類が G(F )の元を
含むためには obs(γA, γ∗)が消えることが必要十分である。

証明. まず K(T )の Pontrjagin双対を計算しよう。補題 4.16 (ii)と制限射の可換図式

π0((T̂ /ZĜ)Γ) −−−−→ H1(Γ, ZĜ)y y∏
v π0((T̂ /ZĜ)Γv ) −−−−→

∏
v H1(Γv, ZĜ)

から
K(T ) = ker

(
π0((T̂ /ZĜ)Γ)→

∏
v

π0((T̂ /ZĜ)Γv )→
∏
v

H1(Γv, ZĜ)
)

である。Pontrjagin双対を取れば、

A :
⊕
v

π0((T̂ /ZĜ)Γv )D 3 (κv)v 7−→
∏
v

κv ◦ v̄ ∈ π0((T̂ /ZĜ)Γ)D

として

K(T )D =π0((T̂ /ZĜ)Γ)D
/
A

(⊕
v

im
(
H1(Γv, ZĜ)D → π0((T̂ /ZĜ)Γv )D

))
=π0(T̂Γ

sc)
D

/
A

(⊕
v

ker
(
π0((T̂ /ZĜ)Γv )D → π0(T̂Γv )D

))
を得る。よって Bv : π0((T̂ /ZĜ)Γv )D → π0(T̂Γv )D, B :=

⊕
v Bv として obs(γA, γ∗)が

消えるためには次が必要十分である。

obs1(γA, γ∗) ∈ A(kerB) (4.4)

主張 4.17.1. γG(A)
A ∩G(F ) 6= ∅であるためには、γ′A = γh1

A ∈ G(A), h1 ∈ Gsc(Ā)で

(i) obs1(γ′A, γ∗) = 1;

(ii) ∂h1 の H1(F,G(Ā)γA)でのクラスは自明。

を満たすものがあることが必要十分。

証明. 実際 γ = γhA ∈ G(F ), h ∈ G(A)ならば、h = h1t, (h1 ∈ Gsc(Ā), t ∈ Gγ(Ā))とし
て γ′A := γh1

A = Ad(t)γ = γ は主張の条件を満たす:

obs1(γ′A, γ∗) = obs1(γ, γ∗) = 0,

(∂h1)σ = ht−1σ(th−1) = (∂Ad(h)t−1)σ, σ ∈ Γ.
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逆に主張の条件が成り立つとする。(ii) からある t ∈ G(Ā)γA があって ∂h1 = ∂t−1 だ
から h := th1 ∈ G(A)で、(i)から

γ
G(A)
A = γ

hG(A)
A = γ′A

G(A) ⊃ γ′A
Gsc(A)

は G(F )の元を含む。

主張の条件 (i)は補題 4.15から

obs1(γA, γ∗) =
inv(γ∗, γ′A)
inv(γ∗, γA)

(i)′

に同値である。一方 Ad(gψG(h1)) ◦ ψG(γ′A) = γ∗ であるから、inv(γ∗, γ′A)を与える 1コ
チェイン v′ は

v′σ = gψG(h1)uσσ(ψG(h1))−1σ(g)−1 = gψG(h1)uσσ(ψG(h1))−1u−1
σ uσσ(g)−1

= gψG((∂h1)σ)uσσ(g)−1 = Ad(g)ψG((∂h1)σ) · vσ

となる。つまり (i)′ の inv(γ∗, γ′A)/ inv(γ∗, γA)は ∂h1 のコホモロジー類の

ϕ : H1(F,Gsc(Ā)γA)
Ad(g)◦ψG−→ H1(F, Tsc(Ā)) −→ H1(A/F, Tsc)

αTsc−→ π0((T̂ /ZĜ)Γ)D

による像に他ならない。定義から ∂h1 のコホモロジー類は下の C の核に含まれるが、主
張の (ii)はそれが kerDに属することを意味する。

C : H1(F,Gsc(Ā)γA) −→ H1(F,Gsc(Ā)),

D : H1(F,Gsc(Ā)γA) −→ H1(F,G(Ā)γA)

結局、γG(A)
A が F 有理点を持つためには、obs1(γA, γ∗) ∈ ϕ(kerC ∩ kerD)が必要十分で

ある。これと (4.4)から、定理は次の主張に帰着される。

主張 4.17.2. A(kerB) = ϕ(kerC ∩ kerD).

証明. まず命題 2.5から次の可換図式がある。

H1(F,Gsc(Ā)γA)
Ad(g)◦ψG //

D

��

H1(F, Tsc(Ā)) //

⊕
αTsc,v��

H1(A/F, Tsc)

αTsc

��
H1(F,G(Ā)γA)

Ad(g)◦ψG

��

⊕
v

π0((T̂ /ZĜ)Γv )D A //

B

��

π0((T̂ /ZĜ)Γ)D

H1(F, T (Ā))
⊕

αTv //
⊕
v

π0(T̂Γv )D

(4.5)
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ここで ϕは 1行目で右端に行って一つ下がる射だから

ϕ(kerC ∩ kerD) ⊂ϕ(kerD) ⊂ ϕ
(
ker

(
B ◦

⊕
αTsc,v ◦Ad(g) ◦ ψG

))
⊂A(kerB)

は直ちにわかる。
逆向きの包含関係を示そう。仮定から γA ほとんど全ての非アルキメデス成分 γv の中
心化群 Gγv および Gγv,sc := Gγv ∩Gsc,v は Fv 上の不分岐トーラスである。よって (2.5)

と同様に
H1(F,Gsc(Ā)γA) '

⊕
v

H1(Fv, Gγv,sc)

が成り立つ。この同型により両者を同一視すれば、Kneserの消滅定理 3.7から

kerC =
⊕
v|∞

ker
(
H1(Fv, Gγv,sc)→ H1(Fv, Gsc)

)
⊕

⊕
v-∞

H1(Fv, Gγv,sc)

である。ここで再び (4.5)から ϕ = A◦
⊕

αTsc,v ◦Ad(g)◦ψG だから有限成分に関しては

ϕ(kerC ∩ kerD) ⊃ ϕ
(⊕
v-∞

ker
(
H1(Fv, Gγv,sc)→ H1(Fv, Gγv )

))
=

⊕
v-∞

ker
(
π0((T̂ /ZĜ)Γv )D → π0(T̂Γv )D

)
=

⊕
v-∞

kerBv

を得る。このとき実は次が成り立つので ϕ(kerC ∩ kerD) ⊃ A(kerB)が従う。

主張 4.17.3. A(kerB) = A(
⊕

v-∞ kerBv).

証明. kerBfin :=
⊕

v-∞ kerBv , kerB∞ :=
⊕

v|∞ kerBv と書けば示すべき主張は
kerA ∩ kerB + kerBfin = kerB,すなわち

kerA ∩ kerB � � // kerB∞ ⊕ kerBfin
// // kerB∞

が全射であることである。
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まず各行が完全系列からなる可換図式

H1(F, Tsc) //

��

H1(F, Tsc(Ā)) //⊕
αTsc,v

��

H1(A/F, Tsc)

αTsc

��⊕
v

π0((T̂ /ZĜ)Γv )D A //

B
��

π0((T̂ /ZĜ)Γ)D

��⊕
v

π0(T̂Γv )D // π0(T̂Γ)D

H1(F, T ) // H1(F, T (Ā)) //

⊕
αTv

OO

H1(A/F, T )

αT

OO

を考える。右上のスクエアの可換性から kerA は H1(F, Tsc) の
⊕

v π0((T̂ /ZĜ)Γv )D で
の像である。よって左のスクエアの可換性から kerA ∩ kerB はX1(F, T )の H1(F, Tsc)

での逆像の
⊕

v π0((T̂ /ZĜ)Γv )D での像である。よって ker[H1(F, Tsc)→ H1(F, T )]の

H1(F, Tsc) // H1(F, Tsc(Ā))
⊕

αTsc,v //
⊕
v|∞

π0((T̂ /ZĜ)Γv )D

による像が kerB∞ であることを示せば十分である。
そこで 1, 2行目が 1 → Tsc → T → DG → 1の Galoisコホモロジー完全列、3行目が

補題 4.16の完全列の Pontrjagin双対からなる可換図式

DG(F ) δ //

��

H1(F, Tsc) //

β

��

H1(F, T )

��

DG(F∞) //

(†)

��

⊕
v|∞

H1(Fv, Tsc) //

γ

��

⊕
v|∞

H1(Fv, T )

��⊕
v|∞

H1(Γv, ZĜ)D
⊕

δv//
⊕
v|∞

π0((T̂ /ZĜ)Γv )D B∞ //
⊕
v|∞

π0(T̂Γv )D

を考える。問題の像は im(γ ◦ β ◦ δ) で kerB∞ = im
⊕

v|∞ δv だから、第一列の射
DG(F )→

⊕
v|∞ H1(Γv, ZĜ)D のが全射であることを示せばよい。

これは直接計算で証明できる。まず (2.2) により H1(Γv, ZĜ) ' Ĥ2(Fv, X∗(DG)) で、
Tateコホモロジー群のカップ積

` : Ĥ2(Fv, X∗(DG))⊗ Ĥ0(Fv, DG) −→ Ĥ2(Fv,Gm) ⊂ Q/Z
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は有限群の完全双対性だから H1(Γv, ZĜ)D は Ĥ0(Fv, DG) = DG(Fv)/NΓvDG(F̄v)に標
準同型である。ただしNΓv t =

∏
σ∈Γv

σ(t)と書いている。よって上の図式中の射 (†)は自
然な射影 DG(Fv) � DG(Fv)/NΓvDG(F̄v), (v|∞)の直和である。

∏
v|∞ NΓvDG(F̄v) ⊂

DG(F∞)は開部分群で DG(F ) ⊂ DG(F∞)は稠密だから、件の全射性が従う。

5 局所と大域を結ぶ跡公式
前節で得られた共役類ごとに局所大域原理を跡公式に組み込むことで大域的な保型表現
の記述を行う。実際の込み入った公式を眺める前に、なぜ跡公式が局所情報を大域的効果
に変換してくれるべきかをおもちゃの模型で見てみよう。

5.1 雛形—有限群の誘導指標

有限群 G の部分群 Γ とその (C 係数) 有限次元表現 (ρ, V ) に対して、(余) 誘導表現
IndGΓ (ρ, V ) = HomΓ (Z[G], V )の指標公式を思い出そう。G等質空間 X := Γ\G上の G

同変ベクトル束

Vρ := V ×G
/
〈(v, hg)− (ρ(h−1)v, g) |h ∈ Γ 〉 // // X

を考えると、φ ∈ IndGΓ (V )は切断 X 3 Γg 7→ (g, φ(g)) ∈ Vρ と同一視される。

Hi(X,Vρ) := ExtiΓ (Z[G], V ) =

®
HomΓ (Z[G], V ) i = 0のとき
0 i > 0のとき

とおけば次が成り立つ。証明は学部学生向けのよい演習問題である。

事実 5.1. X 内の g ∈ G の固定点の集合を Fix(g,X) := {Γx ∈ X |Γxg−1 = Γx} と書
くとき、

tr IndGΓ (ρ, g) =
∑

Γx∈Γ\G
Ad(x)g∈Γ

tr ρ(Ad(x)g)

= tr(g,H∗(X,Vρ)) =
∑

Γx∈Fix(g,X)

tr(g,Vρ,Γx).

ここで Vρ,Γx は Γx上の Vρ のファイバーである。

56



上は同一の等式を二通りに書いたものだが、前者は Frobenius 相互律を表し、後者は
Lefschetz跡公式のおもちゃ (toy model)になっている。Lefschetz跡公式はベクトル束の
コホモロジー空間全体への g 作用のトレースを、各固定点のファイバー上の局所トレース
で表すことを特徴としている。
ここからは (ρ, V )が単位表現の場合をさらに詳しく考えてみよう。Γ 3 γ の共役類を

γΓ と書けば、右辺は

Fix(g,X) = {Γx ∈ X |Ad(x)g ∈ Γ} =
∐
γΓ ⊂Γ

{Γx ∈ X |Ad(x)g ∈ γΓ }

の濃度である。一方、左辺は X 上の関数空間 L(X) = Map(X,C)上の Gの右移動表現
Rの指標だから、f : G→ Cに対するおもちゃの跡公式

tr(R(f)|L(X)) :=
∑
g∈G

f(g) tr(R(g)|L(X))

=
∑
g∈G

f(g)
∑
γΓ ⊂Γ

|{Γx ∈ X |Ad(x)g ∈ γΓ }|

=
∑
g∈G

f(g)
∑
γΓ ⊂Γ

|{Γγx ∈ X |Ad(x)g = γ}|

=
∑
γΓ ⊂Γ

∑
g∈G
|{Γγx ∈ X | γx = g}| · f(g)

=
∑
γΓ ⊂Γ

|Γγ\Gγ |
∑
g∈γG

f(g)

が得られる。すなわち Arthur-Selberg跡公式の幾何サイドは Lefschetz跡公式の局所項か
らなるサイドの類似になっている。

5.2 跡公式弾丸ツアー

3節の状況に戻って G(A)の右移動表現 (R,L(G))を思い出す。アルキメデス素点 v で
は G(Fv)の極大コンパクト部分群Kv を固定し、G(Fv)上の (複素数値)コンパクト台付
き両側Kv 有限関数の空間を H(G(Fv))と書く。非アルキメデス素点 v では G(Fv)上の
コンパクト台付き局所定数関数の空間をH(G(Fv))と書く。Gv が不分岐な有限素点 v で
は超スペシャル極大コンパクト部分群Kv = G(Ov) ⊂ G(Fv)があった。

H(G(A)) =
∪
S

(⊗
v∈S
H(G(Fv))⊗

⊗
v/∈S

1Kv

)
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を G(A)上の Hecke環と呼び、これが跡公式のテスト関数の空間である。以下常に Gの
任意の簡約部分群 H のアデール群 H(A)上の不変測度として玉河測度を採用することに
する。
前半の講演で解説されたとおり、f ∈ H(G(A))に対する作用素

R(f) : L(G) 3 φ(x) 7−→
∫
G(A)

f(g)φ(xg) dg ∈ L(G)

は積分核
K(x, y) =

∑
γ∈G(F )

f0(x−1γy), f0(g) :=
∫

AG

f(zg) dz

を持つ積分作用素である。Gの導来群が F 上非等方的、すなわち G(F )が半単純元だけ
からなるとき、G(F )AG\G(A) はコンパクトである [BHC62]。このとき Selberg 跡公式
は上の核関数の対角部分集合上の積分

TG(f) =
∫
G(F )AG\G(A)

K(x, x) dx

を幾何サイドとスペクトルサイドという二通りに展開することで得られる。特に TG(f)

は跡族作用素 R(f)の (拡張された意味の)トレースになっている。
一般の Gに対しては上の積分は収束しない。この場合、Arthurの跡公式は R(f)のあ
る意味での「正規化されたトレース」を幾何サイドとスペクトルサイドに展開することで
得られる。幾何サイドの正規化は上の積分を収束させるために積分領域のカスプの周りを
切り落とすことである。スペクトルサイドのそれは R(f)の連続スペクトルへの制限が跡
族でない問題を截頭作用素により解決している。これら両サイドの正規化が等価な操作で
あることが基本等式 [Lab86]で保証され、粗い跡公式が得られる。截頭作用素などの正規
化に現れる道具は Gの極小 Levi部分群や G(A)の極大コンパクト部分群など多くの補助
データに依存していて、包含関係もない簡約代数群の間でこうした補助データを整合する
ように選ぶことは不可能である。そこでこの依存性を排除するために跡公式の細かい展開
を作り [CLL], [Art86], [Art82a], [Art82b]、さらにそれを (G(A) の随伴作用で) 不変な化
身に置き換えた不変跡公式を構成する [Art88a], [Art88b]。こうして得られる不変な正規
化されたトレースを TG(f)と書くことにする。

5.2.1 幾何サイド
G の極小放物型部分群の Levi 成分M0 を固定して、それを含む Levi 部分群の集合を

L = L G と書く。A0 = AM0 は G 内の極大な F 分裂トーラスである。その相対Weyl
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群をW = WG := Norm(A0, G(F ))/M0(F )で表す。テスト関数 f ∈ H(G(A))に対して
十分大きな F の素点の有限集合 S を取れば、不変跡公式の幾何展開は

TG(f) =
∑
M∈L

|WM |
|W |

∑
γ∈M(F )M,S

aM (S, γ)IM (γ, f0) (5.1)

で与えられる [Art88b, 定理 3.3]。ここでM(F )M,S はM(F ) の元の (M,S) 同値類の集
合である。ただし γ, γ′ ∈M(F )が (M,S)同値とは、両者の Jordan分解における半単純
部分がM(F )共役、ユニポテント部分がM(FS) =

∏
v∈S M(Fv)で共役なことだった。

主要項 IM (γ, f0)は f0 の重み付き軌道積分 JM (γ, f0)の不変な化身として得られる不変
超関数 (invariant distribution)である。係数 aM (S, γ)は粗い跡公式のユニポテント項を重
み付き軌道積分で展開する際の係数から定まり、一般には計算できない。
半単純な γ ∈ G(F ) が楕円的とは ZGγ/AG が非等方的なことであった。G(F ) 内の楕

円半単純元の集合を G(F )ell と書く。G(F )共役で不変な部分集合 Ξ ⊂ G(F )内の半単純
G(F )共役類の集合を Γ (Ξ) = ΓG(Ξ)と書くとき、直和分解

Γ (G(F )) =
∐

[M ]∈L/W

ΓM (M(F )ell)/W (M)

がある。ここでW (M) := Norm(M,G(F ))/M(F ) と書いている。容易に計算できるよ
うにM ∈ LのW 軌道の濃度は

|[M ]| = |W |
|WM ||W (M)|

で与えられる。よって (5.1)のM = Gの項のうち、半単純な γ に対する部分は

TGell(f) =
∑

γG(F )∈Γ (G(F ))

aG(S, γ)IG(γ, f0)

=
∑

[M ]∈L/W

1
|W (M)|

∑
γM(F )∈ΓM (M(F )ell)

aG(S, γ)IG(γ, f0)

=
∑
M∈L

|WM |
|W |

∑
γM(F )⊂M(F )ell

aG(S, γ)IG(γ, f0).

となる。ここで [Art86,定理 8.2]から、十分大きな S に対しては

aG(S, γ) =


vol(Gγ(F )AG\Gγ(A))

[Gγ(F ) : Gγ(F )]
γ ∈ G(F )ell のとき

0 それ以外のとき
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が成り立つ。
G(F )ell 3 γ の連結中心化群を以下、Iγ := Gγ と書くことにする。玉河測度に関する

Iγ(F )AG\Iγ(A)の測度、つまり Iγ の玉河数を τ(Iγ)で表す。また G(A), Gγ(A)上の玉
河測度 dg, diについての γ での大域軌道積分を

Oγ(f0) =
∫
Gγ(A)\G(A)

f0(g−1γg)
dg

di

と定義する。 4節までの通り Gの導来群が単連結であるとする。前段落からこのとき玉
河測度に関する TGell(f)は

TGell(f) =
∑

γG(F )∈G(F )ell

τ(Iγ)Oγ(f0) (5.2)

と書ける。これを跡公式の楕円項と呼び、私の講演ではもっぱらこの部分のみを扱う。

例 5.2. G = GLnのとき、半単純な γ ∈ G(F )の共役類はその特性多項式を Φγ(x) ∈ F [x]

で決まる。特に γ ∈ Grs(F ) のとき、F (γ) = F [x]/(Φγ(x)) として Tγ ' ResF (γ)/FGm

であるから、γ が楕円的であるためには F (γ)が体、すなわち Φγ(x) ∈ F [x]が既約であ
ることが必要十分である。
次に分解 n = dm と d 次既約多項式 Φα(x) ∈ F [x] を取り、埋め込み i : F (α) :=

F [x]/(Φα(x)) ↪→ Md(F )を固定する。このとき i⊗ id : F (α)⊗F Mm(F ) ↪→ Mn(F )に
よる α⊗ 1の像を γ ∈ G(F )とすれば、

Gγ(F ) =ZMn(F )(γ)× '
(
ZMd(F )(i(α))⊗F Mm(F )

)×
'

(
F (α)⊗F Mm(F )

)× ' GLm(F (α))

より ZGγ = ResF (α)/FGm は AG = Gm を法として非等方的なので γ は楕円的である。
この場合でも Gγ は非自明なユニポテント元を持つことに注意しよう。すなわち (5.1)の
M = Gの部分でさらに γ の Jordan分解 γ = γsγu の半単純成分 γs が G(F )ell に入って
いても、γu 6= 1となることがあり、そのような γ の項を明示的に計算することはおそら
く不可能である*9。

*9 非常に特別なテスト関数を固定した場合には計算できることもある。ただし保型表現のリフトの証明など
に用いる場合にはテスト関数を広範に走らせる必要がある。
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5.2.2 スペクトルサイド
スペクトル展開は幾何サイドよりずっと込み入っていて解説が困難である。まずもっと

も基本的で重要な部分は離散項

TGdisc(f) =
∑
M∈L

TGdisc,M (f)

TGdisc,M (f)

=
∑

π∈Π(M(A)1)

∑
w∈W (M)reg

|WM |
|W ||det(w − 1|aG

M
)|

tr(MP,π(w, 0)IGP,π(0, f))

(5.3)

である。ここで Π(M(A)1) は M(A)/AM の既約ユニタリ表現の同値類の集合を表し、
w ∈ W (M)で det(w − 1|aG

M
) 6= 0となるものからなる部分集合をW (M)reg と書いてい

る。以前は aG = Hom(X(G)F ,R)と定義していたが、aG = X∗(AG)⊗ Rと見ても同じ
ことである。AG ⊂ AM から自然に aG ⊂ aM であり、商空間 aM/aG を aGM と書いてい
る。IGP,π(0) は保型スペクトル L(M) の π 等型部分空間 L(M)π からの放物型誘導表現
IndG(A)

P (A)(L(M)π � 1U(A))を表し、MP,π(w, 0) : IGP,π(0)→ IGP,w(π)(0)はよく知られた絡
作用素である。特に離散項の中のM = Gの項

TGdisc,G(f) =
∑

π∈Π(G(A)1)

m(π) trπ(f)

は、離散保型表現の直和からなるいわゆる離散スペクトル Ldisc(G) への R(f) の制限
のトレースを与えている。ここで m(π) は π の Ldisc(G) での重複度である。一方の
TGdisc,M (f), (M ( G) たちは跡公式の構成の過程で絡作用素の “多重対数微分” を取る際
に孤立した点での微分として得られるもので、Arthurの言うところの連続スペクトルの寄
与の生き残り (surviving remnents)である。

例 5.3. 例えば G = GL2 なら B = TU をその上三角元からなる Borel部分群として、

TGdisc,G(f) =
∑

π∈Π(G(A)1)
dimπ=∞

m0(π) trπ(f) +
∑

χ∈Irr(A1/F×)

χ ◦ det(f),

TGdisc,T (f) =
∑

χ∈Irr(A1/F×)

1
4

trM(χ⊗ χ)IGB (χ⊗ χ, f)

=
∑

χ∈Irr(A1/F×)

1
4

tr IGB (χ⊗ χ, f)

である。
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さてスペクトル展開の全体は

TG(f) =
∑
M∈L

|WM |
|W |

∑
M1⊃M

∑
π∈Π(M(A)1)

∫
ia

M1,∗
M

aMdisc(π)rM1
M (πλ)IM1(πλ, f) dλ (5.4)

となる。ここで aMdisc(π) は TMdisc を既約指標で展開した際の係数から定まる定数であ
り、rM1

M (πλ) は絡作用素の正規化因子から “多重対数微分” で得られる関数である。
IM1(πλ, f)は重み付き指標 JM1(πλ, f)の不変な化身である。特にM 6= M1 に付随する
いわゆる連続項たちは連続なパラメーターについての積分を含むため、比較の際には比較
的容易に離散項と切り離すことができる。この理由から連続項についてもこれ以上の説明
はしない。

5.3 局所情報のインプット

跡公式の幾何サイドに 4.4節で得た共役類ごとの局所大域原理を編み込む過程を見てみ
よう。Gの z 拡大 1→ Z1 → G1 → G→ 1を取れば、F の各素点 vで H1(Fv, Z1,v) = 0

であるから (2.4)と併せて完全列

1 −→ Z1(A) −→ G1(A) −→ G(A) −→ 1

が得られる。特に G(A)の保型表現は G1(A)の保型表現でその中心指標が Z1(A)上自明
であるものとして記述できる。よって必要なら Gをその z 拡大で置き換えて Gの導来群
が単連結であるとしてよい。この節の目的には楕円項 (5.2)のさらに正則項だけからなる
部分を扱うのが最適である。前記の仮定からそれは

TGell,rs(f) =
∑

γG(F )⊂Grs(F )ell

τ(Tγ)Oγ(f0)

と書かれる。ここで Grs(F )ell := G(F )ell ∩Grs(F )と書いており、Tγ := Iγ ⊂ Gは極大
トーラスであることに注意する。まず和を安定共役類ごとにまとめると、安定共役な γ,

γ′ ∈ Grs(F )に対しては Tγ ' Tγ′ だからそれらの玉河数は一致するので次を得る。

TGell,rs(f) =
∑

γG(F )⊂Grs(F )ell

∑
γ′G(F )⊂γG(F )

τ(Tγ′)Oγ′(f0)

=
∑

γG(F )⊂Grs(F )ell

τ(Tγ)
∑

γ′G(F )⊂γG(F )

Oγ′(f0).

さて安定共役類 γG(F ) は正則半単純共役類 γG ⊂ G の F 値点の集合である。準分裂
データの ψG : GF̄

∼→ G∗
F̄
は内部捻りだから、それによる γG の像は再び F 有理半単純
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共役類の幾何ファイバー ψG(γG)F̄ である。よって定理 3.6から ψG(γG)(F )は空でなく、
従ってある γ∗ ∈ G∗

rs(F ) があって ψG(γG)(F ) = γG
∗

∗ (F ) である。加えて T := G∗
γ∗ は

Tγ に同型だから、T/AG∗ ' Tγ/AG は非等方的で γ∗ ∈ G∗
rs(F )ell である。こうして ψG

は楕円正則安定共役類の集合の間の単射 (定理 3.5の直前の注意から全射とは限らない。)

ψG : Grs(F )ell/Ad(G(F̄ )) −→ G∗
rs(F )ell/Ad(G∗(F̄ ))

を与える。よって楕円正則項を

TGell,rs(f) =
∑

γG∗
∗ (F )⊂G∗

rs(F )ell

τ(T )
∑

γG(F )⊂ψ−1
G

(γG∗
∗ )(F )

Oγ(f0) (5.5)

と書くことができる。この内側の大域的な (G(F ) での) 共役類についての和を局所的な
(アデール群での)共役類についてのそれに置き換えたい。まず補題 4.2から、半単純な γ,

γ′ ∈ G(F̄ )が G(Ā)共役ならばそれらは安定共役である: γG(Ā) ∩G(F ) = γG(F ). よって
(5.5)の内側の和を γG(F ) ⊂ ψ−1

G (γ∗)G(Ā) ∩G(F )についての和に置き換えられる。

系 5.4 (補題 4.2 の). 半単純な γ ∈ G(F ) に対して、全単射 (4.1) は次の全単射に制限さ
れる。

(γG(A) ∩G(F ))/Ad(G(F )) ∼−→ ker
(
D(Gγ)→

⊕
v

H1(Fv, Gγ)
)
.

証明. 実際、同補題から

(γG(A) ∩G(F ))/Ad(G(F )) ⊂ γG(F )/Ad(G(F ))
(4.1)
∼−→ D(Gγ)

が得られ、その像は明らかに系の右辺の集合に属する。そこで γδ ∈ γG(F ), (Gγ(F̄ )δ ∈
(Gγ(F̄ )\G(F̄ ))Γ)に対して ∂δ のクラスが系の右辺の集合に属するとしよう。仮定により
各素点 v で hv ∈ Gγ(F̄v)であって

∂δv̄(σ) = (∂h−1
v )σ, σ ∈ Γv,

言い換えれば gv := hvδ ∈ G(Fv)で γgv = γδ となるものがある。一方ほとんど全ての素
点 v で γ, γδ ∈Kv,ss だから、補題 4.6からある kv ∈Kv があって γδ = γkv である。そ
のような v では gv = kv とできるから、g = (gv)v ∈ G(A)で γδ = γg ∈ γG(A) ∩ G(F )

である。
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さて系の右辺の集合は命題 4.9を使って

ker[X1(F, Tγ)→X1(F,G)] ' cok[X1(F,ZĜ)→X1(F, T̂γ)]D

' cok[X1(F,ZĜ)→X1(F, T̂ )]D

とも書ける。さらに補題 4.16の完全列からなる可換図式

X(T )F // X(Tsc)F // π0(ZΓ
Ĝ

) // π0(T̂Γ)

// π0((T̂ /ZĜ)Γ) //

��

H1(Γ, ZĜ) //

��

H1(Γ, T̂ )

��∏
v π0((T̂ /ZĜ)Γv ) // ∏

v H1(Γv, ZĜ) // ∏
v H1(Γv, T̂ )

から完全列

X(T )F // X(Tsc)F // π0(ZΓ
Ĝ

) // π0(T̂Γ)

// K(T ) // X1(F,ZĜ) // X1(F, T̂ )

が従う。ここで γ∗ が楕円的なことから X(Tsc)F = 0だから、この位数を取れば

|π0(ZΓ
Ĝ

)||K(T )||X1(F, T̂ )|
|π0(T̂Γ)||X1(F,ZĜ)|

= | cok[X1(F,ZĜ)→X1(F, T̂ )]|

を得る。以下、簡単のために相対玉河数

τ1(G) :=
|π0(ZΓ

Ĝ
)|

|X1(F,ZĜ)|
(5.6)

を導入する。トーラス T に対しては小野の公式 τ(T ) = τ1(T ) が知られている。結局、
γG(A) 内の G(F )共役類の個数は

| cok[X1(F,ZĜ)→X1(F, T̂ )]| = τ1(G)|K(T )|
τ(T )

であるから、(5.5)の内側の和は γG(F ) から γG(A) に置き換えて

τ1(G)|K(T )|
τ(T )

∑
γ⊂ψ−1

G
(γ∗)G(Ā)∩G(F )

mod Ad(G(A))

Oγ(f0) =
τ1(G)|K(T )|

τ(T )

∑
γ

G(A)
A ⊂ψ−1

G
(γ∗)G(Ā)

γ
G(A)
A ∩G(F )6=∅

OγA(f)
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定理 4.17と有限群の指標の直交関係から

=
τ1(G)
τ(T )

∑
γ

G(A)
A ⊂ψ−1

G
(γ∗)G(Ā)∩G(A)

∑
κ∈K(T )

κ(obs(γA, γ∗))OγA(f)

と書ける。ここでテスト関数は f =
⊗

v fv , fv ∈ H(G(Fv))と制限テンソル積分解でき
るとしてよい。有限個を除く非アルキメデス的な v で Gv は不分岐で γ∗ ∈ Kv,ss で、さ
らに fv はKv の特性函数である。よって補題 4.6から上の γ

G(A)
A についての和は実質的

に有限和で、従って和の順序の交換が許される。結局、(5.5)全体は次で与えられることが
分かった。

補題 5.5. 跡公式の楕円正則項 Tell,rs(f)は次のように書ける。

Tell,rs(f)

= τ1(G)
∑

γG∗
∗ (F )⊂G∗

rs(F )ell

∑
κ∈K(T )

∑
γ

G(A)
A ⊂ψ−1

G
(γ∗)G(Ā)∩G(A)

κ(obs(γA, γ∗))OγA(f).

6 内視データ
前節で見たように跡公式に編み込まれた共役類の局所大域原理は有限アーベル群 K(T )

に集約されている。この K(T )をスペクトルサイドの保型表現のリフティングに翻訳する
のが内視データである。まずその定義を思い出そう。

6.1 内視データとノルム

Gの内視データ (endoscopic datum)とは

• F 準分裂な連結簡約群 H . その F 分裂 splH = (BH0 , T
H
0 , {Yβ}), L 群データ

LH = Ĥ oρH
WF , splĤ = (BH , TH , {Yβ∨})なども固定しておく。

• 位相群の分裂拡大 1→ Ĥ → H p→WF → 1.

• Ĝの半単純元 s.
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• 連続準同型 ξ : H → LGで次の図式を可換にするもの。

H
ξ //

p �� ��=
==

==
==

LG

������
��

��
�

WF

からなる四つ組 E = (H,H, s, ξ)で

(i) 仮定から H�WF の切断 c : WF ↪→ Hがあるが、これがある Ĥ/ZĤ 値 1コサイ
クル {h̄w}w∈WF に対して

Ad(c(w))|Ĥ = Ad(h̄w) ◦ ρH(w), w ∈WF

を満たす。
(ii) ξ(Ĥ) = Ĝs (sの連結中心化群)。

(iii) 連続な 1コサイクル a : WF → ZĜ でそのクラスがX1(WF , ZĜ) (定理 2.10参照)

に属するものがあって

[s, ξ(h)] = sξ(h)s−1ξ(h)−1 = a(p(h)), h ∈ H.

を満たすものとする。内視データは L 群を用いて定義されるから G は準分裂内部形式
G∗ と同じ内視データの同型類を持つ。
Gの内視データ (H,H, s, ξ), (H ′,H′, s′, ξ′)の間の同型とは、g ∈ Ĝで

Ad(g)ξ(H) = ξ′(H′), (6.1)

Ad(g)s = s′ZĜ (6.2)

を満たすもののことである。Gの内視データの同型類の集合を E (G)と書く。

注意 6.1. 内視データ E = (H,H, s, ξ)から E ′ = (H ′,H′, s′, ξ′)への同型 g ∈ Ĝに対して
次の可換図式が成り立つ。

H
ξ′−1◦Ad(g)◦ξ //

!! !!B
BB

BB
BB

B H′

}}}}{{
{{

{{
{{

WF

特に内視データの条件 (i)からこれは Γ同変な同型

ᾱ : RD(H) ∼−→ RD(Ĥ)∨ ∼−→ RD(Ĥ ′)∨ ∼−→ RD(H ′)
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を与え、3.2節の構成から F 代数群の同型 α : H ∼→ H ′ で α(splH) = splH′ を満たすも
のが得られる。ここで gξ(Ĥ)の元は同じ ᾱ を与え、H の F 分裂の集合には Had(F )が
単純推移的に作用しているから、単射

Isom(E , E ′)/ξ(Ĥ) ∈ g 7−→ α ∈ IsomF (H,H ′)/Had(F ) (6.3)

がある。

このいささか素っ気のない定義は Kottwitz-Shelstadによるもので、1980年代の後半に
はすでにあったようである。一見簡素過ぎる印象を与える定義だが、要求される有限性や
連続性が全て内包されている点については [KS99, 18–20 頁] に説明がある。内視データ
(H,H, s, ξ)のうち前節の (γ∗, κ)に関連するのは (H, s)であり、ξ : H → LGはH(A)の
保型表現の G(A)への内視リフトを特定するスペクトルサイドのデータである。後者の意
味については次の講演でその局所類似を通して示唆するので、以下では幾何サイドに関連
する (H, s)の方を考察する。まず我々の仮定 Gder = Gsc のもとでは H に悩まされる必
要はないことを見ておこう。

補題 6.2. Gの導来群が単連結ならばその内視群 H の導来群も単連結である。

証明. Ĝ, Ĥ の Borel対 (B, T ), (BH , TH)を固定していた。仮定は

X∗(T ) ∩ spanQ ∆(B, T ) = Z[∆(B, T )]

に同値である。Ĥ を ξ で Ĝs と同一視し、必要なら (H,H, s, ξ)をその同型類の中で取り
替えて ξ(BH) ⊂ B, s ∈ ξ(TH) = T であるとしてよい。仮定の式の sと直交する部分を取
れば

X∗(TH) ∩ spanQ ∆(BH , TH) = Z[∆(BH , TH)]

となって補題が得られる。

補題 6.3. Gの導来群が単連結のとき、その内視データ (H,H, s, ξ)において Hは LH に
同型である。

証明. H は Ĥ に随伴作用で作用する。上で固定した Ĥ の Γ分裂 splĤ の H での固定化
群を Z と書けば、Z ∩ Ĥ = ZĤ だから位相群の中心拡大

1 −→ ZĤ −→ Z −→WF −→ 1
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が得られる。各 h̄w ∈ Ĥ/ZĤ の Ĥ での代表元 hw を固定すれば、定義から h−1
w c(w) ∈ Z

であり、上の中心拡大の同型類は

z(w1, w2) =h−1
w1
c(w1)h−1

w2
c(w2)c(w1w2)−1hw1w2

=ρH(w1)(hw2)
−1h−1

w1
hw1w2 ∈ ZĤ

の H2
ct(WF , ZĤ)でのクラスで分類される。一方、Ad(hw)−1 ◦ Ad(c(w)) = ρH(w)はあ

る有限次 Galois拡大K/F の Galois群を経由するから、hw = c(w), (w ∈WK)と取るこ
とにより z(w1, w2)がある ΓK/F 上のコサイクルのインフレーションになっているとして
よい。今、Gの導来群は単連結だとしているから上の補題により H も同様である。ゆえ
に補題 3.8 から ZĤ は連結でトーラス DH の Langlands 双対トーラスになる。よって系
2.7からある 1コサイクル {zw} ∈ Z1

ct(WF , ZĤ)があって z(w1, w2) = ∂zw1,w2 となる。
すなわち {hwzw}w∈WF

は Ĥ 値 1コサイクルで

Ad(c(w))|Ĥ = Ad(hwzw) ◦ ρH(w), w ∈WF

が成り立つ。このとき

LH 3 ho w 7−→ h(hwzw)−1c(w) ∈ H

が望む同型を与える。

内視データ (H,H, s, ξ) が楕円的 (elliptic)とは ξ(ZΓ
Ĥ

)0 が ZĜ に含まれることとする。
このとき w ∈WF , z ∈ (ZΓ

Ĥ
)0 に対して内視データの条件 (i)から

ξ(ρH(w)z) = ξ(Ad(c(w))z) = Ad(ξ ◦ c(w))ξ(z) = ρG(w)ξ(z)

ゆえ、自動的に ξ(ZΓ
Ĥ

)0 ⊂ (ZΓ
Ĝ

)0 が従う。楕円性は内視データの同型類のみによる性質で
あるから、E (G)内の楕円的な同型類の集合を Eell(G)と書く。

例 6.4. (i) G が一般線形群 GLn の内部形式のとき、その楕円的内視データの同型類は
(G∗, LG∗,1n, idLG∗)のみからなる。なおこの形の内視データを一般に自明な内視データ
という。

(ii) G が例 3.3 の Un の内部形式のとき、Eell(G) は p + q = n, p ≥ q, ∈ N に対する
Ep,q = (Hp,q,

LHp,q, sp,q, ξp,q):

Hp,q = Up ×Uq, sp,q =
Å
1p

−1q

ã
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ξp,q((h, h′) o w) =


Ç
χ(w)h

χ′(w)h

å
× w w ∈WE のときÇ

hχ(ww−1
σ )

h′χ′(ww−1
σ )

å
o w それ以外のとき

からなる。ここで ωE/F : A×/F× NE/F (A×
E) ∼→ {±1} として、χ, χ′ : A×

E/E
× → C×

は χ|A× = ωqE/F , χ′|A× = ωpE/F を満たすイデール類指標である。また wσ ∈ WF rWE

を固定している。これらのデータは内視データの同型類には影響しない。

■ノルム 内視論の幾何サイドでの効用はノルムと呼ばれる H , Gの間の共役類の対応の
上に立脚している。それは極大トーラスの許容埋め込みを使って構成される。
G∗
F̄
の Borel対 (B, T )に対して Ad(g)(B, T ) = (B0,F̄ , T0,F̄ )となる g ∈ G(F̄ )を取る。

同型 ηB,T := Ad(g) : T ∼→ T0,F̄ は (B, T ), (B0, T0)のみに依存し、上のような g の取り
方にはよらない。これを T の擬対角化 (pseudo-diagonalization)という。L群の定義から
同一視 LT0 = T oρG

WF がある。内視データ (H, LH, s, ξ) に対する同様の考察と併せ
て、ξ : TH ∼→ T の双対同型 ξ∗ : T0,F̄

∼→ TH
0,F̄
を得る。さらに Borel 対 (B, T ) ⊂ G∗

F̄
,

(BH , TH) ⊂ HF̄ に対して同型

AB,BH
: TH

ηBH ,TH−→ TH0,F̄
ξ∗−1

−→ T0,F̄

η−1
B,T−→ T

が得られる。TH(F̄ ) の元 γH が G 正則 (G-regular) とは AB,BH
(γH) ∈ Grs(F̄ ) を満

たすこととする。H 内の G 正則元のなす開部分多様体を HG-rs と書く。一般には
HG-rs $ Hrs であることに注意せよ。

補題 6.5 (極大トーラスの許容埋め込み). G の導来群は単連結であるとする。F トーラ
ス TH ⊂ H を含む HF̄ の Borel対 (BH , TH,F̄ )に対して、F トーラス T を含む Borel対
(B, TF̄ ) ⊂ G∗ で同型 AB,BH : TH,F̄

∼→ TF̄ が F 同型に落ちるものが安定共役を除いてた
だ一つある。

証明. これは定理 3.6 の帰結である。まず F トーラスを含む勝手な Borel 対 (B′, T ′
F̄

) ⊂
G∗ を取れば、σ ∈ Γに対して

σ(AB′,BH
) : TH,F̄

σ−1

−→ TH,F̄
η′−→ T ′

F̄

σ−→ T ′
F̄

は Aσ(B′),σ(BH) に一致する。ここで ω(σ) ∈ Ω(G∗, T ′), ωH(σ) ∈ Ω(H,TH)を σ(B′) =
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ω(σ)(B′), σ(BH) = ωH(σ)(BH)なるものとすれば、ησ(B′),T ′ ◦ ω(σ) = ηB′,T ′ などから

Aσ(B′),σ(BH) = ω(σ) ◦ η−1
B′,T ′ ◦ ξ∗−1 ◦ ηBH ,TH

◦ ωH(σ)−1

= ω(σ)AB′,BH (ωH(σ))−1 ◦AB′,BH

である。つまり ωσ := AB′,BH
◦σ(AB′,BH

)−1 = AB′,BH
(ωH(σ))ω(σ)−1は Ω(G∗, T ′)値

の 1コサイクルである。
さて G正則な γH ∈ TH(F )を取り、γ := AB′,BH

(γH) ∈ T ′(F̄ )とおけば

σ(γ) = σ(AB′,BH (γH)) = σ(AB′,BH ) ◦A−1
B′,BH

(γ) = ω−1
σ (γ)

だから γ の共役類は F 上定義されている。よって定理 3.6 からこの共役類は F 値点
γg ∈ G(F ), (g ∈ G(F̄ ))を持つ。このとき γg = σ(γg) = ω−1

σ (γ)σ(g) で γ は G正則だか
ら ωσ = Ad(gσ(g)−1)|T ′ , σ ∈ Γを得る。そこで (B, T ) := (B′, T ′)g とおけば

σ(AB,BH ) = σ(Ad(g)−1 ◦AB′,BH ) = Ad(g)−1 ◦AB′,BH = AB,BH , σ ∈ Γ

から AB,BH は F 上定義されている。
次に AB,BH : TH

∼→ T , AB′,BH : TH
∼→ T ′ が共に F 有理的ならば、定義から

AB′,BH
◦ A−1

B,BH
= η−1

B′,T ′ ◦ ηB,T は Ad(g)−1|T , (g ∈ G(F̄ ))と書け、しかも F 同型だか
ら T (F̄ )g ∈ (T (F̄ )\G(F̄ ))Γ である。

上の補題の F 同型 AB,BH を TH の G∗ への許容埋め込み (admissible embedding)と呼
んで ηB,BH : TH

∼→ T ⊂ G∗ と書く。特に TH の H 自身への許容埋め込みも安定共役を
除いて一意であるから、γH ∈ TH(F ) ∩H(F )G-rs に対して ηB,BH (γH) ∈ Grs(F )の安定
共役類は γH の安定共役類から一意に決まる。こうして得られる安定共役類の間の写像を

AH/G∗ : HG-rs(F )/Ad(H(F̄ )) −→ G∗
rs(F )/Ad(G∗(F̄ ))

と書く。一方で 62頁で見たように ψG は正則半単純な安定共役類の間の写像

ψG : Grs(F )/Ad(G(F̄ )) −→ G∗
rs(F )/Ad(G∗(F̄ ))

を与える。安定共役類 γHH (F ) ⊂ HG-rs(F )が γG(F ) ⊂ Grs(F )の像 (image)またはノル
ムとは ψG(γG) = AH/G∗(γHH )であることを言う。これはどちら向きにも写像にはなって
いないことに注意していただきたい。

例 6.6. 例 6.4の G∗ = U2 とその内視データ E1,1 を考える。AH/G∗ は (t1, t2) ∈ H(F ),

t1 6= t2 ∈ U1(F )に、t1, t2 を固有値に持つ G∗(F )の元からなる安定共役類を対応させる
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写像である。次に D を F 上の中心的四元斜体としてその主対合を ı : D ∼→ Dop と書く。
Gを可換 F 代数 Rに群

G(R) := {g ∈ (D ⊗F R)⊗F E | ggıR⊗σ = 1}

を対応させる F 代数群とすると、内部捻り ψG : GF̄
∼→ G∗

F̄
がある。ただし例によって

ıR := ı⊗ idR と書いている。このとき ψG による Grs(F )の安定共役類の集合の像は、正
則安定共役類 γG

∗
(F )であって γ の固有値が二次拡大K/F で D ⊗F K 'M2(K)となる

ものを生成するようなものからなる。特に D ⊗F E 6'M2(E)なら任意の γH ∈ HG-rs(F )

は G(F )の正則安定共役類のノルムにはなっていない。

補題 6.7. (H, LH, s, ξ)を Gの楕円的内視データとする。G正則な γH ∈ H(F )が楕円的
ならそれをノルムに持つ γ ∈ Grs(F )も楕円的である。

証明. 中心化群 TH := HγH
の許容埋め込み ηB,BH

: TH
∼→ T ⊂ G∗ を取る。Tsc が非等

方的なことを示せばよい。G, H とも導来群は単連結だから ZĜ, ZĤ はそれぞれ DG, DH

の双対トーラスである。仮定から TH,sc は非等方的だから

X(TH)F ⊗Q = X(DH)F ⊗Q = X∗(ZĤ)Γ ⊗Q = X∗((ZΓ
Ĥ

)0)⊗Q

が成り立つ。よって ηB,BH
が F 同型であることから

X(T )F ⊗Q = X∗(T̂ )Γ ⊗Q ' X∗(T̂H)Γ ⊗Q = X∗((ZΓ
Ĥ

)0)⊗Q

を得る。次元を考えると楕円的内視データの定義から

dimQ X(T )F ⊗Q = dimQ X∗((ZΓ
Ĥ

)0)⊗Q

≤ dimQ X∗((ZΓ
Ĝ

)0)⊗Q = dimQ X(DG)F ⊗Q

である。自然な射影 X(T )F ⊗ Q � X(DG)F ⊗ Q と併せてこれは X(T )F ⊗ Q =

X(DG)F ⊗Q,すなわち Tsc が非等方的なことを意味する。

この補題から E = (H, LH, s, ξ) が楕円的内視データである場合には AH/G∗ は楕円的
安定共役類の集合の間の写像

AH/G∗ : HG-rs(F )ell/Ad(H(F̄ )) −→ G∗
rs(F )ell/Ad(G∗(F̄ ))

を与える。ただし HG-rs(F )ell := HG-rs(F ) ∩H(F )ell と書いている。
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6.2 (γ∗, κ)と (E , γH)の対応

補題 5.5 は (γ∗, κ) についての展開だが、これを内視データを用いた (E , γH) に関する
展開に書き直そう。まず極大トーラスの L群の許容埋め込みを用意する。

補題 6.8. F 極大トーラスを含む Borel対 (B, TF̄ ) ⊂ G∗に対して、単射準同型 ξT : LT ↪→
LGで

(i) 次の図式は可換: LT
ξT //

�� ��<
<<

<<
<<

LG

������
��

��
�

WF

.

(ii) ξT |T̂ は η∗,−1
B,T : T̂ ∼→ (T = T̂0)に一致する。

を満たすものが T の Lパラメーター倍を除いてただ一つある。これを LT の LGへの許
容埋め込みと呼ぶ。

証明. 擬対角化 ηB,T は G∗ の内部自己同型の制限であったから、1コサイクル ωT (σ) :=

ηB,T ◦ σ(ηB,T )−1, (σ ∈ Γ)はWeyl群 Ω(G∗, T0)に値を持つ。これを同一視 Ω(G∗, T0) =

Ω(Ĝ, T )で移したものを同じ記号で表せば

ωT (σ) = η∗,−1
B,T ◦ ρT (σ) ◦ η∗B,T ◦ ρG(σ)

である。これは T を分裂させる有限次 Galois拡大K/F の Galois群 ΓK/F を経由してい
ることに注意する。さて Ω(Ĝ, T )の Norm(T , Ĝ)での完全代表系 {n̂(ω)}ω∈Ω(Ĝ,T ) を取
れば、n̂T (σ) := n̂(ωT (σ))は 1コチェインでそのコバウンダリ ∂n̂T ∈ Z2

ct(WF , T )が考
えられる。系 2.7から inflWF

ΓK/F
∂n̂T を分解する連続 1コチェイン r−1

T : WF → T がある。

inflWF

ΓK/F
∂nT (w1, w2) = rT (w1)−1ρG(w1)(rT (w2))−1rT (w1w2), wi ∈WF .

このとき 2.2節の記号で

ξT : LT 3 to w 7−→ η∗,−1
B,T (t)rT (w)n̂T (ϕF (w)) o w ∈ LG

は補題の条件を満たす。
次に ξT , ξ′T が共に補題の条件を満たせば Ad(ξT (w))|T = Ad(ξ′T (W ))|T だから、

ξ′T ξ
−1
T (w) = η∗,−1

B,T (t(w)), (t(w) ∈ T̂ ) と書ける。このとき ϕ(w) := t(w) o w が T の L

パラメーターであることは明らかである。
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さてこの節の目標は次の二つの集合の間の全単射である。Kell(Grs(F )) を γ∗ ∈
G∗

rs(F )ell と κ ∈ K(T = G∗
γ∗)の対の安定共役類の集合とする。ただし (γ∗, κ)と (γg∗ , κ′)

が安定共役とは T (F̄ )g ∈ (T (F̄ )\G(F̄ ))Γ で自然な同型 Ad(g)−1 : T ∼→ T g による κ

の像が κ′ であることとする。また Eell(Grs) を楕円的内視データ E = (H, LH, s, ξ) と
γHH ⊂ HG-rs(F )ell の対の同型類の集合とする。ただし (E , γHH ) と (E ′, γH′

H′ ) が同型とは、
同型 g : E ∼→ E ′ があってそれに付随する α : H ∼→ H ′ が α(γHH ) = γH

′

H′ を満たすことと
する。ここで α ◦Had(F )は gから一意に決まるので 2つ目の条件は αの取り方によらな
いことに注意する。

命題 6.9. 全単射 Eell(Grs)
∼→ Kell(Grs(F ))がある。

これは次の 6.2.1, 6.2.2節で証明される。

6.2.1 (E , γHH )から (γG
∗

∗ , κ)へ
G の楕円的内視データ E = (H, LH, s, ξ) と γH ∈ HG-rs(F )ell の安定共役類の組

(E , γHH (F )) が与えられているとする。中心化群 TH := HγH
の許容埋め込み ηB,BH

:

TH
∼→ T ⊂ G∗ を取り、γ∗ := ηB,BH

(γH) ∈ G∗
rs(F )ell とおく: AH/G∗(γHH ) = γG

∗

∗ .

次いで上の補題の許容埋め込み ξT : LT ↪→ LG, ξTH
: LTH ↪→ LH を取って sT :=

ξ−1
T (s) ∈ T̂ とおく。

LT
η∗B,BH// LTH

� � ξTH // LH
� � ξ // LG

も LT の許容埋め込みだから、補題 6.8から ξT のある T̂ 値 1コサイクル倍である。よっ
て ξ(Ĥ) = Ĝs であったことに注意して

ρT (w)sT = ξ−1
T (Ad(ξT (w))s) = ξ−1

T (Ad(ξ ◦ ξTH
(w))s)

= ξ−1
T (Ad(ξ(w))s)

が従う。特に内視データの条件 (iii)の記号で

∂sT (w) = sT ρT (w)(sT )−1 = ξ−1
T ([s, ξ(w)]) = a(w)

を得る。この左辺はある有限次 Galois 拡大の Galois 群上の 1 コサイクルのインフレー
ションで右辺のクラスはX1(WF , ZĜ)に属する。すなわち sT の T̂ /ZĜ での像 κは

K(T ) = ker
(
π0((T̂ /ZĜ)Γ)→ H1(Γ, ZĜ)→

∏
v

H1(Γv, ZĜ)
)

73



に属する。ここで γ∗ の楕円性から X∗((T̂ /ZĜ)Γ) = X∗(T̂ /ZĜ)Γ = X(Tsc)F = 0だから
π0((T̂ /ZĜ)Γ) = (T̂ /ZĜ)Γ に注意せよ。

6.2.2 (γG
∗

∗ , κ)から (E , γHH )へ
逆に γ∗ ∈ Grs(F )ell と K(T := G∗

γ∗)の元 κが与えられているとする。前節最後の注意
から κ = sTZĜ ∈ (T̂ /ZĜ)Γ, sT ∈ T̂ と書ける。許容埋め込み ξT : LT ↪→ LGを取り、

s := ξT (sT ) ∈ Ĝ, Ĥ := Ĝs, H := ĤξT (WF ) ⊂ LG

と定める。Ĝ ⊃ T̂ それぞれの Lie環を ĝ ⊃ t̂,ルート α∨ ∈ R(Ĝ, T )のルート (表現)空間
を ĝα∨ ⊂ ĝと書けば、定義から Ĥ の Lie環は

ĝs = t̂⊕
⊕

α∨∈R(Ĝ,T )
α∨(s)=1

ĝα∨

に等しい。ここで sTZĜ の Γ不変性から

Ad(ξT (w))α∨(s) =α∨ ◦ ξT (ρT (w)−1(sT )) = α∨(s), w ∈WF

であるからH = Ĥ o ξT (WF )は定義可能であることに注意する。
Ĥ の分裂 splĤ = (BH , TH , {Yβ∨})を BH = B ∩ Ĥ , TH = T となるように選ぶ。作用

ρH : WF → Aut(Ĥ)で splĤ を保ち、Ad(ξT (w))|Ĥ ∈ Ad(Ĥ) ◦ ρH(w), (w ∈ WF )とな
るものがただ一つある。LH := Ĥ oρH WF を L群に持つ F 準分裂な連結簡約群をH と
書く。補題 6.2 から ZĤ はトーラス (連結) で ρH は T を分裂する有限次 Galois 拡大の
Galois群を経由するから、補題 6.3により同型

ξ : LH
' //

"" ""EE
EE

EE
EE

H � � // LG

~~~~~~
~~

~~
~~

WF

がある。

補題 6.10. E := (H, LH, s, ξ)は Gの楕円的内視データである。

証明. 内視データの定義条件のうち (iii) のみを確かめればよい。まず上の可換図式か
ら ξ(w) = ξT (w)hw, (hw ∈ Ĥ) と書ける。K(T ) の定義から a := ∂sT のクラスは
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X1(F,ZĜ)に属するが、これを ξT で送れば Ad(ξ(w))s = Ad(ξT (w))s = ξT (ρT (w)(s))

に注意して
[s, ξ(w)] = sAd(ξ(w))s−1 = ξT (∂sT )(w) = a(w)

を得る。すなわち (iii)が成り立つ。次に Tsc が非等方的なことから

ξ(ZΓ
Ĥ

)0 = (ZH
Ĥ

)0 = (ZξT (WF )

Ĥ
)0 ⊂ (ξT (T̂ )ξT (WF ))0

= ξT (T̂Γ)0 ⊂ ξT (ZΓ
Ĝ

)0 = (ZΓ
Ĝ

)0

ゆえ E は楕円的である。

残る γH ∈ HG-rs(F )ell を作るには、可換図式

ξHT : LT � � ξT //

$$ $$HHHHHHHHH H
ξ−1

// LH

}}}}{{
{{

{{
{{

WF

に注意する。これから TH0 の双対トーラス TH = ξHT (T̂ ) = T のWeyl群 Ω(Ĥ, TH)に値
を持つ Γ上の 1コサイクル ωHT で

ξHT ◦ ρT (w) ◦ ξHT
−1

= Ad(ξHT (w))|TH = ωHT (ϕF (w)) ◦ ρTH
0

(w), w ∈WF

となるものがある。すなわち ξHT の双対同型 ξH,∗T : TH
0,F̄

∼→ TF̄ は

σ((ξH,∗T )−1(γ∗)) =σ|TH
0 (F̄ ) ◦ (ξH,∗T )−1 ◦ σ−1|T (F̄ )(γ∗)

=ωHT (σ)−1((ξH,∗T )−1(γ∗)), σ ∈ Γ

を満たす。特に (ξH,∗T )−1(γ∗) ∈ H(F̄ )の共役類は F 上定義されているから定理 3.6によ
り F 有理点 γH = (ξH,∗T )−1(γ∗)h ∈ H(F ), (h ∈ H(F̄ ))を持つ。最後に TH := HγH とし
て ηB,BH := ξH,∗T ◦Ad(h) : TH,F̄

∼→ TF̄ ⊂ G∗
F̄
とおく。定義から σ ∈ Γに対して

η−1
B,BH

◦ σ(ηB,BH
) = Ad(h)−1 ◦ ωHT (σ) ◦Ad(σ(h)) ∈ Ω(H,TH)

であり、γH ∈ Hrs(F ) ∩ TH(F )に対して

σ(ηB,BH
)(γH) = σ(ηB,BH

(γH)) = σ(γ∗) = ηB,BH
(γH)

を満たすから σ(ηB,BH ) = ηB,BH である。これから γH を γ∗ に送る許容埋め込み
ηB,BH : TH

∼→ T ⊂ G∗ が得られる。
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6.3 前安定化の完成

以上の準備のもとでいよいよこの稿の最終結果を述べることができる。G の内視デー
タ E = (H, LH, s, ξ)に対して注意 6.1から有限群への単射

Aut(E)/ξ(Ĥ) � � // OutF (H) := AutF (H)/Had(F )

がある。その像を Out(E)と書き、Langlandsのι数を

ι(G,H) :=
τ1(G)

τ1(H)|Out(E)|

と定義する。

定理 6.11. 補題 5.5の Tell,rs(f)は

Tell,rs(f) =
∑

E∈Eell(G)

ι(G,H)τ1(H)
∑

γH
H
⊂HG-rs(F )ell∑

γ
G(A)
A ⊂ψ−1

G
(AH/G∗ (γH))G(Ā)∩G(A)

κ(obs(γA, γ∗))OγA(f).

と書ける。

証明. (E , γHH )の Eell(Grs)での同型類を [(E , γHH )]と書けば、命題 6.9から

Tell,rs(f) = τ1(G)
∑

[(E,γH
H

)]∈Eell(Grs)

∑
γ

G(A)
A ⊂ψ−1

G
(γ∗)G(Ā)∩G(A)

κ(obs(γA, γ∗))OγA(f)

である。よって定理は次の主張から従う。

主張 6.11.1. Out(E) 3 α ◦Had(F ) ∼7→ (E , α(γHH )) ∈ [(E , γHH )]は全単射である。

証明. 全射性は (E , γHH )の同型類の定義から明らかである。単射性、つまり α ◦Had(F ),

α′ ◦Had(F ) ∈ Out(E)が α(γH)H = α′(γH)H を満たせば、α−1 ◦α′ ∈ Had(F )であるこ
とを示そう。定義から α′(γH) = α(γH)h, (h ∈ H(F̄ ))であるから、

β := α−1 ◦Ad(h) ◦ α′ ∈ Aut(HF̄ )
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として β(TH , γH) = (TH , γH)である。ここで α, α′ がそれぞれ g, g′ ∈ Aut(E)の像であ
るとして β ≡ α−1 ◦ α′ (mod H)ad に注意すれば、β|TH

∈ Aut(TH)は

(ξ ◦ ξTH
)−1(Ad(g′−1g)) := ξ−1

TH
◦ ξ−1 ◦Ad(g′−1g) ◦ ξ ◦ ξTH

∈ Aut(T̂H)

の双対自己同型である。許容埋め込み ηB,BH : TH
∼→ T ⊂ G∗ を取れば、双対トーラスの

許容埋め込みの一意性から ξT ◦ η∗,−1
B,BH

|T̂H
= ξ ◦ ξTH |T̂H

ゆえ、ηB,BH (β|TH ) ∈ Aut(T )は

η∗,−1
B,BH

◦ (ξ ◦ ξTH
)−1(Ad(g′−1g)) = ξ−1

T (Ad(g′−1g)) ∈ ξ−1
T (Ω(Ĝ, T ))

の双対だから特に Ω(G∗, T ) に属する。一方でこれは γ∗ = ηB,BH
(γH) ∈ G∗

rs(F ) を
動かさないから、ηB,BH

(β|TH
) = idT , β|TH

= idTH
でなくてはならない。すなわ

ち β ∈ Aut(H) は TH を含む Borel 対 (BH , TH,F̄ ) のルートデータに自明に作用する
から、3.2 節の注意から β ∈ Had である。よって α−1 ◦ α′ = Ad(α−1(h))−1 ◦ β ∈
Had(F̄ ) ∩AutF (H) = Had(F )を得る。
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軌道積分の移行と基本補題∗

今野拓也†

2011年 1月 31日

概要

この原稿では前稿 [今野 11b] で跡公式の楕円正則項にインプットされた共役類ご
との局所大域原理を、表現論の情報に置き換えるための局所体上の問題を扱う。目
標は [今野 11b,定理 6.11]の等式の右辺の二行目を、内視群H(A)上の安定軌道積分
で表すことである。
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1 復習と動機
この原稿で扱う問題は重要だが技術的なものであり、前稿 [今野 11b]の内容がその導入
の役割を果たしているから、ここで新たに導入を付け加えることはしない。その代わりに
前稿を受けた局所体上の状況を説明し、この原稿で展開される構成の動機を特別な場合に
述べることにする。

1.1 局所的な状況

この原稿を通して F は標数 0の局所体とし、その正規化されたモジュラスを | |F と書
く。F の代数閉包 F̄ を固定し、絶対 Galois群 Gal(F̄ /F )を Γ = ΓF , F̄ /F のWeil群を
WF で表す [今野 11b, 2.2]。
Gを F 上定義された連結簡約線型代数群として、その準分裂な内部形式G∗ および内部
捻り ψG : GF̄

∼→ G∗
F̄
を取る。定義から G∗ は F 分裂 splG∗ = (B0, T0, {Xα}α∈∆(B0,T0))

を持ち、そのルートデータ RD(splG∗)への Γ作用は RD(G) = RD(G∗)への作用に一致
している。Gの L群 LG = ĜoρGWF は、定義からRD(G)と双対なルートデータを持つ
複素連結簡約群 ĜへのWF 作用WF → Γ→ Aut(RD(G)) = Aut(RD(Ĝ))

splĜ→ Aut(Ĝ)

による半直積であった [今野 11b, 3.2]。ここで Ĝの分裂 splĜ = (B, T , {Xα∨}α∨∈∆(B,T ))

も固定されていることに注意する。
前稿と同様に G の中心を ZG, 随伴群を Gad := G/ZG, 導来群を Gder, その単連結被
覆を Gsc と書く。G 内の正則半単純元のなす Zariski 開集合を Grs で表す。定義から
γ ∈ Grs(F )の連結中心化群 T = Gγ := ZG(γ)0 は Gの極大トーラスである。次に G∗ の
極大トーラス T を考える。TF̄ を含む Borel 部分群 B ⊂ G∗

F̄
を取れば、Ad(g)(B, T ) =

(B0, T0)となる g ∈ G∗(F̄ )を用いて T の擬対角化 ηB,T := Ad(g)|TF̄
: TF̄

∼→ T0,F̄ がで
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きる。

1.2 内視データ

現在の局所的な状況で、四つ組 E = (H,H, s, ξ)が Gの内視データ (endoscopic datum)

とは

• H は準分裂な F 上の連結簡約群。その F 分裂 splH = (BH0 , T
H
0 , {Yβ}) と L 群

LH = Ĥ oρH
WF , それに Ĥ の Γ不変な分裂 splĤ = (BH , TH , {Yβ∨})も固定し

ておく。
• HはWF の Ĥ による分裂拡大: 1→ Ĥ → H p→WF → 1.

• s ∈ Ĝは半単純元。
• ξ は連続準同型 ξ : H → LGでH ξ→ LG

pr2→ WF がH
p→WF であるもの。

であって次が成り立つこととする。

(i) ξ(Ĥ) = ZĜ(s)0.

(ii) H
p
�WF の任意の切断 c : WF ↪→ Hに対して、Ĥ/ZĤ 値 1コサイクル {h̄w}w∈WF

があって
Ad(c(w))|Ĥ = Ad(h̄w) ◦ ρH(w), w ∈WF .

(iii) ある z ∈ Z(Ĝ)に対して

[s, ξ(h)] = sAd(ξ(h))s−1 = zρG(p(h))(z)−1, h ∈ H.

代数体上の内視データの定義 [今野 11b, 6.1]と較べると [s, ξ(h)]が局所自明なコサイクル
からコバウンダリーになっている。内視データの同型の定義は代数体上の場合と同様であ
る。Gの内視データの同型類の集合を E (G)と書く。
さて、以下では簡単のために Gの導来群は単連結であると仮定する: Gder = Gsc. 前稿

の補題 6.3の証明は標数 0の局所、あるいは大域体のWeil群に関する系 2.7のみによって
いる。すなわちこの仮定から、必要なら E = (H,H, s, ξ)をその同型類の元で取り替えて、

H = LH (1.1)

であるとしてよい。
内視データ E = (H, LH, s, ξ) を取る。必要なら同型な内視データで取り替えて

ξ(TH) = T , ξ(BH) ⊂ B であるとしてよい。大トーラス T ⊂ G∗
F̄

, TH ⊂ HF̄ の擬対
角化 ηB,T : TF̄

∼→ T0,F̄ , ηBH ,TH : TH,F̄
∼→ TH

0,F̄
に対して、同型 AB,BH : TH

∼→ T が定ま

3



る [今野 11b, 6.1]。TH(F̄ )の元 γH は AB,BH
(γH) ∈ Grs(F̄ )のとき G正則と呼ばれ、そ

のような元のなすH の Zariski開集合をHG-rsで表していた。[同、補題 6.5]により、F 極
大トーラス TH ⊂ H に対してはこのAB,BH

が F トーラスの同型 ηB,BH
: TH

∼→ T ⊂ G∗

からくる (BH , B)がある。これを TH の G∗ への許容埋め込みという。
仮定 Gder = Gsc の下では半単純な γ ∈ G(F ) の安定共役類は γ の G での共役類 γG

の F 値点の集合に等しい。γG(F ) は G(F̄ ) での共役類と G(F ) の交わりに一致してい
た。このとき H も同様の仮定を満たすから ([同、補題 6.2])、γH ∈ (TH ∩HG-rs)(F )に
ηB,BH

(γH)の G(F̄ )共役類を対応させることで、正則ノルム写像

AH/G∗ : HG-rs(F )/Ad(H(F̄ )) −→ G∗
rs(F )/Ad(G∗(F̄ ))

ができる。他方で内部ひねり ψG は単射

ψG : Grs(F )/Ad(G(F̄ )) −→ G∗
rs(F )/Ad(G∗(F̄ ))

を定める。G 正則な γH ∈ H(F ) と γ ∈ Grs(F ) が AH/G∗(γHH ) = ψG(γG) を満たすと
き、γH は γ の像と呼ばれていた。そのような γ が存在しないとき、γH は Gの像に属さ
ないなどという。

1.3 軌道積分と安定超関数

まず F がアルキメデス的な場合を考える。極大コンパクト部分群K ⊂ G(F )を固定す
る。これは G(F )共役を除いて一意なので表現論の記述には無害である。G(F )上のコン
パクト台付き C∞ 関数 f で両側K 有限、すなわち {x 7→ f(k−1

1 xk2) | ki ∈K}が有限次
元 Cベクトル空間を張るものからなる Cベクトル空間を H(G(F ))で表す。正確な定義
は略すが、これは Schwartz空間のように Fréchet空間になっている。その Fréchet位相に
関して連続なH(G(F ))上の線形汎関数を G(F )上の超関数 (distribution)と呼び、その空
間を D(G(F ))と書く。F が非アルキメデス的なときには、関数 f : G(F )→ Cで

• 各 x ∈ G(F )のある近傍 Ux 上で f は定数。
• suppf := {x ∈ G(F ) | f(x) 6= 0}はコンパクト。

を満たすものの空間を H(G(F )) と書き、その上の線形汎関数を G(F ) 上の超関数とい
う。すなわち G(F )上の超関数の空間 D(G(F ))はH(G(F ))の双対空間である。
いずれの場合にも T ∈ D(G(F ))で G(F )不変、すなわち fg(x) := f(gxg−1)として

T (fg) = T (f), g ∈ G(F ), f ∈ H(G(F ))
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を満たすものの空間を I(G(F )) とおき、その元を G(F ) 上の不変超関数 (invariant

distribution)と呼ぶ。

例 1.1. 不変超関数の例としては次の二つが基本的である。
(i) 正則半単純元 γ ∈ Grs(F ) の連結中心化群を Tγ と書き、f ∈ H(G(F )) の γ での (正
則)軌道積分を

Oγ

(
f,
dg

dt

)
:=

∫
Tγ(F )\G(F )

f(g−1γg)
dg

dt

で定義する。ここで dg は G(F ), dtは Tγ(F )上の不変測度である。これは F が非アルキ
メデス的なら [HC70, 補題 19], アルキメデス的な場合には [HC57, 定理 1] によって収束
することが知られている。
(ii) F がアルキメデス的ならば G(F ) は実 Lie 群で、その Lie 環の複素化を g として
(g,K)加群が考えられる [Wal88, 3章]。既約 (g,K)加群 (π, V )が G(F )の Hilbert空間
上の連続表現 (π,H)のK 有限部分として得られるとする。このとき f ∈ H(G(F ))に対
して作用素

π(f) : H 3 φ 7−→
∫
G(F )

f(g)π(g)φdg ∈ H

は跡族 (trace class) であり、そのトレース trπ(f) が考えられる [Wal88, 8.1]。こうして
定まる f 7→ trπ(f)は π の指標超関数 (distribution character)と呼ばれ、(π, V )の同型類
のみで定まる。
(iii) F が非アルキメデス的なとき、G(F )は局所コンパクト完全不連結群である。つまり
開かつコンパクトな部分群からなる単位元の基本近傍系を持つ。よってその許容表現が考
えられる [BZ76, 2.1]。G(F )の既約許容表現の同型類の集合を IrrG(F )と書く。許容表
現 (π, V ) と f ∈ H(G(F )) に対して作用素 (右辺の積分は実際には有限和になるので V

の位相は定義に必要ない。)

V 3 v 7−→ π(f)v :=
∫
G(F )

f(g)π(g)v dg ∈ V

は階数有限であり、従ってそのトレース trπ(f)が考えられる [同 2.17]。この trπも πの
指標超関数と呼ばれ、(π, V )の同型類のみで決まる。
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事実 1.2 (Harish-Chandra). F が非アルキメデス的なとき、次の集合は I(G(F ))の弱位相
に関して稠密な部分空間を張る。

(i)
ß
Oγ

(
f,
dg

dt

) ∣∣∣∣ γ ∈ Grs(F )
™

;

(ii) {trπ(f) |π ∈ IrrG(F )
}

.

これを踏まえて次の定義を導入する。二つの元 γ, γ′ ∈ Grs(F ) が安定共役なとき、
γ′ = γg := g−1γg となる g ∈ G(F̄ )は中心化群の同型 Ad(g) : Tγ′

∼→ Tγ を与える。ここ
で剰余類 gTγ′(F̄ )は γ, γ′ から一意に定まり、Tγ′ はトーラス (可換)であるから上の同型
は γ, γ′ から一意に決まる。このとき Tγ′(F ) 上の不変測度を Tγ(F ) 上の不変測度 dt の
上の同型による引き戻し dtg に取る。こうして選んだ測度を用いて、f ∈ H(G(F ))の γ

での安定軌道積分 (stable orbital integral)を

SOγ(f) :=
∑

γg∈γG(F )/Ad(G(F ))

Oγg

(
f,
dg

dtg

)
(1.2)

と定義する。さらに γ ∈ Grs(F )に対する SOγ たちの張る I(G(F ))の部分空間の弱位相
に関する閉包を SI(G(F )) と書き、その元を G(F ) 上の安定超関数 (stable distribution)

という。

1.4 この原稿の目標

動機を述べるために前稿の大域的な状況にもどる。簡単のため G を代数体 F 上定
義された準分裂な連結簡約線型代数群とし、引き続き Gder = Gsc であると仮定する。
その [今野 11b, 6.1] の意味の楕円的内視データ E = (H, LH, s, ξ) を取る。G 正則な
γH ∈ HG-rs(F )を取り、その中心化群 TH := ZH(γH)の許容埋め込み ηB,BH : TH

∼→ T

を固定し、γ := ηB,BH (γH) ∈ T (F )とおく。
素点 v で γ の安定共役類の元 γv ∈ γGv (Fv) を取る。定義から γv = γgv となる

gv ∈ Gsc(F̄v)があるので、1コサイクル {∂gv,σ := gvσ(gv)−1}σ∈Γ のコホモロジー類を

inv(γ, γv) = inv(γH , γv) ∈ H1(Fv, Tsc)

で表す。その H1(Fv, T )での像を inv(γ, γv)と書けば、[同、4.1]で見たように全単射

γGv (Fv)/Ad(G(Fv)) 3 γG(Fv)
v 7−→ inv(γ, γv) ∈ D(Tv),

D(Tv) := ker[H1(Fv, T )→ H1(Fv, G)]
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がある。D(Tv) は一般に群にならないので、代わりにそれを含む H1(Fv, T ) の部分群
E(Tv) := im[H1(Fv, Tsc) → H1(Fv, T )] を考えるのだった。一方、Tate・中山双対性
H1(F, T ) ∼= π0(T̂Γ)D ([同、命題 2.3]) から K(Tv) := im[π0(T̂Γv ) → π0((T̂ /ZĜ)Γv )] は
E(Tv)の Pontrjagin双対である。
以上のもとで [今野 11b,定理 6.11]の内側の和は

K(T ) = ker
(
π0((T̂ /ZĜ)Γ)→ H1(Γ, ZĜ)→

∏
v

H1(Γv, ZĜ)
)

の元 κの π0((T̂ /ZĜ)Γ)→ π0((T̂ /ZĜ)Γv )による像 κv に対する κv 軌道積分

Oκv
γ

(
fv,

dgv
dtv

)
:=

∑
γv∈γGv (Fv)/Ad(G(Fv))

κv(inv(γ, γv))−1Oγv

(
fv,

dgv
dtv

)
たちの Euler積に等しい。おおざっぱに言うと、この講ではこの κv 軌道積分をH(Fv)上
の安定軌道積分で展開することを目標とする。しかし H(Fv) から G(Fv) へは安定共役
類の間の写像しか与えられないが、κv 軌道積分は γGv (Fv)/Ad(G(Fv))内の原点 γG(Fv)

の取り方によっている。また内視データの ξ : LH ↪→ LG には DH := H/Hder の L

パラメーター ζ : WF → ZĤ oρH
WF 倍する自由があるが、κv 軌道積分にはその情報

が反映されない。つまり我々の目標が意味を持つためには、軌道積分にかかるウェイト
κv(inv(γ, γv))を標準的でかつ ξ を反映するものに取り替えなくてはならない。それが以
下に述べる移行因子である。

2 移行因子
ここでは Langlands-Shelstadの移行因子の定義を論文 [LS87]に沿って概説する。
1.1節の状況にもどって、Gは準分裂とは限らないが導来群が単連結な F 上の連結簡約

群とし、その内視データ E = (H, LH, s, ξ)を取る。必要なら E を同型なデータで置き換
えて

ξ(TH) = T , ξ(BH) ⊂ B, s ∈ T

であるとしてよい。G 正則な γH ∈ H(F ) に対して、その中心化群 TH の許容埋め込み
ηB,BH

: TH
∼→ T ⊂ G∗ を止めて γ∗ := ηB,BH

(γH) ∈ (T ∩Grs)(F )とおく。正則半単純
な γ ∈ G(F )を取る。
移行因子は ∆I(γH , γ), ∆II(γH , γ), ∆1(γH , γ; γ̄H , γ̄), ∆2(γH , γ), ∆IV(γH , γ)と書かれ

る 5つの関数から構成される。
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2.1 ∆I(γH , γ)の定義

この項は γG(F )/Ad(G(F )) 内の原点、言い換えれば許容埋め込み ηB,BH
の取り方の

影響を打ち消すためのものである。
F 分裂 splG∗ = (B0, T0, {Xα}) を思い出す。T0 の G∗ での Weyl 群 Ω(G∗, T0) =

NG∗(T0)/T0 は単純ルート α ∈ ∆(B0, T0)に付随する鏡映 rα たちで生成される Coxeter

群である。さて α ∈ ∆(B0, T0) のルートベクトル Xα に対して −α のルートベクトル
X−α で Hα := [Xα, X−α]が [Hα, X±α] = ±2X±α (複号同順)を満たすものがただ一つ
存在する。このとき

n(rα) = exp(Xα) exp(−X−α) exp(Xα)

は rα の NG∗(T0)(F̄ ) での代表元である [Spr98, 8.1.4]。次に一般の ω ∈ Ω(G∗, T0) に対
してその単純鏡映の積による被約表示 ω = rα1 · · · rα`

([同、8.3.1]参照)を取り、

n(ω) := n(rα1) · · ·n(rα`
)

とおく。これは被約表示の取り方によらないので ([同、9.3.3])、こうして得られた完全代
表系 {n(ω) |ω ∈ Ω(G∗, T0)} ⊂ NG∗(T0)(F̄ )は σ(n(ω)) = n(σ(ω)), (σ ∈ Γ)を満たす。

例 2.1. G∗ = SL2 の時、B0 を上三角元からなる Borel部分群、T0 を対角元からなる極大
トーラスとしてその単純ルートは α : T0 3

(
a 0
0 a−1

)
7→ a2 ∈ Gm だけである。そのルート

ベクトルを Xα = ( 0 b
0 0 )とすれば、対する X−α は

(
0 0
b−1 0

)
である: [Xα, X−α] =

(
1 0
0 −1

)
.

このとき
n(rα) =

Å
1 b
0 1

ãÅ
1 0
−b−1 0

ãÅ
1 b
0 1

ã
=
Å

0 b
−b−1 0

ã
.

特に n(rα)2 = −1だから、n : Ω(G∗, T0)→ NG∗(T0)は準同型ではない。

許容埋め込み ηB,BH
に現れる擬対角化 ηB,T : TF̄

∼→ T0,F̄ を使って

ωT (σ) := ηB,T ◦ σ(ηB,T )−1 = ηB,T ◦ σ ◦ η−1
B,T ◦ σ

−1, σ ∈ Γ

とおくと、これは Ω(G∗, T0) 値の 1 コサイクルである。しかし上の例で見たとおり
nT (σ) := n(ωT (σ))は必ずしも 1コサイクルにならない。そのコバウンダリー

∂nT (σ, τ) := nT (σ)σ(nT (τ))nT (στ)−1, σ, τ ∈ Γ

を分解するために T に対する aデータ、すなわち T の G∗ でのルート α ∈ R(G∗, T )に
対する aα ∈ F̄× の族で
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(i) aσ(α) = σ(aα), (σ ∈ Γ);

(ii) a−α = a−1
α

を満たすものを固定する。これを用いて

xT (σ) :=
∏

α∈R(B,T )
σ(α)/∈R(B,T )

α∨(aα) ∈ Tsc(F̄ ), σ ∈ Γ

とおく。ただし α∨ : Gm → Tsc,F̄ は αのコルートである。このとき

∂nT (σ, τ) = ηB,T (∂xT (σ, τ))−1, σ, τ ∈ Γ

が成り立つ [LS87,補題 2.2.A]。具体的には ηB,T = Ad(gT )|T , (gT ∈ Gsc(F̄ ))と書いて、

1 =xT (σ)σ(xT (τ))g−1
T ∂nT (σ, τ)gTxT (στ)−1

=xT (σ)g−1
T · ηB,T ◦ σ(xT (τ))nT (σ) · σ(nT (τ))nT (στ)−1gTxT (στ)−1

定義から ηB,T ◦ σ = ωT (σ) ◦ σ ◦ ηB,T , Ad(nT (σ)) = ωT (σ)ゆえ

=xT (σ)g−1
T · nT (σ)σ(ηB,T (xT (τ))) · σ(nT (τ))nT (στ)−1gTxT (στ)−1

=xT (σ)g−1
T nT (σ)σ(gT ) · σ

(
xT (τ)g−1

T nT (τ)τ(gT )
)

στ(gT )−1nT (στ)gTxT (στ)−1

となる。つまり mT (σ) := xT (σ)g−1
T nT (σ)σ(gT ) は Tsc(F̄ ) 値 1 コサイクルである。そ

の H1(F, Tsc)でのクラスを λ(Tsc)と書こう。
一方で ηB,T : TF̄

∼→ T0,F̄ の双対同型を η∗B,T : T ∼→ T̂ として sT := η∗B,T (s) ∈ T̂

とおく。内視データの定義 (1.2 節) の条件 (ii) からある z ∈ ZĜ があって [s, ξ(w)] =

zρG(w)(z)−1, (w ∈ WF ) が成り立つ。ここで LH
ξ
↪→ LG の Weil 群への制限を ξ(w) =

a(w) ow, (w ∈WF )と書けば、これは

sAd(a(w))ρG(w)(s)−1 = zρG(w)(z)−1, w ∈WF ,

となって sz−1 が Ad(ξ(WF )) 不変なことを意味する。これと内視データの条件 (i) から
sz−1 ∈ ξ(ZΓ

Ĥ
)を得る。さて許容埋め込み ηB,BH

: TH
∼→F T は Γ同変な同型

T̂H
η∗,−1

BH ,TH−→ TH
ξ−→ T

η∗B,T−→ T̂

の双対であった。η∗BH ,TH
は ZĤ 上恒等写像だから sz−1 ∈ ξ(ZΓ

Ĥ
) ⊂ ξ ◦ η∗,−1

BH ,TH
(T̂Γ
H)と

なることに注意して、結局 sT z
−1 = η∗B,T (sz−1) ∈ T̂Γ がわかる。特に sT の T̂ /ZĜ での

像 sTsc は Γ不変である。
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定義 2.2. 以上の下で sTsc の π0((T̂ /ZĜ)Γ)での像を sTsc として

∆I(γH , γ) = 〈sTsc , λ(T )〉

と定義する。右辺のペアリングは Tsc の Tate・中山双対性である [今野 11b,命題 2.3]。

2.2 ∆1(γH , γ; γ̄H , γ̄)の定義

この項は幾何サイドの主要項で κ(inv(γ∗, γ)) の振る舞いをするものである。しかし
G 6' G∗ の場合には γG(F )/Ad(G(F ))内の原点が特定されないため、次のような相対的
な定義を採用する。なお 5つの項のうちでこれだけが γ ∈ G(F )に依存する。
内部ひねり ψG の定義から

ψG ◦ σ(ψG)−1 := ψG ◦ σ ◦ ψ−1
G ◦ σ

−1 = Ad(uσ), uσ ∈ G∗
sc(F̄ )

と書ける。定義から Ad(uσ) ∈ G∗
ad(F̄ ) は 1 コサイクルだから、そのコバウンダリー

∂u は ZGsc(F̄ ) に値を持つ。補助的に γ̄ ∈ Grs(F ) とその像である γ̄H ∈ HG-rs(F ) の
ペアを固定する。T̄H := ZH(γ̄H) の許容埋め込み ηB̄,B̄H

: T̄H
∼→F T̄ ⊂ G∗ を取り、

γ̄∗ := ηB̄,B̄H
(γ̄H)とおく。

まず γ が γH の像である場合を考える。定義から ψG(γ) = γg∗ , g ∈ G∗
sc(F̄ )と書ける。

そのような g を一つ取って

vσ := guσσ(g)−1, σ ∈ Γ

とおけば、γ∗ ∈ G∗(F ), γ = ψ−1
G (γg∗) ∈ G(F )に注意して

Ad(vσ)γ∗ =Ad(g) ◦ ψG ◦ σ(ψG)−1σ(γg∗) = Ad(g) ◦ ψG ◦ σ(ψ−1
G (γg∗))

=Ad(g) ◦ ψG(γ) = γ∗.

つまり v は Tsc(F̄ ) 値 1 コチェインで、そのコバウンダリーは明らかに u のコバウンダ
リーに等しい。同様に ψG(γ̄) = γ̄ḡ∗ となる ḡ ∈ G∗

sc(F̄ ) を使って v̄(σ) := ḡuσσ(ḡ)−1,

(σ ∈ Γ)とおく。ここでトーラス

T = T(T, T̄ ) = Tsc ∗ZGsc
T̄sc := Tsc × T̄sc/{(z, z−1) | z ∈ ZGsc}

を導入する。∂v = ∂v̄ = ∂uは ZGsc(F̄ )値なので、(v, v̄−1)の T(F̄ )での像は定義可能な
1コサイクルになる。そのコホモロジー類を

inv
(γH , γ
γ̄H , γ̄

)
∈ H1(F,T)
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と書く。
Langlands 双対群 Ĝ の導来群 Ĝder の単連結被覆を Ĝsc と書けば、これは Gad の双対

群である。同様に Tad := T/ZG の双対トーラスを T̂sc と書く。Bad := B/ZG とおけば、
擬対角化 ηBad,Tad : Tad,F̄

∼→ (T0,ad)F̄ およびその双対 η∗Bad,Tad
: Tsc ∼→ T̂sc がある。ただ

し Tsc は T の Ĝsc → Ĝによる逆像である。

∆ : ZĜsc

� � // Tsc
η∗Bad,Tad

×η∗
B̄ad,T̄ad // T̂sc × ˆ̄Tsc

とおけば、Tの Langlands双対トーラスは T̂ := T̂sc × ˆ̄Tsc/∆(ZĜsc
)で与えられる [LS87,

p.246]。s ∈ T の Tsc での勝手な逆像 s̃ を固定して s̃T := η∗Bad,Tad
(s̃) などとおけば、

sT := (s̃T , s̃T̄ )は定義可能な T̂Γ の元で s̃の取り方によらない。その π0(T̂
Γ
)での像を sT

とする。

定義 2.3. ∆III,1(γH , γ; γ̄H , γ̄) = ∆1(γH , γ; γ̄H , γ̄) :=
〈
sT, inv

(γH , γ
γ̄H , γ̄

)〉
.

注意 2.4. G = G∗ の場合には uσ が自明なので、vσ はコサイクルでそのクラスは 1.4節
の記号で inv(γH , γ) ∈ H1(F, Tsc)である。よってこの場合には sT の π0((T̂ /ZĜ)Γ)での
像を κT = sTsc などとして

∆1(γH , γ; γ̄H , γ̄) =
∆1(γH , γ)
∆1(γ̄H , γ̄)

, ∆1(γH , γ) := κT (inv(γH , γ))−1

となる。

2.3 ∆2(γH , γ)の定義

この項はスペクトルサイドの主要項で、L群の埋め込み ξ の取り方を反映している。そ
の定義には [今野 11b, 補題 6.8] で導入された双対トーラスの許容埋め込みを使う。まず
はその構成を具体的に実行しよう。

■LT の許容埋め込みの具体的構成 Langlands双対群の分裂 splĜ = (B, T , {Xα∨})の単
純ルートベクトル Xα∨ たちを使って、2.2節と同様にWeyl群 Ω(Ĝ, T )の NĜ(T )での代
表系 {n̂(ω)}ω∈Ω(Ĝ,T ) ができる。Weyl 群の同一視 Ω(Ĝ, T ) = Ω(G∗, T0) を思い出そう。
双対群の方でも 2.2節の 1コサイクル {ωT (σ)}σ∈Γ の持ち上げ n̂T (σ) := n̂(ωT (σ))は必
ずしもコサイクルではない。そのコバウンダリーを記述する。
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ルート系 R(G∗, T ) 上のゲージとは、関数 p : R(G∗, T ) → {±1} で p(−α) = −p(α),

(α ∈ R(G∗, T ))を満たすもののこととする。ゲージ pに対して

t̂p(σ, τ) :=
∏

p(α)=1

p(σ−1(α))=−1

p((στ)−1(α))=1

ηB,T (α)(−1) ∈ T

と定める。ただし ηB,T (α) : T0,F̄

η−1
B,T→ TF̄

α→ Gm, ∈ R(G∗, T0)を T のコルートと同一視
している。例えば

pB(α) =

®
1 α ∈ R(B, T )のとき
−1 それ以外のとき

とおけばこれは R(G∗, T ) 上のゲージになるが、実は ∂n̂T (σ, τ) = t̂pB
(σ, τ) となるの

である [LS87, 補題 2.1]。一方でこのような 2 コサイクルの Weil 群へインフレーション
inflWF

ΓK/F
∂n̂T は分解するのだった [今野 11b,系 2.7]。次にその分解を具体的に与えよう。

まず χデータと呼ばれる補助データを導入する。T の G∗ でのルート α ∈ R(G∗, T )に
対して、Γ = Gal(F̄ /F )における αの固定化群を Γα, {±α}の安定化群を Γ±α と書き、
それぞれの固定体を Fα, F±α と書く。T の χデータとは、α ∈ R(G∗, T )に対する連続指
標 χα : F×

α → C× の族 {χα}α であって

(i) χ−α = χ−1
α ;

(ii) χσ(α) = σ(χα) := χα ◦ σ−1, (σ ∈ Γ);

(iii) Fα/F±α が二次拡大の時には、χα|F×
±α
は ωFα/F±α

: F×
±α/NFα/F±α

(F×
α ) ∼→ {±1}

に一致する。

を満たすものである。このようなものを一つ固定し、さらに次の記号を用意する。

(a) ルート系 R(G∗, T )の自己同型群の Γ作用と −1倍で生成される部分群を Σとし、
R(G∗, T )内の各 Σ軌道 O の代表元 αを取る。

(b) d := [Fα : F±α], n := [F±α : F ] として、WFα
\WF±α

の代表系 {vj}0≤j<d,

WF±α
\WF の代表系 {wi}0≤i<n を止める。ただし v0 ∈ WFα

とする。wi ∈ WF

のWF
ϕF→ Γ ([今野 11b, 2.2])による像を σi と書く: O = {±σ−1

i (α)}0≤i<n.

p0(±σ−1
i (α)) := ±1

として R(G∗, T )上のゲージが定まる。
(c) w ∈ WF と 0 ≤ i < nに対して、wiw = ui(w)wj , (∃ui(w) ∈ WF±α , 0 ≤ ∃j < n)

と書く。
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(d) u ∈WF±α に対して、v0u = v0(u)vj , (∃v0(u) ∈WFα , 0 ≤ ∃j < d)と書く。

以上のもとで

r0(w) :=
∏

O∈R(G∗,T )/Σ

∏
i

ηB,T (σ−1
i (α))

(
χα

(
v0(ui(w))

))
∈ T , w ∈WF

とおけば、これは 1コバウンダリー倍を除いて上記 (a)–(d)の補助データによらず定まり、
t̂p0 のWF へのインフレーションを分解する [LS87,補題 2.5.A]。二つのゲージ p, q に対
して

sp/q(τ) :=
∏

p(α)=q(α)=1

p(τ−1(α))=−1

q(τ−1(α))=1

ηB,T (α)(−1)
∏

q(β)=p(β)=1

q(τ−1(β))=−1

p(τ−1(β))=1

ηB,T (β)(−1), τ ∈ Γ.

とおけば、t̂p/t̂q = ∂sp/q が成り立つ [同、補題 2.4.A]。これらから rT (w) :=

inflWF

ΓK/F
spB/p0(w)r0(w), (w ∈WF )が望む t̂pB

の分解を与えることがわかる。

∂n̂T (ϕF (v), ϕF (w)) = ∂rT (v, w), v, w ∈WF .

特に [今野 11b,補題 6.8]の証明から

ξT : LT 3 tow 7−→ η∗,−1
B,T (t)rT (w)n̂T (ϕF (w)) ow ∈ LG

は LT の許容埋め込みで、T 共役を除いて (a)–(d)の補助データによらず決まる。

■∆2(γH , γ) の定義 内視群 H と TH に対しても、ηB,BH によって R(H,TH) ⊂
R(G∗, T ) と同一視することで、χ データ {χβ}β∈R(H,TH) ⊂ {χα}α∈R(G∗,T ) が定まる。
許容埋め込み ξTH : LTH ↪→ LH を固定する。F 同型 ηB,BH : TH

∼→ T ⊂ G∗ と併せて 2

種の許容埋め込み

LT
� � ξT // LG, LT

η∗B,BH// LTH
� � ξTH // LH

� � ξ // LG

が得られる。よって [今野 11b,補題 6.8]から Lパラメーター a : WF → LT で

ξ ◦ ξTH (w) = a(w)ξT (w), w ∈WF

となるものがあり、その H1(WF , T̂ )でのクラス aに付随する連続指標 ωa : T (F )→ C×

が定まる [今野 11b,定理 2.8]。(これは (a)–(d)のデータによらないことに注意。)

定義 2.5. ∆III,2(γH , γ) = ∆2(γH , γ) := ωa(γ∗).
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2.4 ∆II(γH , γ)の定義

この項は aデータ、χデータの取り方の影響を相殺するとともに、G(F ), H(F )の表現
論に現れる符号のずれを埋めてくれる。

定義 2.6. ηB,BH
によって R(H,TH) ⊂ R(G∗, T )と同一視する。

∆II(γH , γ) :=
∏

α∈(R(G∗,T )rR(H,TH))/Γ

χα

Å
α(γ∗)− 1

aα

ã
と定義する。ただし積はルートの Γ軌道の代表系を走る。各項が Γ軌道の代表元 αの取
り方によらないことは a, χデータの定義から容易に確かめられる。

2.5 ∆IV(γH , γ)の定義

これは単に G(F ), H(F ) の Weyl の分母の比で、それぞれの上の不変超関数の特異挙
動のずれを埋めるものである。重み付き軌道積分など跡公式のほかの項も扱う場合には、
Arthurのようにこの項を軌道積分の定義の方に組み込んでおく流儀もある。
正則半単純元 γ ∈ G(F )の中心化群 Tγ の Lie環を tγ として

∆G(t) := |det(Ad(γ)− 1|g(F )/tγ(F ))|
1/2
F

とおく。

定義 2.7. ∆IV(γH , γ) :=
∆G∗(γ∗)
∆H(γH)

.

2.6 移行因子とその正規化

上で定義された ∆I , ∆II, ∆III,1, ∆III,2, ∆IV は (γH , γ), (γ̄H , γ̄)に加えて以下の補助デー
タによっていた。

• 分裂 splG∗ , splH ;

• 許容埋め込み ηB,BH
: TH

∼→ T ;

• aデータ {aα}α∈R(G∗,T ), χデータ {χα}α∈R(G∗,T ).

なお (γ̄, γ̄H)に対しても類似のデータを固定していた。

14



定義 2.8. Langlands-Shelstadの相対移行因子を

∆(γH , γ; γ̄H , γ̄) :=
∆I∆II∆2∆IV(γH , γ)
∆I∆II∆2∆IV(γ̄H , γ̄)

∆1(γH , γ; γ̄H , γ̄)

と定義する。

定理 2.9 ([LS87],定理 3.7.A). (i) ∆(γH , γ; γ̄H , γ̄)は上のすべての補助データによらない。
(ii) G = G∗ のとき、注意 2.4の記号で

∆0(γH , γ) := ∆I(γH , γ)∆II(γH , γ)∆1(γH , γ)∆2(γH , γ)∆IV(γH , γ)

と定めれば、これは許容埋め込みや a, χデータにはよらないが、分裂 splG∗ , splH に依存
する。

実用上は定数∆(γ̄H , γ̄) ∈ C× を一つ固定して

∆(γH , γ) := ∆(γH , γ; γ̄H , γ̄)∆(γ̄H , γ̄)

を正規化された移行因子として用いる。すなわち移行因子は定数倍を除いて一意に定ま
る。さらにG = G∗の場合には、次のように表現論との相性のよい特別な∆(γ̄H , γ̄) ∈ C×

の取り方がある。

■Whittaker正規化 分裂 splG∗ = (B0, T0, {Xα})から、準同型

TrU0 : (U0/[U0, U0])F̄ 3
∏

α∈∆(B0,T0)

exp(xαXα)[U0, U0]F̄
'7−→

∑
α∈∆(B0,T0)

xα ∈ Ga,F̄

が定まる。集合 {Xα}α∈∆(B0,T0) は Γ作用で保たれるから、これは実は F 上の準同型に
落ちる。よって非自明な指標 ψF : F → C1 に対して U0(F )の指標

ψU0 : U0(F )
TrU0−→ F

ψF−→ C1

が定まる。この指標はその B0(F ) での固定化群 {b ∈ B0(F ) |ψU0 ◦ Ad(b) = ψU0} が
ZG(F )であるという意味で非退化である。Borel部分群 B0 ⊂ G∗ とそのユニポテント根
基 U0(F )の非退化指標の組 (B0, ψU0)をG∗のWhittakerデータという。これからG∗(F )

の既約表現のWhittaker模型が定義できるからである。
さて、C[Γ]加群 VG∗ := X∗(T0)⊗ Cの Artin L因子の ε因子を ε(s, VG∗ , ψF )と書く。

なお我々は ε 因子を Langlands の慣習に則って記述するものとする [Tat79, (3.6)]。H に
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ついても同様の定義をして、

∆ψU0
(γH , γ) :=

ε(1/2, VG∗ , ψF )
ε(1/2, VH , ψF )

∆0(γH , γ)

とおく。これが移行因子のWhittaker正規化であり、例えば [LL79]で用いられている移
行因子はこれである。

3 軌道積分の移行と基本補題
3.1 軌道積分の移行

E = (H, LH, s, ξ)を Gの内視データとする。G正則な γH ∈ HG-rs(F )が γ ∈ Grs(F )

の像であるとしよう。つまり TH = ZH(γH)の許容埋め込み ηB,BH : TH
∼→ T があって、

ψG(γ) = γg∗ , (g ∈ G∗
sc(F̄ ), γ∗ := ηB,BH (γH))である。

このとき ψγ := Ad(g) ◦ ψG : GF̄
∼→ G∗

F̄
も内部ひねりで

ψγ(γ) = γ∗, ψγ : Tγ,F̄
∼−→ TF̄

を満たす。特に σ ∈ Γに対して ψγ ◦ σ(ψγ)−1 ∈ Ω(G∗, T )である。(内部自己同型で TF̄

を保っているから。)ところがこれは正則元 γ∗ を動かさない。

ψγ ◦ σ(ψγ)−1(γ∗) = ψγ ◦ σ ◦ ψG(γg∗) = ψγ(γ) = γ∗.

つまり ψγ ◦ σ(ψγ)−1 = idとなって ψγ : Tγ
∼→ T が F 同型であることがわかる。さらに

g の右剰余類 Tsc(F̄ )g は γ, γ∗ から一意に定まる。こうして F トーラスの同型

TH

ηB,BH
∼−→ T

ψγ
∼−→ Tγ

が安定共役を除いて一意に存在することがわかる。TH(F )上の測度 dtH を Tγ(F )上の不
変測度 ((1.2)で用いた安定共役で不変なもの)の上の同型による引き戻しとする。

1.4節で述べた目標を達成するための第一歩は次の結果である。
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定理 3.1 (軌道積分の移行). E = (H, LH, s, ξ)を Gの内視データとし、その正規化された
移行因子∆(γH , γ)を取る。G(F ), H(F )上の不変測度 dg, dhを固定する。このとき任意
の f ∈ H(G(F ))に対して fH ∈ H(H(F ))で

SOγH

(
fH ,

dh

dtH

)
=

∑
γG(F )⊂Grs(F )

∆(γH , γ)Oγ
(
f,
dg

dt

)
, ∀γH ∈ HG-rs(F ) (3.1)

を満たすものが存在する。ただし γH が γ の像のとき、TH(F )上の不変測度 dtH は同型
TH

∼→ Tγ による Tγ(F )上の測度 dtの引き戻しに選ぶものとする。

この定理の証明の概略は後で紹介する。等式 (3.1) の関係を軌道積分の合致 (matching

orbital integrals)と呼び、定理の条件を満たす fH を f の H への移行 (transfer)という。
ただしこれは軌道積分の間だけの関係だから fH は f から一意に決まるわけではない。そ
こで以下ではこの関係を f  fH と書き表すことにする。

3.2 佐武同型と基本補題

この節では F を (標数 0の)非アルキメデス局所体とし、次の意味の不分岐な状況を考
える。

• G は F 上不分岐 [今野 11b, 4.2]。すなわち G は F の整数環 O 上の滑らかな (連
結簡約)群スキーム G に延びる。このとき Bruhat-Tits理論により G(F )の Bruhat-

Titsビルは G(F )での固定化群が G(O)であるような超スペシャル点を持ち、従っ
て Gは準分裂で、ある有限次不分岐拡大上で分裂していなくてはならない。
• 内視データ E = (H, LH, s, ξ)も不分岐。つまり H は F 上不分岐で ξ による惰性
群 IF ⊂WF の像の Ĝへの射影が自明であるとする。

このとき G は準分裂な G∗ の内部形式であるから G∗ と同一視してよい。また
ψG(splG∗) = Ad(g)splG∗ となる g ∈ G(F̄ )があるから、ψG を Ad(g)−1 ◦ ψG で取り替
えて ψG = idG∗ としてよい。
T0の F 有理指標の群をX∗(T0)F := Hom(T0,Gm)Γと書き、a0 := Hom(X∗(T0)F ,R)

とおく。これは実ベクトル空間で準同型 H0 : T0(F )→ a0 が

〈µ,H0(t)〉 = log |µ(t)|F , µ ∈ X∗(T0)F
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で定まっている。T0 を生成ファイバーに持つ標準的な O 群スキーム T0 ([BT84, 4.4] 参
照)は T0(O) = T0(F )1 := kerH0 を満たす [同、4.4.6 (2)]。
A0 ⊂ T0を F 分裂な極大部分トーラスとし、G(F )の Bruhat-TitsビルのA0のアパート
内の超スペシャル点に付随する Gの O 上の模型を G とする [Tit79, 3.4.1]。すると T0 は
G の閉部分群スキームであり、超スペシャル極大コンパクト部分群K := G(O) ⊂ G(F )

に対して
T0(F ) ∩K = T0(F )1, G(F ) = B0(F )K

が成り立つ。H(G(F ))内の両側K 不変な元からなる部分 C代数を HK(G(F ))と書き、
G(F )の不分岐 Hecke環という。以下、この節では G(F )上の不変測度 dg をK の測度
が 1となるものとしておく。するとK の特性関数 1K はHK(G(F ))の単位元である。

■不分岐表現の Langlands 対応 まず T0 は不分岐な分解体を持つから [今野 11b, 注意
2.9]の不分岐 Langlands対応

Irr(T0(F )/T0(F )1) 3 χ←→ t(χ) ∈ TΓ (3.2)

が成り立っている。ここで TΓ は T の Γ不変商である。一方 χ ∈ Irr(T0(F )/T0(F )1)に
対して、関数 φ : G(F )→ Cで

• ある開コンパクト部分群 Kφ ⊂ G(F ) で右不変: φ(gk) = φ(g), (g ∈ G(F ),

k ∈ Kφ);

• φ(utg) = χ(t)δB0(t)φ(g), (u ∈ U0(F ), t ∈ T0(F ), g ∈ G(F ))

を満たすものの空間を I(Cχ)として、その上の G(F )の許容表現

I(χ, g)φ(x) := φ(xg), g ∈ G(F ), φ ∈ I(Cχ)

を用意しておく (不分岐主系列表現)。ただし U0(F )上の不変測度を duとして、δB0(t) :=

dAd(t)u/duと書いている (モジュラス指標)。
G(F )の滑らかな表現 ([BZ76]の意味の代数表現) (π, V )が不分岐とは、V が G(F )加
群としてK 不変ベクトルの空間 V K で生成されることとする。G(F )の滑らかな不分岐
表現のなすアーベル圏を RK(G(F ))と書き、その既約対象の同型類の集合を IrrK G(F )

で表す。

(i) Gder(F ) に対する [Bor76, 補題 4.7] と G(F ) = T0(F )Gder(F ) から、IrrK G(F )

の任意の元はある I(χ), (χ ∈ Irr(T0(F )/T0(F )1))の組成因子である。
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(ii) 従って [Ber84, 命題 2.10] から RK(G(F )) は無限小指標 (あるいは超カスプ台)

(T0, TΓ) を持つ滑らかな表現の圏 (AlgG(F ))(T0, TΓ) の充満部分圏である。ここ
で (3.2)により、Irr(T0(F )/T0(F )1)を複素トーラス TΓ と同一視している。

(iii) 岩澤分解から I(χ)K は 1次元である。
(iv) 特に各 I(χ) は K 不変ベクトルを持つただ一つの組成因子 π(χ) を含む。A0 の

G での相対 Weyl 群 W0 := NG(A0)/T0 は Irr(T0(F )/T0(F )1) に作用している。
[BZ77,定理 2.9]から π(χ)の同型類は軌道W0.χのみで決まっている。

(i)および (iv)から全単射

IrrKG(F ) 3 π(χ) '7−→W0.t(χ) ∈ TΓ/W0 (3.3)

がある。
上でW0 は Ĝの言葉で書ける。まず A0 の Gでのルート系を Σ0 と書けば、[BT75,定

理 7.2] から W0 は A0 への作用を通じて Σ0 の Weyl 群 Ω(Σ0) と同一視される。幾何的
Frobenius自己同型 Fr ∈ Gal(k̄F /kF )の Γでの逆像 σ を止め、簡略のため splG∗ への σ

作用から定まる G = G∗ の F 自己同型を θ と書く:

σ ◦ µ ◦ σ−1 = µ ◦ θ−1, σ ◦ µ∨ ◦ σ−1 = θ ◦ µ∨, µ ∈ X∗(T0), µ∨ ∈ X∗(T0).

T0 は X∗(T0)の元の像で生成され、A0 は X∗(T0)の Γ不変、つまり θ不変な元の像で生
成されるから A0 = (T θ0 )0 である。特に Σ0 は絶対ルート系 R(G,T0) の θ 不変部分 A0

への制限ルート系 Rθ(G,T0)である。([KS99, 1.3]参照。そこでは Rres(G,T0)と書かれ
ている。)定義から θ の双対同型は θ̂ := ρG(σ)の T への制限である。よって [同 (1.3.8)]

から Γ 同変な全単射 Rθ(G,T0) → Rθ̂(Ĝ, T ) があり、特に前者の Weyl 群 W0 は後者の
ルート系の不可分ルートの集合 R(Ĝθ̂, T θ̂) [同 (1.3.4)]のWeyl群 Ω(Ĝθ̂, T θ̂)に一致する。
[同、1.1]の後半の議論と併せて結局、同一視

W0 = Ω(Ĝ, T )θ̂ (3.4)

が得られる*1。
元 g ∈ Ĝが θ̂ 半単純とは自己同型 Ad(g) ◦ θ̂ ∈ Aut(Ĝ)が準半単純、つまり Ĝの導来

群の Lie環 ĝder への作用が半単純 (対角化可能)なこととする。Ĝは自分自身に θ̂ 共役

Adθ̂(g) : Ĝ 3 x 7−→ gxθ̂(g)−1 ∈ Ĝ, g ∈ Ĝ

*1 記号を煩雑にしないよう、ここでは T θ̂ が連結であるかのように議論しているが、この問題は深刻ではな
い。Weyl群だけが問題なので、連結性が気になる読者は Gを Gsc, Ĝを Ĝ/ZĜ で置き換えればよい。
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で作用しているが、この作用による Ĝ軌道を θ̂ 共役類と呼ぶ。Ĝ内の θ̂ 半単純な元から
なる θ̂ 共役類の集合を C`ss(G, θ̂)と書こう。一方、{tθ̂(t)−1 | t ∈ T }で生成される T の
閉部分群を T (θ̂)と書けば、TΓ = T /T (θ̂)である。このとき同一視 (3.4)と [KS99,補題
3.2.A]から

C`ss(G, θ̂) 3 C 7−→ [C ∩ T mod T (θ̂)] ∈ TΓ/W0 (3.5)

は全単射である。
連続準同型 ϕ : WF → LGで次の 2条件を満たすものを Gの不分岐 Lパラメーターと
呼ぶ。

• 各 w ∈WF に対して Ad(ϕ(w))は Ĝの準半単純自己同型。
• 惰性群の像 ϕ(IF )の Ĝへの射影は自明である。

二つの不分岐 L パラメーターが同値とは、それらが Ĝ 共役なこととし、不分岐 L パラ
メーターの同値類の集合を Φur(G) と書く。Fr ∈ Gal(k̄F /kF ) の WF での逆像の元 wσ

を取れば、
Φur(G) 3 ϕ 7−→ [ϕ(wσ)の Ĝ成分] ∈ C`ss(G, θ̂) (3.6)

は全単射である。

定理 3.2 (不分岐局所 Langlands対応). (3.6), (3.5), (3.3)の合成は全単射

Φur(G) 3 [ϕ(wσ) = t(χ) owσ] 7−→ π(χ) ∈ IrrKG(F )

を与える。

■佐武同型 分裂簡約群に対する不分岐表現と不分岐 Hecke 環の記述は佐武一郎先生に
よる [Sat63]。その証明は球関数の Bruhat-Titsビル上の振る舞いを具体的に記述すること
によるが、ここでは p進簡約群の表現に対する Bernsteinの中心の理論 [Ber84]を用いた
短い証明を与える。

19頁 (ii)の圏 (AlgG(F ))(T0, TΓ)の中心を Z(G(F ))(T0,TΓ) と書く。[Ber84,定理 2.13]

と (ii)から
Z(G(F ))(T0,TΓ) 3 z 7−→ [t(χ) 7→ I(χ, z)] ∈ C[TΓ]W0 (3.7)

は C代数の同型である。一方 (ii)から [同、3.13]の記号で

HK(G(F )) = HK(G(F ))(T0, TΓ)
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である。[同、定理 3.14] と (iii) から、Z(G(F ))(T0,TΓ) は HK(G(F ))(T0, TΓ) の中心で、
Spec(Z(G(F ))(T0,TΓ))の開集合上で HK(G(F ))(T0, TΓ)は階数 1の東屋 Z(G(F ))(T0,TΓ)

代数である:

HK(G(F ))(T0, TΓ)[1/z] = Z(G(F ))(T0,TΓ)[1/z], ∃z 6= 0, ∈ Z(G(F ))(T0,TΓ).

よってHK(G(F )) = Z(G(F ))(T0,TΓ) であり、(3.7)と併せて次の結果が得られた。

命題 3.3 (佐武同型). 次は C代数の同型である。

HK(G(F )) 3 f 7−→ [f∨ : t(χ) 7→ I(χ, f)] ∈ C[TΓ]W0

特に不分岐 Hecke環HK(G(F ))は rankFG変数多項式環に同型である。

■基本補題 H(F )に対してもG(F )と同様に TH0 に関してよい位置にある超スペシャル
極大コンパクト部分群KH ⊂ H(F )を固定し、その不分岐 Hecke環を HKH (H(F ))と
する。やはり Frobenius元 σ の作用を θ̂H := ρH(σ)と書く。全単射 (3.5), (3.6)の合成を
使って

ξ : TH,Γ/WH
0

∼−→ Φur(H)
ϕ 7→ξ◦ϕ−→ Φur(G) ∼−→ TΓ/W0

とおく。これによる引き戻しと佐武同型により Hecke環の準同型

ξ∨ : HK(G(F )) ∼−→ C[TΓ/W0]
ξ∗−→ C[TH,Γ/WH

0 ] ∼−→ HKH
(H(F ))

が得られる。

定理 3.4 (一般の基本補題). 不分岐な状況で f ∈ HK(G(F ))と ξ∨(f) ∈ HKH (H(F ))に
対して、軌道積分の合致 (3.1)が成り立つ。

4 証明の概要
定理 3.1, 3.4はいずれも 1980年代の半ばに Langlands-Shelstadによって定式化された。

一般に f ∈ H(G(F ))の軌道積分 Oγ(f, dg/dt)は γ ∈ T (F ) ∩Grs(F )が T (F )内の正則
でない元 δ に近づくとき、その中心化群 Gδ(F )のユニポテント共役類の幾何で統制され
る独特の振る舞いをすることが知られている。定理 3.1はこの特異挙動がG(F ), H(F )の
間で整合するという主張である。これは表現論に詳しいものにとっては非常に非自明な、
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にわかには信じがたい予想であった。Langlands自身も志村多様体のゼータ関数の研究か
らこうした主張にたどり着いたものの、当初は確信を持てなかったらしい。しかしアルキ
メデス的な場合に Shelstadが、極大トーラスの Cayley変換に際しての軌道積分の振る舞
いを記述する平井武先生の “patching condition” を用いて、定理 3.1 を証明した [She82]

ことで予想として提出するに至ったという。
対する非アルキメデス的な場合は困難を極めた。Labesse-Langlands の SL2 の場合の
証明 [LL79] は対称空間 SL2/SO(2) の Cartan 分解で軌道積分が計算できる特殊事情に
よっていた。共役類の幾何の研究で中心的役割を果たす Grothendieck-Springer 多様体
は、正則半単純元の上では Weyl 群の位数枚の有限被覆だが、特異半単純元ではその中
心化群のユニポテント軌道に付随する因子が現れる複雑な特異性を持つ。Langlands は
Grothendieck-Springer 多様体の類似である星多様体のファイバー積分として軌道積分を
実現し、その特異性を具体的に解析する定理 3.1への戦略を提案した [Lan83]。Kepler予
想への貢献でも知られる Halesは UE/F (3)や Sp2 などの低次の群の場合にこの戦略を実
現して定理 3.1を証明した [Hal89, Hal92]。しかし例えば Sp3 であっても、星多様体は 48

個の Borel部分群の位置関係を記述する 108次元アフィン空間内の多様体で、その特異性
を記述することは現実的ではない。
具体的な計算によらず特異多様体上のファイバー積分である軌道積分を調べるには、偏
屈層の理論が唯一の手段とも思われる。しかし非アルキメデス局所体上の軌道積分はこう
した理論で捉えることが難しく、両定理は 90年代の終わり頃まで困難な予想として内視
論や跡公式の応用の前に立ちふさがり続けた。

4.1 単位元への帰着

問題の解決に向けての第一歩は大域的な手法の導入であった。Hasseの局所類体論の構
成のように、非アルキメデス局所理論を大域理論から引き出すのである。その最初の成果
は、Halesがベースチェンジリフトの基本補題に対する Clozelの議論 [Clo90]を拡張して
証明した次の結果である。
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命題 4.1 (Hales, [Hal95]). 3.2 節の不分岐な状況にある任意の G とその内視データ
E = (H, LH, s, ξ)に対して、Hecke環の単位元が軌道積分の合致

SOγH

(
1KH ,

dh

dtH

)
=

∑
γG(F )⊂Grs(F )

∆(γH , γ)Oγ
(
1K ,

dg

dt

)
, ∀γH ∈ HG-rs(F ) (4.1)

を満たせば、基本補題 (定理 3.4)が成り立つ。

証明の概略. Clozel, Halesのアイディアは、考えている局所体上の群を適切な代数体 k 上
の準分裂簡約群 G, H のある素点 w での係数拡大 Gw, Hw として実現することに始まる。
その w では任意の Hecke 関数 fw ∈ HKw(G(kw)) と fHw := ξ∨(fw) ∈ HKH,w(H(kw))

をテスト関数に取る。それ以外の素点 v では有限体上の簡約群の Deligne-Lusztig 表現
をインフレーションと誘導で持ち上げた超カスプ表現の行列成分や、特定の極大トー
ラスの共役類の上だけに台を持つ関数など特別なテスト関数 fv , fHv を取る。こうし
てできるテスト関数 f =

⊗
v fv , fH =

⊗
v f

H
v に対しては、Arthur-Selberg 跡公式は

Deligne-Kazhdan のシンプル跡公式と呼ばれる Selberg 跡公式のような単純な形になる
[Hen83, 4.7–9]。特にその幾何サイドは [今野 11b, 5.3 節] の楕円正則項 TGell,rs(f) だけと
なるので、テスト関数の軌道積分の合致を仮定すれば次稿 [今野 11a]で紹介する議論によ
り安定化することができる。
一方、上のような特殊なテスト関数に対しては、安定化に必要な軌道積分の合致が w以

外の素点で成り立ち、しかも安定化した跡公式は単一の内視群 H のみの寄与からなるよ
うにできる。

trR0(f) = TGell,rs(f) = ι(G,H)STH∗ (fH),

trR0(fH) = THell,rs(f
H) = ι(H,H)ST∗(fH)

ここで 1行目の等式の証明には w での軌道積分の合致、つまり基本補題が必要だが、逆
に w以外の素点のテスト関数を走らせることにより、基本補題は

trR0(f)− ι(G,H)
ι(H,H)

trR0(fH) = 0 (4.2)

から従うこともわかる。
ここからはこの式を fw の線型汎関数の等式と見て調和解析、一種の不確定性原理を

使う。まず跡公式から (4.2) の左辺は楕円軌道積分 Oγ(fw), OγH (fHw ), (γ ∈ Grs(kw)ell,

γH ∈ HG-rs(kw)ell)たちの有限線型結合である。楕円軌道積分は “コンパクト指標”と呼
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ばれるある種の截頭された指標超関数で展開される [Clo89]。しかも Hecke関数に対する
不分岐既約表現 π(χ)のコンパクト指標は∑

w∈W0

τ̂GP (w(λ))w(λ)(t(χ)), λ ∈ X∗(T0)Γ

の形の関数の線型結合である [Clo90,命題 2.1の系]。ここで τ̂GP は跡公式の構成にも登場
する a0 のある開錐の特性関数である [Art05, 6節]。特に佐武変換 f∨ =

∑
λ∈X∗(T0)Γ

aλλ

において支配的な λ (のW0 軌道) の項のみが消えていない Hecke 関数 fw を考えればよ
い。また楕円的でない正則元での fw, fHw の軌道積分は消えているとしてよく、Gは随伴
型であるとしてよい: ZG = {1}.
さて、(4.2)の軌道積分による表記のコンパクト指標による展開には、Grs(F )ell,Hrs(F )ell
上で非自明な指標を持つ、つまり楕円的な不分岐表現のみが寄与する。随伴型の群のそう
した表現 π(χ)はある I(χ)の非自明な Langlands商であり、特にそのような χで I(χ)は
ユニタリ表現ではないことがわかる。

trR0(f)− ι(G,H)
ι(H,H)

trR0(fH) =
∑

χ;I(χ)非ユニタリ

aχe
〈χ,λ〉

一方、(4.2)の左辺そのものはユニタリ保型表現の局所成分の指標からなるから、もう一つ
の展開

trR0(f)− ι(G,H)
ι(H,H)

trR0(fH) =
∑

χ;I(χ)ユニタリ

a′χe
〈χ,λ〉

が得られる。ここで現れる λは支配的なもののWeyl群軌道に属するから、これらの表記
が一致するためには両辺が消えるしかない。

4.2 Lie環への帰着

Waldspurgerは上記の Clozelや Halesの議論を Lie環に拡張して、定理 3.1,単位元に対
する定理 3.4の証明を以下で述べる特別な場合に帰着した。

■設定 まず Lie 環での状況を説明しよう。F を局所体として、G, ψG : GF̄
∼→ G∗

F̄
,

E = (H, LH, s, ξ)を 3.1節までの通りとする。特に Gder は単連結としている。Gやその
極大トーラス T の Lie 環を g, t などのドイツ小文字で表す。G の g への随伴作用を Ad

で表し、X ⊂ g(F )の Gでの固定化群 (中心化群)を GX := {g ∈ G |Ad(g)X = X}と
書く。X ∈ gが正則半単純とは GX ⊂ Gが (極大)トーラスであることとし、正則半単純
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元のなす開稠密集合を grs ⊂ gと書く。X ∈ grs(F )のときは GX を TX と書くことにし
て、f ∈ C∞

c (g(F ))の X での軌道積分

OX

(
f,
dg

dt

)
=

∫
TX(F )\G(F )

f(Xg)
dg

dt

を導入する。ただし Xg := Ad(g)−1X と略記している。
X ∈ grs(F )の安定軌道 XG(F )は今の場合、単に X の G(F̄ )軌道 XG(F̄ ) と g(F )の

交わりである。XG(F )内の G(F )軌道が D(TX)で記述されることなどは群の場合と同
様である。また極大トーラスの許容埋め込み ηB,BH

に付随する射 ηB,BH
: tH

∼→ t ⊂ g∗

を用いて、h(F )内の G正則元の集合 hG-rs(F )や Y ∈ hG-rs(F )が X ∈ grs(F )の像であ
ることなどが定義される。
ここからは懸案である F が非アルキメデス的な場合を解説する。適当な 0 の近傍

Ω ⊂ g(F ) 上では指数写像 exp : Ω → G(F ) が定義されている。H に対しても同様であ
る。X ∈ grs(F )とその像 Y ∈ hG-rs(F )に対して、λ ∈ F× で λ2X , λ2Y が指数写像の定
義域に入っているものを取り、Lie環上の移行因子を

∆(Y,X) := ∆(expλ2Y, expλ2X)

と定める。右辺は 2.6節で定義した群上の移行因子であり、これは十分 0に近い λの取り
方によらない。Y が X の像でない場合にはもちろん ∆(Y,X) := 0とする。

注意 4.2. 移行因子のうち ∆III,2(γH , γ) = ωa(γ∗)は十分 1に近い γ∗ に対して 1である。
よって∆(Y,X)は∆III,2 を定める ξ|WF によらない。言い換えれば Lie環上の内視論には
Weil群は必要ないのである。

■Lie環の基本補題 ここでは一時的に Gおよび E = (H, LH, s, ξ)が 3.2節の意味で不
分岐であるとする。特に G = G∗, ψG = idG∗ としてよい。同節のように超スペシャル点
とそれに付随する整数環 O上の Gの模型 G を取り、その Lie環を g と書く。超スペシャ
ル O 格子 g(O)の特性関数を 1g と略記する。H に対しても同様に O 上の模型 H の Lie

環 h および h(O)の特性関数 1h が考えられる。Y ∈ hG-rs(F )での安定軌道積分を

SOY

(
fH ,

dh

dt

)
:=

∑
Y ′∈Y H(F )/Ad(H(F ))

OY ′

(
fH ,

dh

dt

)
, fH ∈ C∞

c (h(F ))

と定める。
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定理 4.3 (Lie 環の基本補題). 上の不分岐な状況で、ある定数 c ∈ C× があって任意の
Y ∈ hG-rs(F )に対して

SOY

(
1h,

dh

dt

)
= c

∑
X∈grs(F )/Ad(G(F ))

∆(Y,X)OX
(
1g,

dg

dt

)
が成り立つ。

この定理は Waldspurger と Laumon, Ngô らの仕事により最終的に 2008 年頃証明され
たが、ここではまずこの定理を仮定して先に進もう。

■Fourier変換とその応用 非自明な加法指標 ψ : F → C1 を止め、G(F )の随伴作用で
不変な非退化対称形式 〈 , 〉g : g(F )⊗F g(F )→ F を取る。これにより f ∈ C∞

c (g(F ))の
Fourier変換

f̂(X ′) :=
∫

g(F )

f(X)ψ(〈X,X ′〉g) dX

が定まる。ただし不変測度 dX は上の Fourier変換について自己双対に取っておく。
ここからは軌道積分の特異性を相殺するため、

∆G(X) := |det(ad(X)|g(F )/tX(F ))|1/2F

とおいて、JG(X, f) := ∆G(X)OX(f, dg/dt) を考える方が便利である。Fourier 変換
ĴG(X, f) := JG(X, f̂)を考える。[HC99,定理 3]からこの Fourier変換は次の等式が成り
立つという意味での核関数 îG : grs(F )× grs(F )→ Cを持つ。

ĴG(X ′, f) =
∑
T⊂G

mod G(F ) 共役

1
|W (G,T )|

∫
t(F )

JG(X, f )̂iG(X ′, X) dX.

これを用いて

DG,H(Y,X) := γψ(g(F ))
∑

X′∈grs(F )/Ad(G(F ))

∆(Y,X ′)̂iG(X ′, X)

とおく。ここで γψ(V )は F 上の二次形式付き空間 (V, ( , ))の ψ に関する Weil定数と呼
ばれる不変量である。一方 h(F )上には、任意の許容埋め込み ηB,BH : tH(F ) ∼→ t(F )が
二次空間の同型になるような非退化対称形式 〈 , 〉h : h(F )⊗F h(F )→ F がただ一つある。
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これを使って Gの場合と同様に軌道積分の Fourier変換の核関数 îH(Y ′, Y )を定め、

D̃G,H(Y,X) := γψ(h(F ))
∑

Y ′∈Y H(F )/Ad(H(F ))
Y ′′∈hG-rs(F )/Ad(H(F ))

1
|D(TY ′′)|

∆(Y ′′, X )̂iH(Y ′, Y ′′)

とおく。

命題 4.4 ([Wal91] 定理 10.4). X ∈ grs(F ), Y ∈ hG-rs(F ) に対して DG,H(Y,X) =

D̃G,H(Y,X)である。

証明の概略. まず考えている G, H を代数体 k 上の適当な簡約群 Gとその内視群 H のあ
る素点wでの係数拡大として実現する。アデール環上の Lie環 g(A)上の Schwartz-Bruhat

関数 φ ∈ S(g(A))に対して

IG(φ) :=
∫
G(k)\G(A)

∑
ξ∈g(k)

φ(Ad(g)−1ξ) dg

とおく。非自明指標 ψ : A/k → C1 を固定すれば、それに関する Fourier変換

φ̂(X ′) :=
∫

g(A)

φ(X)ψ(〈X,X ′〉g) dX, φ ∈ S(g(A))

が考えられる。テスト関数 f ∈ S(g(A))と f̂ をともに楕円的な元の集合に台を持つ用に
選べば、Poisson和公式の両辺を積分することができて等式

IG(f) = IG(f̂)

が成り立つ。一方で IG(f)内の和と積分の順序を入れ替えて、単純な幾何展開

IG(f) =
∑

ξ∈grs(k)ell/Ad(G(k))

τ(Tξ)
∏
v

JG(ξ, fv)

を得る。こうして上の等式が Lie環における跡公式の代わりとなる。Lie環を考える利点
はスペクトルサイドに当たる右辺も Fourier変換に対する幾何展開となることである。H
に対しても同様の等式が考えられる。
上の等式を安定化する。固定した w 以外の素点 v では定理 4.3などを使って軌道積分

の合致が成り立つテスト関数 fv ∈ S(g(kv)), fHv ∈ S(h(kv))を取り、さらに内視群のう
ちH 以外のものの寄与は消えるようにしておく。さらに wではX ∈ grs(F )を固定して、
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fw ∈ C∞
c (g(kw)), fHw ∈ C∞

c (h(kw))を軌道積分の合致を満たし、かつ次の等式が成り立
つように具体的に作る [Wal91, §8]。∑

X′∈grs(kw)/Ad(G(kw))

∆(Y,X ′)JG(X ′, fw) = c1γψw(g(kw))−1DG,H(Y,X),

∑
Y ′∈Y H(F )/Ad(H(F ))

JH(Y ′, fHw ) = c1γψ(h(kw))−1D̃G,H(Y,X).

こうして得られたテスト関数 f =
⊗

v fv , fH =
⊗

v f
H
v を用いて上の跡公式の類似を安

定化すれば、等式
IG(f) = c

τ(G∗)
τ(H)

IH(fH)

が得られる。これを Fourier変換サイドに持って行った等式の両辺を比較して命題が証明
される。

この命題は次に解説するような驚くべき帰結を持つ。g(F ) 内の冪零 G(F ) 軌道の集
合を N (g(F ))で表す。各 o ∈ N (g(F ))に対して Shalika芽と呼ばれる grs(F )内の 0の
近傍で定義された関数 gG(X, o) があって、JG(X, f) は 0 の周りで漸近展開 (Shalika 芽
展開)

JG(X, f) =
∑

o∈N (g(F ))

gG(X, o)JG(o, f)

を満たす。右辺の第二項は冪零軌道 o上の軌道積分である。内視データ E = (H, LH, s, ξ)

に対して、(G,H)芽

gG,H(Y, o) :=
∑

X′∈XG(F )/Ad(G(F ))

∆(Y,X ′)gG(X ′, o), Y ∈ hG-rs(F )

を用意する。[LS90]の結果により、軌道積分の移行予想 (定理 3.1)はすべての簡約群とそ
の内視群に対して

gG,H(Y, o) ∈ span{gH,H(Y, oH) | oH ∈ N (h(F ))}, o ∈ N (g(F )) (4.3)

が成り立つことに帰着される。
一方、Fourier変換に対する Shalika芽展開から

îG(X ′, X) =
∑

o∈N (g(F ))

gG(X ′, o)̂iG(o, X) (4.4)
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が成り立つ。右辺の îG(o), (o ∈ N (g(F )))たちは線型独立なので、有限族 {Xi} ⊂ grs(F )

があって逆に
gG(X, o) =

∑
i

co(i)̂iG(X,Xi), co(i) ∈ C

と解くことができる。これを用いて (G,H)芽は

gG,H(X, o) =
∑
i

co(i)
∑

X′∈XG(F )/Ad(G(F ))

∆(Y,X ′)̂iG(X ′, Xi)

=γψ(g(F ))−1
∑
i

co(i)DG,H(Y,Xi)

と展開される。ところが命題 4.4によれば DG,H(Y,Xi)は

D̃G,H(Y,Xi)
γψ(h(F ))

=
∑

Y ′∈Y H(F )/Ad(H(F ))

Y ′′∈hG-rs(F )/Ad(H(F ))

1
|D(TY ′′)|

∆(Y ′′, Xi)̂iH(Y ′, Y ′′)

Xi の像 Yi を取って

=
∑

Y ′∈Y H(F )/Ad(H(F ))

∆(Yi, Xi)̂iH(Y ′, Yi)

H に対する (4.4)を使えば

=
∑

Y ′∈Y H(F )/Ad(H(F ))

∆(Yi, Xi)
∑

oH∈N (h(F ))

îH(oH , Yi)gH(Y ′, oH)

=
∑

oH∈N (h(F ))

∆(Yi, Xi)̂iH(oH , Yi)gH,H(Y, oH)

と書ける。すなわち (4.3)が示されてしまう。よって次が得られた。

系 4.5 (Waldspurger). Lie環の基本補題 (定理 4.3)が成り立てば、定理 3.1は正しい。

また同じく Shalika 芽展開と [LS90] の結果を用いた議論により、定理 4.3 から Hecke

環の単位元に対する基本補題 (4.1)が従うことも示せる。よって後は Lie環の基本補題を
示せばよい。
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4.3 正標数の場合

さらに Waldspurger は Lie 環の基本補題の証明において、p 進体 F を正標数の局所体
で置き換えてよいことを証明した [Wal06]。なおこの主張だけについては Clucker-Loeser

がより公理的な側面に限定した別証明を与えている [CL10]。この正標数の場合の Lie環
の基本補題は Laumon-Ngôのユニタリ群の場合の証明を経て、Bao Châu Ngôによって幾
何的な手法を用いて証明された。その概要は 2010 年度 RIMS 研究集会「代数的整数論
とその周辺」でも紹介させていただいたので、興味のある読者の方はその講演スライド
[Kon10]を参照されたい。
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楕円項の安定化∗
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概要

この原稿では [今野 11b], [今野 11a] の構成を正則でない楕円共役類に拡張する。
次にそれを用いて跡公式の楕円項を内視群上の安定超函数たちで展開する安定化の
過程を解説する。
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4.2 安定跡公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1 設定と復習
この原稿では [今野 11b, 3節]の状況にもどって F を代数体とし、そのアデール環を A
と書く。Gは F 上定義された連結簡約線型代数群とし、G(A)のユニタリ表現 (R,L(G))

を思い出す。ここでも簡単のために Gの導来群は単連結であると仮定しよう。すると G

の Arthur-Selberg跡公式の楕円項は

TGell(f) =
∑

γG(F )∈G(F )ell

τ(Iγ)Oγ(f0)

で与えられていた。ここで f ∈ H(G(A))に対して f0 はその AG ⊂ ZG(F∞)上の平均を
表す [同 5.2節]。テスト関数が f =

⊗
v fv , (fv ∈ H(G(Fv))のとき、f0 は f のアルキメ

デス成分 f∞ :=
⊗

v|∞ fv をその AG 上の平均

f0
∞(g) :=

∫
AG

f∞(ag) da

で置き換えたものであることに注意しよう。Iγ は γ の Gでの連結中心化群 ZG(γ)0 であ
り、τ(Iγ) はその玉河数であった。なお楕円元の定義から γ は半単純で Iγ の中心は AG

を法として非等方的である。
内視論は非可換群の等質空間 G(F )\G(A)の局所大域原理を、共役類ごとの局所大域原
理に帰着するものであると述べた。そうすることで開稠密部分集合をなす正則半単純共役
類に対しては、[今野 11b] で見たとおり局所大域原理が極大トーラスの Galois コホモロ
ジー群のそれで記述できるのだった。Langlandsによるこれらのアイディアは、自己同型
群が極大トーラスである CM 点での相互律を用いて一意な標準模型を構成する志村多様
体の理論に触発されたものであろう。一方で跡公式全体を安定化するには内視論の構成
を、中心化群がアーベル群ではない非正則半単純元にも拡張しなくてはならない。以下で
はその概要を解説するが、ここに紹介する Kottwitz の構成もやはり Deligne, Milne らに
よる志村多様体の共役の記述 [DMOS82]に現れるアイディアに強く依存している。
そういうわけで TGell(f) 全体を安定化したいのだが、楕円項には中心 ZG(F ) の項も含
まれる。実は [LL79]にも見られるように、中心項の安定化には内視群の跡公式の特異項
(SL2 の例ではユニポテント項)の寄与が現れ、楕円項だけで閉じた記述は得られない。そ
こで以下では Kottwitz [Kot86]に倣って

TG,∗ell (f) :=
∑

γG(F )⊂G(F )ellrZG(F )

τ(Iγ)Oγ(f0) (1.1)
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の安定化を考えることにする。

2 前安定化
我々はまだトーラスの玉河数についての小野の公式の一般の簡約代数群への拡張

[今野 11b, (5.6)]を示していないので、次元に関する次の帰納法の仮定をおくことにする。

dim I < dimGなる簡約群 I に対して τ(I) = τ1(I) :=
|π0(ZΓ

Î
)|

|X1(F,ZÎ)|
. (玉河)

なお本来書かれるはずであった次稿ではこの仮定の下で Gも同様の主張を満たすことを
安定跡公式の応用として証明する予定であった。

2.1 最初の変形

安定共役な γ, γ′ ∈ G(F )ell に対して γ′ = γg , (g ∈ G(F̄ ))と書けば、Iγ′ は Iγ の F 構
造を Iγ,ad(F̄ ) 値 1 コサイクル {Ad(gσ(g)−1)}σ∈Γ でひねった内部形式である。(トーラ
スでないので F 同型とは限らない。)しかし仮定 (玉河)から τ(Iγ) = τ(Iγ′)なので、正
則項の場合 [今野 11b, 5.3節]と同様に安定共役類ごとに和をまとめて

TG,∗ell (f) =
∑

γG(F )⊂G(F )ell

∑
γ′G(F )⊂γG(F )

τ(Iγ′)Oγ′(f)

=
∑

γG(F )⊂G(F )ell

τ(Iγ)
∑

γ′G(F )⊂γG(F )

Oγ′(f)

である。Gの準分裂データ ψG : GF̄
∼→ G∗

F̄
を思い出す。G(F )ell 3 γ に対してその共役

類の像 ψG(γG)は [今野 11b, 定理 3.6]から F 値点を持つ: ∃γ∗ ∈ ψG(γG)(F ). このとき
Iγ∗ は Iγ の内部形式であるからそれらの中心は同型である。よって ZIγ∗

/AG∗ も非等方
的だから γ∗ ∈ G∗(F )ell である。これにより G(F )ell 内の安定共役類の集合からG∗(F )ell
内の安定共役類の集合への単射ができて次を得る。

TG,∗ell (f) =
∑

γG∗
∗ (F )⊂G∗(F )ellrZG(F )

τ(I)
∑

γG(F )⊂ψ−1
G

(γG∗
∗ )(F )

Oγ(f0)

[今野 11b,補題 4.2]を使うと

=
∑

γG∗
∗ (F )⊂G∗(F )ellrZG(F )

τ(I)
∑

γG(F )⊂ψ−1
G

(γ∗)G(Ā)∩G(F )

Oγ(f0).
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次に右辺に現れる軌道積分は γG(A) のみで決まるから、右辺の内側の和を G(A)共役類
ごとにまとめる。[今野 11b,系 5.4]より G(A)共役類内の G(F )軌道の個数は

|(γG(A) ∩G(F ))/Ad(G(F ))| =
∣∣∣ker

(
D(Gγ)→

⊕
v

H1(Fv, Iγ)
)∣∣∣

=| ker(X1(F, Iγ)→X1(F,G))|
=| cok(X1(F,ZĜ)→X1(F,ZÎ))|

に等しい。[同, 補題 4.15] の (ii) の証明に用いた Ext 群の完全系列を 0 → X∗(DIsc) →
X∗(DI)→ X∗(DG)→ 0に適用して、局所大域可換図式

X(Isc)F // π0(ZΓ
Ĝ

) // π0(ZΓ
Î
)

// π0((ZÎ/ZĜ)Γ) //

��

H1(Γ, ZĜ) //

��

H1(Γ, ZÎ)

��∏
v π0((ZÎ/ZĜ)Γv ) // ∏

v H1(Γv, ZĜ) // ∏
v H1(Γv, ZÎ)

(2.1)

が得られる。ここで π0((ZÎ/ZĜ)Γ)→ H1(Γ, ZĜ)によるX1(F,ZĜ)の逆像を K(I)と書
くことにすれば、完全列

1 −→ π0(ZΓ
Ĝ

) −→ π0(ZΓ
Î
) −→ K(I) −→X1(F,ZĜ) −→X1(F,ZÎ)

がある。ここで γ が楕円的なことから X(Isc)F = 0であることに注意せよ。その位数を
取って等式

| cok(X1(F,ZĜ)→X1(F,ZÎ))| =
|π0(ZΓ

Ĝ
)||K(I)||X1(F,ZÎ)|

|π0(ZΓ
Î
)||X1(F,ZĜ)|

=
τ1(G)
τ(I)

|K(I)|

が従う。これを代入して

TG,∗ell (f) =
∑

γG∗
∗ (F )⊂G∗(F )ellrZG(F )

τ1(G)|K(I)|
∑

γ
G(A)
A ⊂ψ−1

G
(γ∗)G(Ā)

γ
G(A)
A ∩G(F )6=∅

OγA(f0). (2.2)

を得る。
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2.2 Kottwitz障害

上の表記中の条件 γ
G(A)
A ∩ G(F ) 6= ∅ を Galois コホモロジーの言葉で書くには、

[今野 11b, 4.4節]の Kottwitz障害を半単純元に拡張しなくてはならない*1。その議論は同
節とほぼ並行なので概説するにとどめる。考える状況は次の通り。半単純元 γ∗ ∈ G∗(F )

と γA ∈ G(A)である g ∈ G∗(Ā)に対して

Ad(g)ψG(γA) = γ∗ (2.3)

を満たすものを考える。ここで g ∈ G∗
sc(Ā)としてよい。I := Iγ∗ と書く。

2.2.1 Gsc(A)軌道の場合
まず Gsc(A)軌道 γ

Gsc(A)
A がいつ G(F )の元を含むかを考える。元 h ∈ Gsc(Ā)と単射

準同型 η : IF̄ ↪→ GF̄ の対で

• ある δη ∈ G∗
sc(F̄ )に対して η = ψ−1

G ◦Ad(δη)|IF̄
;

• η(γ∗) = Ad(h)γA

を満たすものの集合を X̃(γ∗, γA) と書く。(2.3) から (ψ−1
G (g), ψ−1

G ) ∈ X̃(γ∗, γA) だから
これは空ではない。X̃(γ∗, γA)は自然な Γ作用と整合する Gsc(F̄ )作用

δ.(h, η) := (δh,Ad(δ) ◦ η), δ ∈ Gsc(F̄ )

を備えている。それによる商集合を X(γ∗, γA) := Gsc(F̄ )\X̃(γ∗, γA)と書く。
簡単のために Isc := I ∩Gsc と略記する。X(γ∗, γA)には Isc(Ā)が右から

(h, η).i = (η(i)−1h, η), (h, η) ∈ X(γ∗, γA), i ∈ Isc(Ā)

と作用している。二元 (h, η), (h′, η′) ∈ X(γ∗, γA)が与えられたとき、Gsc(F̄ )作用で動か
して η′ = ηだとしてよい。すると η(γ∗)h = γA = η(γ∗)h

′ であるから、ある i ∈ Isc(Ā)が
あって (h′, η) = i.(h, η)となる。よって上の Isc(Ā)作用は推移的である。次に i ∈ I(Ā),

(h, η) ∈ X(γ∗, γA)が (h, η).i = (h, η)を満たすとすると、ある δ ∈ Gsc(F̄ )に対して

η(i)−1h = δh, Ad(δ) ◦ η = η.

*1 正則半単純な場合は Langlands障害と呼ばれるべきで、ふつう Kottwitz障害といえば半単純元まで拡張
したものを指す。
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前者を後者に代入して η ◦ Ad(i)−1 = η だから、i ∈ ZIsc(F̄ ))である。よって X(γ∗, γA)

は Isc(Ā)/ZIsc(F̄ )捻子である。

補題 2.1. γGsc(A)
A ∩G(F ) 6= ∅であるためには、(X(γ∗, γA)/Isc(F̄ ))Γ 6= ∅が必要十分で

ある。

証明. ある h ∈ Gsc(A) に対して γ := Ad(h)γA ∈ G(F ) であるとする。(2.3) から γ,

ψ−1
G (γ∗) は G(Ā) 共役だから、[今野 11b, 補題 4.2] により γ = Ad(δ) ◦ ψ−1

G (γ∗) となる
δ ∈ Gsc(F̄ )がある。このとき η := Ad(δ) ◦ ψ−1

G |IF̄
: IF̄ ↪→ GF̄ とおけば、[同, (3.1)]の

記号で

η−1 ◦ σ(η) = ψG ◦Ad(δ−1σ(δ)) ◦ σ(ψG)−1 = Ad(ψG(δ−1σ(δ))uσ), σ ∈ Γ

と書ける。また

η−1 ◦ σ(η)(γ∗) = η−1 ◦ σ(η(γ∗)) = η−1(γ) = γ∗

だから iσ := ψG(δ−1σ(δ))uσ ∈ Isc(F̄ )である。以上から

σ(h, η) =(h, σ(η)) = (h, η ◦Ad(iσ)) = (h,Ad(η(iσ)) ◦ η)
=(η(i−1

σ )h, η) = (h, η).iσ

となって、(h, η)は (X(γ∗, γA)/Isc(F̄ ))Γ の元である。つまり条件は必要である。
逆に (h, η) ∈ X(γ∗, γA)Γ を取れば、任意の σ ∈ Γに対して δσ ∈ Gsc(F̄ ), iσ ∈ Isc(F̄ )

があって
σ(h, η) = δ−1

σ .(h, η).iσ = (δ−1
σ η(i−1

σ )h,Ad(δ−1
σ ) ◦ η)

が成り立つ。この第一成分から {η(iσ)δσ = hσ(h)−1}σ は Gsc(F̄ )値 1コサイクルで、そ
のクラスはX1(F,Gsc) に属する。従って [今野 11b, 命題 4.8] から、ある δ1 ∈ Gsc(F̄ )

があって η(iσ)δσ = δ−1
1 σ(δ1), σ ∈ Γ と書ける。このとき h1 := δ1h ∈ Gsc(A) で η1 :=

Ad(δ1) ◦ η : I ↪→ Gは F 上定義されているから、Ad(h1)γA = η1(γ∗)は γ
Gsc(A)
A ∩G(F )

の元である。

ここで Isc に対する [今野 11b,命題 4.7] (i)の完全列

H1(F, Isc/ZIsc) −→ H1(F, Isc(Ā)/ZIsc(F̄ )) −→ π0((ZÎ/ZĜ)Γ)D
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を思い出す。Isc(Ā)/ZIsc(F̄ ) 捻子 X(γ∗, γA) の同型類に [同, 補題 4.10] で対応する
invX(γ∗, γA) ∈ H1(F, Isc(Ā)/ZIsc(F̄ )) の π0((ZÎ/ZĜ)Γ)D での像を obs1(γA, γ∗) で表
す。

命題 2.2. (2.3)の状況で γ
Gsc(A)
A ∩G(F ) 6= ∅であるためには obs1(γA, γ∗)が消えること

が必要十分である。

証明. 実際、(X(γA, γ∗)/Isc(F̄ ))Γ 6= ∅であるためには、invX(γ∗, γA)がH1(F, Isc/ZIsc)

の像に含まれることが必要十分だから、命題は補題 2.1から直ちに従う。

2.2.2 G(A)軌道への拡張
2.1節で定義した部分群 K(I) ⊂ π0((ZÎ/ZĜ)Γ)への obs1(γA, γ∗) ∈ π0((ZÎ/ZĜ)Γ)D の

制限を obs(γA, γ∗)とする。この分節の目標は次の定理である。

定理 2.3. (2.3)の状況で γ
G(A)
A ∩G(F ) 6= ∅であるためには obs(γA, γ∗) ∈ K(I)D が消え

ることが必要十分である。

証明. ここからの証明は [今野 11b, 4.4.2節]の素直な拡張である。まず (2.1)の 2行目の
左列の射の双対を

A :
⊕
v

π0((ZÎ/ZĜ)Γv )D −→ π0((ZÎ/ZĜ)Γ)D,

自然な射 π0(ZΓv

Î
) → π0((ZÎ/ZĜ)Γv )の双対を Bv として B :=

⊕
v Bv とおく。定義と

(2.1)から K(I)D = π0((ZÎ/ZĜ)Γ)D/A(kerB)がわかるから、obs(γA, γ∗)の消滅は

obs1(γA, γ∗) ∈ A(kerB) (2.4)

に等価である。
次に obs1(γA, γ∗) の γA についての振る舞いは次のように記述される。一般に

Isc(Ā)/ZIsc(F̄ ) 値 1 コサイクル {aσ}σ∈Γ に対して、その (Isc)ad(Ā) = Isc(Ā)/ZIsc(Ā)

での像で Isc(Ā)の Galois作用を σ 7→ Ad(aσ) ◦ σ とひねったものを Isc(Ā)a と書く。素
点 v において、コサイクル {Ad(aσ)}σ の Γv

v̄→ Γによる引き戻しで Isc
v := Isc ⊗F Fv の

Γv 作用をひねった内部形式を Isc,av と書けば、制限射の直和は同型

H1(F, Isc(Ā)a) ∼−→
⊕
v

H1(Fv, Isc,av )
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を与える ([今野 11b, (4.2)]と同様にして確かめられる)。双対群の中心は内部捻りの影響
を受けないので、Tate・中山射は αIsc,av : H1(Fv, Isc,av ) → π0(ZΓv

Îsc
)D となる [同, 命題

4.4]。以上を合成して “Tate・中山写像”

αa : H1(F, Isc(Ā)a) ∼−→
⊕
v

π0(ZΓv

Îsc
)D Σ v̄−→ π0(ZΓ

Îsc
)D

ができる。
さて (h, η) ∈ X(γ∗, γA)は σ ∈ Γに対して

σ(h, η) = (δ−1
σ η(a−1

σ )h,Ad(δ−1
σ ) ◦ η), δσ ∈ Gsc(F̄ ), aσ ∈ Isc(Ā)

を満たしていた。定義から invX(γ∗, γA)は {aσ}σ ∈ Z1(Γ, Isc(Ā)/ZIsc(F̄ ))のコホモロ
ジー類である。一方 Ad(h−1) ◦ η : Isc(Ā) ∼→ Gsc(Ā)γA は同型で

σ ◦Ad(h−1) ◦ η = Ad(h−1) ◦ η ◦Ad(aσ) ◦ σ, σ ∈ Γ

だから、Gsc(Ā)γA = Isc(Ā)a で上の構成により準同型

αγA := αa : H1(F,Gsc(Ā)γA) −→ π0(ZΓ
Îsc

)D

を得る。以上の下で γ′A ∈ γ
G(Ā)
A ∩G(A)を取る。Y (γA, γ′A) := {g ∈ Gsc(Ā) |Ad(g)γA =

γ′A}は明らかに右移動作用に関して Gsc(Ā)γA 捻子になる。その H1(F,Gsc(Ā)γA)でのク
ラスを inv(γA, γ′A)と書けば、

obs1(γ′A, γ∗) = αγA(inv(γA, γ′A))obs1(γA, γ∗) (2.5)

が成り立つ。
さて γ

G(A)
A ∩ G(F ) 6= ∅ であるためには、γ′A ∈ γ

G(A)
A で γ′A

Gsc(A) ∩ G(F ) 6= ∅ なる
ものがあることが必要十分。後者の条件は命題 2.2から obs1(γ′A, γ∗) = 1に同値である。
一方

D : H1(F,Gsc(Ā)γA) −→ H1(F,G(Ā)γA)

として G(Ā) = Gsc(Ā)G(Ā)γA に注意すれば、γ′A ∈ γ
G(A)
A なるためには inv(γA, γ′A) ∈

kerD が必要十分。以上を (2.5)に代入して、inv(γA, γ′A)は常に

C : H1(F,Gsc(Ā)γA) −→ H1(F,Gsc(Ā))

の核に属することに注意すれば、γG(A)
A ∩G(F ) 6= ∅は

obs1(γA, γ∗) ∈ αγA(kerC ∩ kerD) (2.6)

に同値なことがわかる。以上 (2.4), (2.6)から次を示せばよい。
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主張 2.3.1. A(kerB) = αγA(kerC ∩ kerD)である。

証明. まず αγA とその構成で Isc を I で置き換えたもののなす可換図式

H1(F,Gsc(Ā)γA) //

D

��

⊕
v

H1(Fv, Gsc,γv ) //

��

⊕
v

π0((ZÎ/ZĜ)Γv )D A //

B
��

π0((ZÎ/ZĜ)Γ)D

H1(F,G(Ā)γA) //
⊕
v

H1(Fv, Gγv ) //
⊕
v

π0(ZΓv

Î
)D

から αγA(kerC ∩ kerD) ⊂ αγA(kerD) ⊂ A(kerB)は明らか。
逆向きの包含関係を示す。[今野 11b,定理 3.7]から

kerC =
⊕
v|∞

ker
(
H1(Fv, Gsc,γv )→ H1(Fv, Gsc)

)
⊕

⊕
v-∞

H1(Fv, Gsc,γv ),

従って

αγA(kerC ∩ kerD) ⊃αγA

(⊕
v-∞

ker
(
H1(Fv, Gsc,γv )→ H1(Fv, Gγv )

)
=A

(⊕
v-∞

ker
(
π0((ZÎ/ZĜ)Γv )D Bv→ π0(ZΓv

Î
)D

))
がわかる。よって A(kerB) ⊂ A

(⊕
v-∞ kerBv

)
を示せば十分である。

短完全列 1→ Isc → I → DG → 1の Galoisコホモロジー完全列と (2.1)の双対完全列
を並べて得られる可換図式

DG(F ) δ //

��

H1(F, Isc) //

��

H1(F, I)

��

DG(F∞)
δ∞ //

��

⊕
v|∞

H1(Fv, Isc) //

⊕
αIsc

v��

⊕
v|∞

H1(Fv, I)

⊕
αIv��⊕

v|∞

H1(Γv, D̂G)D //
⊕
v|∞

π0((ZÎ/ZĜ)Γv )D
⊕

Bv//
⊕
v|∞

π0(ZΓv

Î
)D

を考える。ここで [今野 11b,注意 2.4]から

H1(Γv, D̂G)D ' Ĥ0(Fv, DG) =

®
DG(Fv)/NF̄v/Fv

(DG(F̄v)) Fv ' Rのとき
0 Fv ' Cのとき
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である。[PR94, 命題 7.8] から DG(F ) ⊂ DG(F∞) は稠密、DG(Fv) → H1(Γv, D̂G)D

は全射で
⊕

v|∞ H1(Γv, D̂G)D は有限群だから、先の図式の左の列の合成は全射である。
よって

δ(DG(F )) = ker
(
H1(F, Isc)→ H1(F, I)

)
の中央の列の射の合成による像は

⊕
v|∞ kerBv に一致する。

ところで
⊕

v π0((ZÎ/ZĜ)Γv )D の部分群(⊕
v

αIscv

)Å
im

(
ker[H1(F, Isc)→ H1(F, I)]→

⊕
v

H1(Fv, Isc)
)ã

は内側の核を取っていることと B の定義から kerB に含まれ、[今野 11b,命題 4.7]の最
後の主張から kerA にも含まれる。よって上と併せて、射影 kerB � ⊕

v|∞ kerBv の
kerA ∩ kerB への制限が全射であることが従う。すると勝手な x = (x∞, xfin) ∈ kerB,

(x∞ ∈
⊕

v|∞ kerBv , xfin ∈
⊕

v-∞ kerBv)に対して、(x∞, yfin) ∈ kerA ∩ kerB, (yfin ∈⊕
v-∞ kerBv)が取れる。このとき

A(x) = A((x∞, yfin) + (0, xfin − yfin)) = A(xfin − yfin) ∈ A
(⊕
v-∞

kerBv
)

となって、A(kerB) ⊂ A
(⊕

v-∞ kerBv
)
が示された。

2.3 前安定化

定理 2.3を使って (2.2)を展開しよう。そこに現れる正則でない半単純元での軌道積分
を定義するには Kottwitzの符号が必要である [Kot83]。
まず標数 0の局所体 F 上の連結簡約線型代数群 Gに対して、

e(G) :=

®
(−1)(dimXG∗−dimXG)/2 F がアルキメデス的なとき
(−1)rkFG

∗
der−rkFGder F が非アルキメデス的なとき

とおく。ここで F がアルキメデス的なときには、実 Lie群 G(F )の対称空間を XG と書
いており、rkFGder は Gder の F ランク、つまり単純相対ルートの個数を表す。これを用
いて半単純元 γ ∈ G(F )に対して e(γ) = eG(γ) := e(Gγ)とおく。
次に Gが代数体 F 上の連結簡約線型代数群の状況にもどって、アデール群の半単純元

γA = (γv)v ∈ G(A)に対して

e(γA) = eG(γA) :=
∏
v

e(γv)

10



とおく。有限個を除く非アルキメデス素点 v で Gγv は不分岐 ([今野 11b,補題 4.6]参照)

ゆえ、[Kot83, 295頁系]から e(γv) = 1で、従って右辺の Euler積は実際には有限積であ
る。さらに半単純な γ ∈ G(F )に対しては積公式(

eG(γ) =
∏
v

eGv (γ)
)

= 1 (2.7)

が成り立つ [同, 297頁命題]。
さて (2.2)の軌道積分にはG(F )の元と共役な γAしか寄与しないから、そこに e(γA) = 1

を挟んでも差し支えない。定理 2.3と有限アーベル群 K(I)上の指標の直交関係を使えば
(2.2)は

TG,∗ell (f) =
∑

γG∗
∗ (F )⊂G∗(F )ellrZG(F )

τ1(G)
∑

γ
G(A)
A ⊂ψ−1

G
(γ∗)G(Ā)∩G(A)∑

κ∈K(I)

κ(obs(γA, γ∗)e(γA)OγA(f0)
(2.8)

となる。

3 内視論の拡張
次の操作は上の (γ∗, κ) についての和の順序を入れ替えて、さらにそれを楕円的内視

データとその半単純元の対 (E , γH)についての和で書くことである。

3.1 ノルム

一時的に F を標数が 0の局所または大域体とする。Gを F 上定義された連結簡約線型
代数群で Gder = Gsc を満たすものとし、E = (H, LH, s, ξ)をその内視データとする。
半単純元 γH ∈ H(F ) に対して、それを含む極大トーラス TH ⊂ H とその許容埋め

込み ηB,BH
: TH

∼→ T ⊂ G∗ を取る。このとき γ∗ := ηB,BH
(γH) の安定共役類は γH

の安定共役類のみで定まり、TH や ηB,BH
の取り方によらない。TH の H でのルート系

R(H,TH)は ηB,BH
により R(G∗, T )の部分集合と見なせる。このとき γH が (G,H)正

則あるいは γH , γ が等しく特異 (equisingular) とは、任意の α ∈ R(G∗, T ) r R(H,TH)

に対して α(γH) 6= 1 であることとする。このとき IH := IγH
と I := Iγ∗ のルート

系は一致するから、許容埋め込み ηB,BH
は同型 η∗IH

: LI ∼→ LIH を与え、内部捻り
ηIH

: IH,F̄
∼→ IF̄ ⊂ G∗

F̄
に延びる。H 内の (G,H)正則半単純な元のなす開稠密部分集合
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を HG,H ⊂ H と書く。ただし例外として H = G∗ のときだけは G∗ r ZG の半単純元の
なす開稠密部分集合を HG,H と書く。
正則半単純共役類の場合と同様に ψG は G(F ) の半単純安定共役類の集合から G∗(F )

のそれへの単射を与える。(G,H)正則な γH に対して上の記号で γG∗ (F )がある半単純安
定共役類 γG(F ) ⊂ G(F )の ψG による像になっているとき、γH は γ の像あるいはノル
ムであるという。そのような γ がないとき、γH は G(F )の像でないという。

3.2 (E , γH)による展開

ふたたび F が代数体の場合にもどる。ここでは [今野 11b, 6.2節]の対応を半単純な場
合に拡張する。
Kell(G(F )) を γ∗ ∈ G∗(F )ell と κ ∈ K(I = G∗

γ∗) の対の安定共役類の集合とする。こ
こで (γ∗, κ)と (γ′∗, κ

′)が安定共役とは、

• ある g ∈ G(F̄ ) に対して γ′∗ = γg∗ かつ Ad(g)−1|I : Iγ,F̄
∼→ Iγ′,F̄ が内部捻り

(Gder = Gsc から常に成り立つが)で、
• それが引き起こす同型 Îγ ' Îγ′ による κの像が κ′ である

ことである。次に Eell(G) を楕円的内視データ E = (H, LH, s, ξ) と (G,H) 正則な
γH ∈ H(F )ell の対の同型類の集合とする。ただし (E , γH)と (E ′, γH′)が同型とは、同型
g : E ∼→ E ′ があってそれに付随する α : H ∼→ H ′ が γH の安定共役類を γH′ のそれに移
すこととする。ここで α ◦Had(F )は gから一意に決まるので 2つ目の条件は αの取り方
によらない。

命題 3.1. 全単射 Eell(G) ∼→ Kell(G(F ))がある。

証明. 証明の議論は [今野 11b, 6.2節]とほぼ並行なので対応の概要のみを述べる。
まず (γ∗, κ) ∈ Kell(G(F )) が与えられているとする。I = Iγ∗ の極大トーラス T で
楕円的、つまり T/AI が非等方的なものと、その L 群の許容埋め込み ξT : LT ↪→ LG

を取る。T � DI � DG から ZĜ ⊂ ZÎ ⊂ T̂ がある。T の楕円性から (T̂ /ZĜ)Γ は
離散的ゆえ、その部分群 (ZÎ/ZĜ)Γ も同様である。よって κ ∈ (ZÎ/ZĜ)Γ の ξT によ
る像 sZĜ および Ĥ := ZĜ(s)0 は定義可能である。このとき H = Ĥ o ξT (WF ) は
定義可能であることも [同, 6.2.3 節] のように確かめられる。[同, 補題 6.3] より同型
ξ : LH ∼→ H ↪→ LGがある。このとき (H, LH, s, ξ)は Gの楕円的内視データになる。最
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後に ξHT := ξ−1 ◦ ξT : LT ↪→ LH の双対 ξH,∗T : TH
0,F̄

∼→ TF̄ による γ∗ の逆像の H での共
役類は F 上定義されている。よって [同,定理 3.6]からその有理点 γH ∈ H(F )が取れる。
逆に (E , γH) ∈ Eell(G) を取ってくる。IH := IγH

の楕円的極大トーラス TH とその
許容埋め込み ηB,BH

: TH
∼→ T ⊂ G∗, ξTH

: LTH ↪→ LH を取る。γ∗ := ηB,BH
(γH)

は G(F ) の楕円的な元である。許容埋め込み ξT : LT ↪→ LG による s の逆像 sT は
(T̂ /ZĜ)Γ の元を定める。一方、ηB,BH

が IH と I の間の内部捻りに延びることから
η∗B,BH

(ZÎ) = ZÎH
であり、また二つの許容埋め込み ξT , ξ ◦ ξTH

◦ η∗B,BH
: LT ↪→ LGの

T̂ への制限は一致している。よって内視データの定義から

s ∈ ξ(ZĤ) ⊂ ξ ◦ ξTH
(ZÎH

) = ξ ◦ ξTH
◦ η∗B,BH

(ZÎ) ⊂ ξT (ZÎ)

が成り立つ。つまり sT ∈ ZÎ でその ZÎ/ZĜ での像 κは Γ不変である。[今野 11b, 6.2.1

節]と同様にして κ ∈ K(I)であることも示せる。

(2.8)に戻ろう。[今野 11b,補題 4.5]から γA についての和は有限なので、κについての
和と順序を入れ替えられる。さらに上の命題を使えば、[同, 6.3節]の記号と議論により

TG,∗ell (f) =τ1(G)
∑

γG∗
∗ (F )⊂G∗(F )ellrZG(F )

∑
κ∈K(I)∑

γ
G(A)
A ⊂ψ−1

G
(γ∗)G(Ā)∩G(A)

κ(obs(γA, γ∗))e(γA)OγA(f0)

=
∑

E∈Eell(G)

ι(G,H)τ1(H)
∑

γH
H
∈HG,H(F )ell∑

γ
G(A)
A ⊂ψ−1

G
(ηIH

(γH))G(Ā)∩G(A)

κ(obs(γA, γ∗))e(γA)OγA(f0).

(3.1)

と書ける。

3.3 軌道積分の移行

次のステップは [今野 11b]で予告したように (3.1)の右辺の 2行目を H(A)上の安定軌
道積分で展開することである。そのために必要な局所体上の軌道積分の移行は [今野 11a]

で解説した。しかしそこで得られたのは正則半単純元での軌道積分の移行であり、(3.1)

に現れるすべての項を扱うにはそれを非正則な半単純元にも広げる必要がある。ここでは
その結果を [LS90]から引用する。
以下この節では F は標数 0 の局所体とする。G, H その他は 3.1 節の通りとする。

[今野 11a, 定理 2.9] の直後に移行因子 ∆(δH , δ), (δ ∈ Grs(F ), δH ∈ HG-rs(F ))が定義さ
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れていた。まずはこれをHG,H(F )×G(F )に延ばそう。(G,H)正則な γH ∈ H(F )が半
単純元 γ ∈ G(F )の像でない場合には

∆(γH , γ) := 0

と定義すればよい。次に γH が γ の像のときには、γH を含む極大トーラス TH ⊂ H を取
り、極限

∆(γH , γ) := lim
δH→γH ,δ→γ

δH∈TH(F )∩HG-rs(F )

∆(δH , δ) (3.2)

を考える。ここで δ ∈ G(F )は δH を像に持つ元とする。これは TH の取り方によらず定
義可能になることが [LS90]の主定理を使って示せる。
さて半単純な γ ∈ G(F )での安定軌道積分を

SOγ

(
f,
dg

di

)
:=

∑
γ′G(F )⊂γG(F )

e(γ′)Oγ′

(
f,
dg

di′

)
, f ∈ H(G(F ))

と定義する。正則な場合と違って Kottwitz の符号 e(γ′) = e(Iγ′) についての重み付き和
になる。Iγ′(F ), (γ′ ∈ γG(F ))上の不変測度 di′ については次のような正規化を採用する。
Iγ′ は Iγ の内部形式なので内部捻り ψγ′ : Iγ′,F̄

∼→ Iγ,F̄ が Iγ の内部自己同型を除いてた
だ一つある。Iγ 上の F 上定義された最高次微分形式 ω を取れば、ψ∗

γ′ω も Iγ′ 上の F 有
理微分形式である。F 上の不変測度 dx を取れば、これらの体積形式に付随して Iγ(F ),

Iγ′(F )それぞれの上の不変測度 |ω|F , |ψ∗
γ′ω|F が決まる。不変測度は定数倍を除いて一意

だから di = c|ω|F , (c ∈ R×
+) と書けるが、このとき di′ := c|ψ∗

γ′ω|F と選ぶことにする。
次の補題は F がアルキメデス的なときは [She83,補題 2.9.3],非アルキメデス的なときは
[Kot88,命題 1]で証明されている。

補題 3.2. SOγ(dg/di)は [今野 11a, 1.3節]の意味の安定超関数である。

以上の下で次が成り立つ。
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命題 3.3 ([LS90]補題 2.4.A). 上の状況で f ∈ H(G(F ))と fH ∈ H(H(F ))が [今野 11a,

定理 3.1] の意味の軌道積分の合致を満たすとする。このとき任意の (G,H) 正則な
γH ∈ H(F )に対して

SOγH

(
fH ,

dh

diH

)
=

∑
γG(F )∈G(F )

e(γ)∆(γH , γ)Oγ
(
f,
dg

di

)
が成り立つ。ただし γH が γ の像のとき、IγH

(F )上の不変測度 diH は内部捻り IγH ,F̄
∼→

Iγ,F̄ に関して Iγ(F )上の測度 diと整合するものを選んでいる。

これの証明は表現論からの準備が必要なため省略する。興味のある読者は原論文を参照
いただきたい。

4 安定化
いよいよ安定化のプロセスも最終段階である。再び F が代数体の状況に戻る。まず

κ(obs(γA, γ∗))と移行因子の関係を調べよう。

4.1 積公式

補助的な γ̄H ∈ HG-rs(F ), γ̄ ∈ Grs(F )で γ̄H が γ̄ の像であるものを一組固定しておく。
そして F の素点についての定数の族 {∆v(γ̄H , γ̄)}v で

• 有限個を除く v で ∆v(γ̄H , γ̄) = 1で、
•

∏
v ∆v(γ̄H , γ̄) = 1

を満たすものを選んでおく。
まず最初に γH ∈ H(F )ell が G正則な場合を考える。例によって TH := HγH

の許容埋
め込み ηB,BH

: TH
∼→ T ⊂ G∗ を取り、γ∗ := ηB,BH

(γH) ∈ Grs(F )ell とおく。すべての
局所成分が正則な γA = (γv)v ∈ G(A)に対して、移行因子

∆(γH , γv) = ∆(γH , γv; γ̄H , γ̄)∆v(γ̄H , γ̄)

が定まる [今野 11a, 2.6 節]。この状況で γH が γA のアデール像 (adelic image) であると
は、γA ∈ ψ−1

G (γ∗)G(Ā) なることとする。もし γH が γA のアデール像でなければある素点
v で ∆(γH , γv) = 0 である。なお上の移行因子は補助データによらないから、R(G∗, T )
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に対する a データ {(aα,v)v} を F̄× 内に取り、χ データ {(χα,v)v} がイデール類指標
χα : A×

Fα
/F×

α → C1 の局所成分からなるとしてよい。

命題 4.1 ([LS87]定理 6.4.A). γH ∈ HG-rs(F )が γA = (γv)v ∈ G(A)のアデール像である
とする。
(i)有限個を除く素点 v で∆(γH , γv) = 1である。
(ii) [今野 11a, 2節]の記号で∏

v

∆I(γH , γv) =
∏
v

∆II(γH , γv) =
∏
v

∆III,2(γH , γv) =
∏
v

∆IV(γH , γv) = 1.

証明. 証明中は [今野 11a, 2節]の記号を断りなく使う。
(i)非アルキメデス素点 v で種々の補助データが不分岐であるものを考える。[今野 11b,

(2.4)]から λ(Tsc) ∈ H1(F, Tsc)の H1(Fv, Tsc)での像は消えているから ∆I(γH , γv) = 1.

χデータも不分岐、aデータは単数群に含まれるから∆II(γH , γv) = 1. さらに γ∗ ∈ T (Ov)
だから ∆III,2(γH , γv) = 1. ∆IV(γH , γv) = 1が成り立つことも自明である。

(ii) ∆I の積公式は Tate・中山双対性 [今野 11b,命題 2.5]から、∆IIと∆III,2は γ∗ ∈ T (F ),

aα ∈ F̄× と χα|F×
α

= 1 から、∆IV についてはイデールノルムの積公式から明らかであ
る。

系 4.2 (移行因子の積公式). 命題 4.1の状況で
∏
v ∆v(γH , γv) = κ(obs(γA, γ∗)).

証明. やはり [今野 11a, 2節]の記号を用いる。命題と ∆v(γ̄H , γ̄)の取り方から、∏
v

∆v(γH , γv) =
∏
v

∆1(γH , γv; γ̄H , γ̄) =
∏
v

〈
sT, inv

(γH , γv
γ̄H , γ̄

)〉
である。ここで右辺の局所コホモロジー類はコバウンダリー ∂uσ,τ ∈ Z2(F, Tsc) を相殺
するために上記のような形をしていたのだった。しかしその⊕

v

H1(Fv,T)→ H1(F,T(Ā))→ H1(A/F,T)

による像は [今野 11b,補題 4.14]の記号で (inv(γ∗, γA)−1, inv(γ̄∗, γ̄))の

H1(A/F, Tsc)×H1(A/F, T̄sc) −→ H1(A/F,T)
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による像にほかならない。([今野 11b,補題 4.14]と [今野 11a, 2.2節]の vσ の定義を見較
べよ。)よって Tate・中山双対性の局所大域可換性 ([今野 11b,命題 2.5 (ii)])から∏

v

〈
sT, inv

(γH , γv
γ̄H , γ̄

)〉
=
〈sT̄sc

, inv(γ̄∗, γ̄)〉
〈sTsc , inv(γ∗, γA)〉

= κ(inv(γ∗, γA))−1

[同,補題 4.14]から

=κ(obs(γA, γ∗))

となって系が得られる。

さて、我々の目的には正則でない γH ∈ H(F )ell に対しても同様の結論が必要である。
すなわち次の予想を仮定しなくてはならない。

予想 4.3 (Kottwitz). γH ∈ H(F )ell が (G,H)正則で、ある γA = (γv)v ∈ G(A)のアデー
ル像であるとする。
(i)有限個を除く素点 v で (3.2)の移行因子 ∆(γH , γv)は 1に等しい。
(ii)

∏
v ∆v(γH , γv) = κ(obs(γA, γ∗)).

残念ながら一般にこの予想を証明するアイディアは今のところ知られていない。しかし
古典群の場合には、Waldspurger による移行因子をWeil 定数や二次指標など共役類の不
変量で書き下した明示公式があり、それによってこの予想を確かめることはできると思わ
れる。

4.2 安定跡公式

予想 4.3の下で (3.1)の内側の和は∑
γ

G(A)
A は γH を
アデール像に持つ

κ(obs(γA, γ∗))e(γA)OγA(f0)

=
∏
v

Å ∑
γ

G(Fv)
v ⊂G(Fv)

e(γv)∆(γH , γv)Oγv

(
fv,

dgv
div

)ã
と書ける。(正確にはアルキメデス素点だけはテスト関数 f∞ を AG 上で平均した f0

∞ を
使っているので、G(F∞) = ResF/QG(R)を Q代数群の R値点の群と見て変形する必要
がある。)右辺の各素点の項は [今野 11a,定理 3.1, 3.4]とその命題 3.3による半単純元へ
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の拡張を用いて、H(Fv) 上の安定軌道積分で表すことができる。こうして次の定理が証
明された。

定理 4.4 (跡公式の楕円項の安定化). 予想 4.3 を仮定する。テスト関数 f =
⊗

v fv ∈
H(G(A))を取る。楕円的内視データ E = (H, LH, s, ξ)と各素点で fv に対して [今野 11a,

定理 3.1] の条件を満たす fHv があり、fv が Hecke環の単位元 1Kv であるほとんどすべ
ての素点では fHv = 1KH

v
に取れる。fH =

⊗
v f

H
v とおけば、跡公式の楕円項のうち中

心項以外の部分 (1.1)は

TG,∗ell (f) =
∑

E∈Eell(G)

ι(G,H)STHell,G(fH)

と展開される。ここで

STHell,G(fH) :=
∑

γH
H
⊂HG,H(F )ell

τ1(H)SOγH (fH),

SOγH
(fH) =

∏
v

SOγH
(fHv )

と書いている。

注意 4.5. (i)最初に除いた中心項
∑
ζ∈ZG(F ) τ(G)f(ζ)は各項がすでに安定超関数である

ことが示せる。
(ii)たとえH の安定跡公式が計算できても、(G,H)正則項のみからなる部分 STHell,G(fH)

は実質的に計算できない。従って定理のような部分的安定化を単独で応用するには、
STHell,G(fH) = 0となるようなテスト関数 f を取るしかない。
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1. 初めに
サマースクールでは GL1 の捩じれた跡公式と Arthur の安定跡公式

について解説を行いました. 本来はサマースクールでの講演にもとづ
き (simple version でない) 跡公式の安定化について解説を行うべきな
のですが, 本概説では GL1 の捩じれた跡公式を例にとり跡公式の安定
化の解説を行うことにしました. その理由としては, Arthur 自身によ
る 260ページにもなる優れた概説論文 “An introduction to the trace
formula” が既に存在しており, これより優れたものを本報告集にまと
めるのは著者の能力を超えると思われたことと, GL1 の捩じれた跡公
式は初等的に安定化が行えるため表現論等を必要とせずに跡公式の安
定化とはなにかを説明できることがあります.

1



2 平賀 郁

一般の代数群に対しては, 跡公式の幾何側の主要部分である楕円項の
安定化についての今野拓也氏による優れた解説が本報告集にあるので
そちらを読まれることをお薦めします.
本概説はサマースクールの報告集ということもあり日本語で記述し

ています. 安定跡公式とかエンドスコピーに関する日本語の専門用語
は未だ一般に定着していないと思われますので, §A に本概説での日本
語訳と元の英語との対照表をつけてあります.

捩じれたエンドスコピーは base change の一般化です. Base change
に捩じれた跡公式を使うことは齋藤裕先生の論文 [Sai75] から始まりま
した.

2. Notations

本概説では F は数体とし, E を F の 2 次拡大体としています. ま
た F の素点を v で表します. 更に次の記号を使います. (ヴェイユ群に
ついては [AT68, Chapter Fifteen] を参照してください.)

記号 2.1. 　
　A: F のアデール環
　AE: E のアデール環
　 σ: Gal(E/F ) の非自明な元
　 F : F の代数的閉体
　 ΓF : F の絶対ガロア群 Gal(F/F )
　 ΓE: E の絶対ガロア群 Gal(F/E)
　WF : F のヴェイユ群
　WE: E のヴェイユ群
　WFv : Fv のヴェイユ群

ノルム写像を
NE/F : E× −→ F×

とします. また E1 ⊂ E× を NE/F の核とします. つまり E1 = {x ∈
E×|NE/Fx = 1}です. ガロア群の元 σ の作用は E⊗F Fv や AE に自然
に延長され, それも同じ記号 σ で表します. ノルム写像も (E ⊗F Fv)

×

や A×
E に自然に延長できますから, それらも同じ記号 NE/F で表すこ

とにします.

NE/F : (E ⊗F Fv)
× −→ F×

v

NE/F : A×
E −→ A×

いまの場合 E/F は 2 次拡大体なので E ⊗F Fv は Fv の 2 次拡大体
か Fv ⊕Fv となります. 前者の場合 Fv の 2 次拡大体を Ev で表すこと
にします. 本概説では E ⊗F Fv = Ev となる素点全体のなす集合を PI
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で表し, E ⊗F Fv = Fv ⊕ Fv となる素点全体のなす集合を PNI と表す
ことにします. つまり

E ⊗F Fv =

{
Ev, v ∈ PI

Fv ⊕ Fv, v ∈ PNI

となります.
いま A×

F/F
×NE/F A×

E は位数 2 の群になりますから, その非自明な指
標を ω で表します. また v ∈ PI の場合にも F×/NE/FE

× は位数 2 の
群になりますから, その非自明な指標を ωv で表します. 素点 v ∈ PNI

に対しては F×
v /NE/F (E ⊗F Fv)

× は自明な群なので ωv は自明な指標
とします. またそれぞれを A×

F , F×
v の指標とみなします. つまり

ω :F×NE/F A×
E で自明な A× の非自明な指標

ωv :

{
NE/FE

×
v で自明な F×

v の非自明な指標, v ∈ PI

F×
v の自明な指標 v ∈ PNI

とします.
類体論により準同形写像

WF −→ F×\A×

WFv −→ F×
v

が得られるので, これにより F× 上自明な A× の指標と WF の 1 次元
指標を同一視し, F×

v の指標と WFv の 1 次元指標を同一視します.

素点 v ∈ PI に対しては σv を Gal(Ev/Fv) の自明でない元とし, 素
点 v ∈ PNI に対しては σv を自明な Fv ⊕ Fv への作用とします (よっ
て σ の Fv ⊕ Fv への作用とは異なります). 本概説を通じて WE に含
まれない WF の元 wσ を固定し, 素点 v ∈ PI に対しても WEv に含ま
れない WFv の元 wσv を固定しておきます. また素点 v ∈ PNI に対し
ては wσv = 1 としておきます.

Remark 2.2. いま
WF/WE = ΓF/ΓE = 〈σ〉

なので w2
σ ∈ WE となりますが, w2

σ の準同形写像
WE −→ E×\A×

E

での像は A× − F×NE/F A×
E に入ります. よって

ω(w2
σ) = −1

です. 同様に v ∈ PI に対しては
ωv(w

2
σv

) = −1
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が成り立ちます.

ユニタリ群は
{δ ∈ GL1(E)| δσ(δ) = 1}

ですが, F 上定義された代数群を考えたいので, 次のように U1 を定義
します. まず

G = ResE/FGL1

とします. 記号 ResE/F は Weil restriction of scalars を意味していま
す. つまり G は F 上定義された代数群で, F 上では GL1 ×GL1 と同
形ですがガロア群 ΓF の作用が

τ(δ1, δ2) =

{
(τ(δ1), τ(δ2)), τ ∈ ΓE

(τ(δ2), τ(δ1)), τ ∈ ΓF − ΓE

(δ1, δ2) ∈ G

となるものです. すぐに分かるように G に対しては

G(F ) = {(δ, σ(δ))| δ ∈ GL1(E)} ' GL1(E) = E×

が成り立ちます. ここで

(δ1, δ2) = (δ2, δ1), (δ1, δ2) ∈ G

とすると · は F 上定義された同形写像で, E× への σ の作用を G(F ) '
E× により G(F ) に引き戻したものになっています. （ガロア群の元と
しての σ の G への作用とは異なっているので別の記号にしてありま
す.）代数群としての U1 を

U1 = {δ ∈ G| δδ = 1}

により定めます. 定義から

U1(F ) = {(δ, σ(δ))| δ ∈ E×, δσ(δ) = 1}

となりますから, これは確かにユニタリ群です.

Remark 2.3. U1 は E 上定義された写像

U1 3 (δ, δ−1) 7→ δ ∈ GL1

により GL1 と同形になりますから G は U1 の base change に対応す
る代数群です.

素点 v ∈ PI では U1 は Ev/Fv に対応するユニタリ群になります. 素
点 v ∈ PNI では G は GL1 ×GL1 と Fv 上同形になり U1 は同形写像

U1 3 (δv, δ
−1
v ) 7→ δv ∈ GL1

により Fv 上 GL1 と同形になります.
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3. L-群と Langlands 対応
3.1. L-群. ここでは L-群について簡単に説明します. いま F 上定義さ
れた代数群 T で F 上 GL1 × · · · × GL1 と同形になっているもの (G
も U1 もそうです) について

X∗(T ) = Hom(T,GL1)

X∗(T ) = Hom(GL1, T )

と定義します. ここで X∗ と X∗ が入れ替わるものが双対群 T̂ です.
つまり

T̂ = X∗(T )⊗GL1(C)

と定義されます. X∗(T ) にはガロア群 ΓF が作用していますから,

GL1(C) に ΓF を自明に作用させることにより, T̂ への ΓF の作用が定
まります. よって準同形写像 WF −→ ΓF を経由してヴェイユ群 WF が
T̂ に作用します. T の L-群とは半直積

LT = T̂ oWF

のことです. G と U1 に対しては

Ĝ = C× × C×, τ(g1, g2) =

{
(g1, g2), τ ∈ ΓE

(g2, g1), τ ∈ ΓF − ΓE

Û1 = C∗, τ(h) =

{
h, τ ∈ ΓE

h−1 τ ∈ ΓF − ΓE

となります. 素点 v ∈ PI のときも同様で, v ∈ PNI のときには T̂ , Ĝ
に ΓFv が自明に作用します.
F 上定義された準同形写像 T1 −→ T2 に対して, 自然な準同形写像

X∗(T2) −→ X∗(T1) が存在しますが, これは ΓF の作用と可換なので
ΓF の作用と可換な双対群の間の準同形写像

T̂2 −→ T̂1

と L-群の間の自然な準同形写像
LT2 −→ LT1

が定まります.
F 上定義された G の同形写像 θ を

θ(δ1, δ2) = (δ−1
2 , δ−1

1 ), (δ1, δ2) ∈ G

と定めます. これに対応して双対群 Ĝ の同形写像
θ̂ : (g1, g2) 7→ (g−1

2 , g−1
1 ), (g1, g2) ∈ Ĝ
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が得られます. いま準同形写像
Û1 3 h 7→ (h, h−1) ∈ Ĝ

が存在し, その像は {g ∈ Ĝ| θ̂(g) = g} となります. この準同形写像の
双対となる準同形写像は

G 3 (δ1, δ2) 7→ δ1δ
−1
2 ∈ U1

なので G(F ) ' E× から U1(F ) ' E1 への写像としては
E× 3 δ 7→ δσ(δ)−1 ∈ E1

となります.

3.2. Langlands 対応. 完全列
1 −−−→ F× −−−→ E× −−−→ E1 −−−→ 1

δ −−−→ δσ(δ)−1

に対応して代数群の完全列
1 −−−→ GL1 −−−→ G −−−→ U1 −−−→ 1

とその双対

1 ←−−− LGL1 ←−−− LG
ξ1←−−− LU1 ←−−− 1

(h, h−1) o w ←−−− ho w

があります.

定義 3.1. U1 の L-パラメーターとは連続な準同形写像
φ : WF −→ LU1 = Û1 oWF

で第 2 因子への射影が恒等写像となっているもののことです. (G, GL1

の L-パラメーターも同様です.)

Tate–中山双対により U1 の L-パラメーターと U1(F )\U1(A) の 1 次
元指標とが対応しています. この対応を以下で説明します. L-パラメー
ター φ : WF −→ LU1 があると, ξ1 との合成により L-パラメーター

ξ1 ◦ φ : WF −→ LU1
ξ1−→ LG

が得られます. G(F )\G(A) ' E×\A×
E なので ξ1◦φは E×\A×

E の 1次元
指標を定めるはずですが,それは ξ1◦φをWE に制限して Ĝ = C××C×

の第 1 因子への射影をとった準同形写像
proj1 ◦ (ξ1 ◦ φ)|WE

: WE −→ LG
proj1−→ C×

に類体論で対応するものです. この E×\A×
E の 1 次元指標は A× に制

限すると自明になるので
A×E×\A×

E ' U1(F )\U1(A)
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の 1 次元指標を定めます. これが L-パラメーター φ : WF −→ C× に
対応する 1 次元指標です. 素点 v ∈ PI に対しても同様にして L-パラ
メーター φv : WFv −→ LU1 と U1(Fv) ' E1

v の 1 次元指標が対応し
ます. 素点 v ∈ PNI のときには U1 ' GL1 なので L-パラメーターと
U1(Fv) ' F×

v との対応は局所類体論の定めるものになります.

定義 3.2. L-パラメーター φ : WF −→ LU1 に対応する U1(F )\U1(A)
の 1 次元指標を ρφ と表すことにし, L-パラメーター ϕ : WF −→ LG
に対応する G(F )\G(A) ' E×\A×

E の 1 次元指標を πϕ と表すことに
します. 局所的な L-パラメーターに関しても同様に表すことにします.

L-パラメーター φ : WF −→ LU1 を WFv へ制限すると, 局所的な L-
パラメーター φv が得られ,

ρφ = ⊗vρφv

となっています.
以下では説明を分かりやすくする為, G(F )を E× と同一視し, U1(F )

を E1 と同一視します. また G(A) を A×
E と同一視します. 同様に

v ∈ PI に対しては G(Fv)を E×
v と同一視し, U1(Fv)を E1

v と同一視し
ます. また v ∈ PNI に対しても G(Fv)を F×

v ×F×
v と同一視し, U1(Fv)

を F×
v と同一視します.

G(AF ) ' A×
E により θ を A×

E の同形写像とみると
θ(δ) = σ(δ)−1, δ ∈ A×

E

となります. 局所体のときも同様です.

4. G の捩じれた跡公式の安定化
4.1. G の捩じれたエンドスコピー. §3.2 の Langlands 対応の記述から

πξ1◦φ(δ) = ρφ(δδ
−1

)

πξ1◦φv(δv) = ρφv(δvδv
−1

)

となることが分かります. これはエンドスコピーによる移送
TranG

U1,ξ1
: ρφ −→ πξ1◦φ

を定めます.
このとき, TranG

U1,ξ1
の像は §3.2 の Langlands 対応の記述から

π|E×A×
F
≡ 1

をみたす A×
E の 1次元指標の全体となります. いま δθ(δ)−1 ∈ GL1 (A×

E

と同一視すると δθ(δ)−1 = δσ(δ) ∈ A×
F ) なので, このような π は θ-不

変です. また次が成り立つこともわかります.

Remark 4.1. π が θ-不変 ⇐⇒ π|E×NE/FA×
E
≡ 1
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ですから θ-不変な π には TranG
U1,ξ1

の像に入らないものがあります.

実は ξ1 : LU1 −→ LG の他にもうひとつ
ξ2 : LU1 −→ LG

が存在しています. これは E×\A×
E の指標 µ として A×

F に制限したと
き ω となるものをひとつ固定して,

ξ2(ho w) = (hµ(w), hµ(w)) o w, ho w ∈ Û1 oWE

ξ2(1 o wσ) = (1,−1) o wσ

と定めることにより得られます. 準同形写像 ξ2 による 1 次元指標の間
の対応は

πξ2◦φ(δ) = ρφ(δδ
−1

)µ(δ)

により与えられます. この対応を
TranG

U1,ξ2
: ρφ 7→ πξ2◦φ

と表すと, TranG
U1,ξ2

の像は A×
F への制限が ω となる E×\A×

E の 1 次元
指標の全体となるので, TranG

U1,ξ1
と TranG

U1,ξ2
の像の合併が θ-不変な

E×\A×
E の 1 次元指標の全体と一致します.

2個の (U1, ξ1), (U1, ξ2) ([KS99]の記号で (U1,
LU1, 1, ξ1), (U1,

LU1, 1, ξ2))
が G の θ に対応する捩じれたエンドスコピーの同値類の代表系になり
ます.
素点 v ∈ PI に対しても上記と同様のことが成り立ちます. 素点

v ∈ PNI に対しては TranG
U1,ξ1

と TranG
U1,ξ2

の像は一致していて両方と
も θ-不変な F×

v × F×
v の 1 次元の全体となります.

4.2. U1 の跡公式. U1の跡公式は Poissonの和公式そのものです. H(U1(A))
を U1(A) 上の滑らかでコンパクトな台をもつ関数全体の集合とします.
また f ∈ H(U1(A)) と γ ∈ U1(A) と U1(A) の 1 次元指標 ρ に対して

J(γ, f) = f(γ)

J(ρ, f) =

∫
U1(A)

ρ(x)f(x) dx

と定めます. また U1(F )\U1(A) の 1 次元指標全体の集合を Π(U1) と
表すことにします. このとき U1 の跡公式は∑

γ∈U1(F )

vol(U1(F )\U1(A)) · J(γ, f) =
∑

ρ∈Π(U1)

1 · J(ρ, f)

となります. これは安定跡公式になっています.

記号 4.2. U1 の跡公式の両辺を ŜU1(f) と表すことにします.
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4.3. G の捩じれた跡公式. いま

AG =

{
(x, x, . . . , x) ∈

∏
v: archimedean

G(Fv)|x ∈ R×
>0

}
として, L2(G(F )AG\G(A)) への θ の作用 I(θ) を

(I(θ)ψ)(x) = ψ(θ−1(x)), ψ ∈ L2(G(F )AG\G(A))

と定義します. L2(G(F )AG\G(A))には G(A)が右移動 rで作用します.
つまり δ ∈ G(A) が r(δ) : ψ(x) 7→ ψ(xδ) により作用しています. これ
は G(A)の表現です. いま G(A)上の滑らかでコンパクトな台をもつ関
数全体の集合を H(G(A)) と表し, f̃ ∈ H(G(A)) の L2(G(F )AG\G(A))
への作用を

(r(f̃)ψ)(x) =

∫
G(A)

f̃(y)ψ(xy) dy

で定義します. G(A) の既約表現 π に対しても同様に作用素 π(f̃) を定
めます. G(A)の捩じれた跡公式は r(f̃)◦I(θ)の跡についての公式です.
Πθ(G) を r の既約分解に現れる G(A) の表現 π で π(θ−1(δ)) = π(δ)
をみたすもの全体の集合とします. π ∈ Πθ(G) とするとき π への I(θ)
の制限も同じ記号 I(θ) で表します. （実際にはこのとき I(θ) の π へ
の制限は恒等写像です.）

定義 4.3. δ, δ′ ∈ G(F ) が θ-共役とは
δ′ = x−1δθ(x)

となる x ∈ G(F ) が存在することです. このとき
δ′ ∼θ δ

と表すことにします.

Remark 4.4. いま
x−1δθ(x) = x−1θ(x)δ = NE/F (x−1)δ

なので
U1 = {x ∈ G|x−1δθ(x) = δ}

であり, G(F ) ' E× の θ-共役類は E×/NE/FE
× と同一視されます.

捩じれた軌道積分を

Jθ(δ, f̃) =

∫
U1(A)\G(A)

f̃(x−1δθ(x)) dx

と定義します.
このとき捩じれた跡公式は次のようになります.
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命題 4.5.

2 ·
∑

δ∈E×/NE/F E×

vol(U1(F )\U1(A))Jθ(δ, f̃) =
∑

π∈Πθ(G)

1 · trace(π(f̃)◦ I(θ))

（左辺は G(F ) ' E× により δ ∈ G(F ) を E× の元とみています.）
Proof.

(r(f̃) ◦ I(θ)ψ)(x) =

∫
G(A)

f̃(y)ψ(θ−1(xy)) dy =

∫
G(A)

f̃(x−1θ(y))ψ(y) dy

=

∫
G(F )AG\G(A)

∑
δ∈G(F )

∫
AG

f̃(x−1δθ(y)a)ψ(y) da dy

なので

trace(r(f̃) ◦ I(θ)) =

∫
G(F )AG\G(A)

∑
δ∈G(F )

∫
AG

f̃(x−1δθ(x)a) da dx

= 2

∫
G(F )AG\G(A)

∑
δ∈G(F )

∫
AG

f̃(a−1x−1δθ(xa)) da dx

を変形していくと幾何側がでます. 一方, スペクトル側が∑
π∈Πθ(G)

1 · trace(π(f̃) ◦ I(θ))

となることはすぐに分かります. �
4.4. G の安定 θ-共役.

定義 4.6. δ, δ′ ∈ G(F ) が安定 θ-共役とは
δ′ = x−1δθ(x)

となる x ∈ G(F ) が存在することです. このとき
δ′ ∼st,θ δ

と表すことにします. 同様にして δv, δ
′
v ∈ G(Fv) が安定 θ-共役である

ということも定義されます. （F を Fv に書き換えるだけです.）
補題 4.7. δ, δ′ ∈ G(F ) が θ-共役になる為の必要十分条件は, G(F ) '
E× により E× の元とみて

δ′ ∈ δNE/FE
×

が成り立つことです. 一方で δ, δ′ ∈ G(F ) ' E× が安定 θ-共役になる
為の必要十分条件は

δ′ ∈ δF×

が成り立つことです.
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Proof. θ-共役については既に示してあるので, 安定 θ-共役について証
明します.
x = (x1, x2) ∈ G(F ) とするとき

x−1θ(x) = (x−1
1 , x−1

2 )(x−1
2 , x−1

1 ) = (x−1
1 x−1

2 , x−1
2 x−1

1 )

です. よって x ∈ G(F ) に対して NE/F (x) = xθ(x)−1 = xx と定めると
NE/FG(F ) = {(y, y)| y ∈ GL1(F )}

なので
NE/FG(F ) ∩G(F ) = {(y, y)| y = σ(y), y ∈ GL1(E)} ' F×

となり,
δ′ ∼θ,st δ ⇐⇒ δ′ = x−1θ(x)δ, ∃x ∈ G(F )

より, 安定 θ-共役の場合が証明されます. �
系 4.8. δ, δ′ ∈ G(F ) に対して

δ′θ(δ′) = δθ(δ)⇐⇒ δ′ ∼θ,st δ.

Proof. δ′, δ ∈ E× とみて
δ′ ∼st,θ δ ⇐⇒ δ′ ∈ δF× ⇐⇒ δ′σ(δ′)−1 = δσ(δ)−1

なので x ∈ G に対して x = θ(x)−1 であることからいえます. （G(F )
での · の作用は E× では σ になっていました.） �
Remark 4.9. 素点 v ∈ PI でも同様の結果が成り立ちます. 素点
v ∈ PNI では

δ′v ∼st,θ δv ⇐⇒ δ′v ∼θ δv ⇐⇒ δ′vθ(δ
′
v) = δvθ(δv)

が成り立ちます.

定義 4.10. δ′, δ ∈ G(A) が G(A) の下で θ-共役とは δ′ = x−1δθ(x) を
みたす x ∈ G(A) が存在することです. 同様に A = A ⊗F F として
G(A) の下での θ-共役も定義されます. それぞれ δ′ ∼A,θ δ, δ

′ ∼st,A,θ δ
と表すことにします.

補題 4.11. δ′, δ ∈ G(A) に対して次が成り立ちます.

δ′ ∼A,θ δ ⇐⇒ δ′ ∈ δNE/F A×
E ⇐⇒ δ′v ∼θ δv,

∀v

δ′ ∼st,A,θ δ ⇐⇒ δ′ ∈ δA× ⇐⇒ δ′v ∼st,θ δv,
∀v

系 4.12. δ′, δ ∈ G(F ) に対しては
δ′ ∼θ δ ⇐⇒ δ′ ∼A,θ δ

δ′ ∼st,θ δ ⇐⇒ δ′ ∼st,A,θ δ

も成り立ちます.
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Proof. θ-共役については補題 4.7と補題 4.11と (NE/F A×
E ∩ E×) =

NE/FE
× から従います. 安定 θ-共役については補題 4.7と補題 4.11と

A× ∩ E× = F× から従います. �

定義 4.13. δ′v, δv ∈ G(Fv) が安定 θ-共役になっているとき

inv(δ′v, δv) = δ′vδ
−1
v の F×

v /NE/F (E ⊗F Fv)
× での像

と定義します.

定義 4.14. δ ∈ G(A) と γ ∈ U1(A) が

γ = δθ(δ)

をみたすとき γ は δ のノルムであるといいます. δ を A×
E の元とみる

と δθ(δ) は δσ(δ)−1 となります. （G を U1 の base change とみたと
きのノルムです.）局所体の場合も同様に γv = δvθ(δv) によりノルムを
定めます.

Remark 4.15. 補題 4.11 から δ′, δ ∈ G(A) に対して次がいえます.

δ′ と δ のノルムが等しい ⇐⇒ δ′ ∼st,A,θ δ

定義 4.16. 以下, 各 γ ∈ U1(F ) に対して γ が δγ ∈ G(F ) のノルムと
なるような δγ を固定しておきます. また δ ∼st,A,θ δ

γ となる δ ∈ G(A)
に対して

obs(δ) = δ(δγ)−1 の A×/F×NE/F A×
E での像

と定義します. よって obs(δ) は
∏

v inv(δv, δ
γ
v ) の A×/F×NE/F A×

E で
の像です. (無限積は実際は有限個を除いて 1 です.）

Remark 4.17. 本概説では obs をノルムが U1(F ) に入る δ ∈ G(A)
に対して定義しています. 本概説での inv,obs は [KS99] のものとは
少し異なっています.

補題 4.18. obs(δ) は δγ の取り方に拠っていません. また次が成り立
ちます.

obs(δ) = 1⇐⇒ δ ∼A,θ δ
′ for some δ′ ∈ G(F )

Proof. obs(δ) = 1とすると δ = δγtx, t ∈ F×, x ∈ NE/F A×
E と書かれる

ので, δ′ = δγt ∈ G(F )とおくと δ ∼A,θ δ
′となります. 逆に δ′ ∈ G(F )に

対して δ ∼A,θ δ
′ が成り立つとすると, δ′ ∼st,A,θ δ

γ となることと系 4.12
から δ′ ∈ δγF× が分かります. よって δ ∈ δ′NE/F A×

E ∈ δγF×NE/F A×
E

となります. 最後に右辺の条件は δγ の取り方に拠らないので obs は
δγ の取り方に拠らないことが分かります. �
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4.5. 移送.

定義 4.19. γ ∈ U1(A) が δ ∈ G(A) のノルムであるとき, 移送因子 ∆ξ

(ξ = ξ1, ξ2) を
∆ξ1(γ, δ) = 1

∆ξ2(γ, δ) = µ(δ)

と定義します. γ が δ のノルムでないときには ξ = ξ1, ξ2 のどちらに対
しても

∆ξ(γ, δ) = 0

とします. 局所体 Fv の場合も同様に移送因子を定めます.

Remark 4.20. γ が δ のノルムであるとき x ∈ A× に対して
∆ξ1(γ, δx) = ∆ξ1(γ, δ)

∆ξ2(γ, δx) = ω(x)∆ξ2(γ, δ)

が成り立ちます. 局所体 Fv の場合も同様です.

補題 4.21. 定義から γ ∈ U1(F ) と δ ∼st,A,θ δ
γ をみたす δ ∈ G(A) に

対して次が成り立つことが分かります.

∆ξ(γ, δ) =

{
1, ξ = ξ1

ω(obs(δ)), ξ = ξ2

補題 4.22. f̃ ∈ H(G(A)), ξ = ξ1, ξ2 に対して f ξ を

J(γ, f ξ) = f ξ(γ) =
∑

δ∈A×
E/NE/FA×

E

∆ξ(γ, δ)J
θ(δ, f̃)

により定めると f ξ ∈ H(U1(A)) となります.

Remark 4.23. 一般の簡約代数群の跡公式を扱うときには, 上記の補
題は局所体上の 2つの定理に分解されます. ひとつは移送の存在定理
で, もうひとつは基本補題です.

4.6. G の捩じれた跡公式の安定化. まずスペクトル側の安定化を行い
ます. TranG

U1,ξ の定義と f ξ の定義から次の補題が成り立つことが分か
ります.

補題 4.24. G(F )\G(A) の 1 次元指標 ρ と ξ = ξ1, ξ2 に対して πξ =
TranG

U1,ξ(ρ) と定めると, πξ ∈ Πθ(G) であり, しかも

trace(πξ(f̃) ◦ I(θ)) = trace(πξ(f̃)) = J(ρ, f ξ)

が成り立ちます. （いまの場合は I(θ) は恒等写像です.）
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定理 4.25. G の捩じれた跡公式のスペクトル側は下のように安定化さ
れます.∑

π∈Πθ(G)

1 · trace(π(f̃) ◦ I(θ))

=
∑

π∈Πθ(G)
π|A×≡1

1 · trace(π(f̃) ◦ I(θ)) +
∑

π∈Πθ(G)
π|A×≡ω

1 · trace(π(f̃) ◦ I(θ))

=
∑

ρ∈Π(U1)

J(ρ, f ξ1) +
∑

ρ∈Π(U1)

J(ρ, f ξ2)

= ŜU1(f ξ1) + ŜU1(f ξ2)

また, これまで説明してきたことを使うと G の捩じれた跡公式の幾
何側は次のようにして安定化されることが分かります.

定理 4.26.

2 ·
∑

δ∈E×/NE/F E×

vol(U1(F )\U1(A))Jθ(δ, f̃)

=2 ·
∑

γ∈U1(F )

∑
δ∈E×/NE/F E×

δ∼st,A,θδγ

vol(U1(F )\U1(A))Jθ(δ, f̃)

=2 ·
∑

γ∈U1(F )

∑
δ∈A×

E/NE/FA×
E

δ∼st,A,θδγ

vol(U1(F )\U1(A))
1

2
(1 + ω(obs(δ)))Jθ(δ, f̃)

=2 ·
∑

γ∈U1(F )

∑
δ∈A×

E/NE/FA×
E

δ∼st,A,θδγ

vol(U1(F )\U1(A))
1

2
(∆ξ1(γ, δ) + ∆ξ2(γ, δ))J

θ(δ, f̃)

=
∑

γ∈U1(F )

vol(U1(F )\U1(A))(J(γ, f ξ1) + J(γ, f ξ2))

=ŜU1(f ξ1) + ŜU1(f ξ2)

5. パケットと安定跡公式: 変則的な解説
この節では安定跡公式とパケット・重複度公式とがどのように関係

しているかについて説明したいと思いますが, 残念ながら G の捩じれ
た跡公式のスペクトル側はこの節の目的からすると良い例になってい
ません. しかし, 幾何側とスペクトル側は “双対”と考えられ, G と U1

の跡公式の幾何側をスペクトル側に見立てると, パケットがどのような
ものなのかを大まかに説明することができます. （但し本来のパケット
は捩じれていないエンドスコピーにより記述されるので, その意味でも
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ここでの説明はあくまでも類似として捉えておいてください.）この節
では以後, 幾何側とスペクトル側の役割を入れ替えて, 幾何側をスペク
トル側に見立てて説明をしていきたいと思います.

スペクトル側 役割を入れ替えて説明←→ 幾何側
この節の内容は幾何側とスペクトル側, 捩じれたエンドスコピーと

捩じれていないエンドスコピーを混同したようなものになっています.
ですから, この節の定義や用語等をそのまま信じてはいけません! 必要
なときには, 必ずきちんとした文献で定義や用語を確認してください.

5.1. 局所パケットの類似. §4.5 で定めた対応 H(G(A)) 3 f̃ 7→ f ξ ∈
H(U1(A)) と同様に局所体上でも

J(γv, f
ξ
v ) = f ξ

v (γv) =
∑

δv∈E×
v /NE/F (E⊗F Fv)×

∆ξ(γv, δv)J
θ(δv, f̃v)

により H(G(Fv)) 3 f̃v 7→ f ξ
v ∈ H(U1(Fv))を定めることができます. 但

し ∆ξ(δv, γv) もアデール上のものと同様に

∆ξ1(γv, δv) =

{
1, γv が δv のノルム
0, γv が δv のノルムではない

∆ξ2(γv, δv) =

{
µv(δv), γv が δv のノルム
0, γv が δv のノルムではない

定義します. これにより H(U1(Fv)) 上の線形形式 l : H(U1(Fv)) −→ C
を

H(G(Fv)) 3 f̃ 7→ f ξ 7→ l(f ξ) ∈ C
により H(G(Fv))上の線形形式に持ち上げることができます. このよう
にして得られたH(G(Fv)) 上の線形形式を TranG

U1,ξ(l) と表します. 以
下素点としては v ∈ PI のときだけを説明します. 素点 v ∈ PNI では
状況が簡単になるので考えてみてください. いま TranG

U1,ξ により線形
形式

J(γv) : fv 7→ J(γv, fv), γv ∈ U1(Fv), fv ∈ H(U1(Fv))

を持ち上げると, 定義から

TranG
U1,ξ1

(J(γv)) = Jθ(δγv
v ) + Jθ(δγv

v εv)

TranG
U1,ξ2

(J(γv)) = µv(δ
γv
v )Jθ(δγv

v )− µ(δγv
v )Jθ(δγv

v εv)

となることが分かります. 但し δγv
v は γv が δγv

v のノルムとなるような
ものを一つ固定して, εv も F×

v − NE/FE
×
v の元をひとつ固定していま
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す. このように J(γv) から TranG
U1,ξ1

,TranG
U1,ξ2

によって持ち上げられ
た線形形式に現れる θ-共役類が局所的な “A-パケット” です. つまり

{δγv
v , δ

γv
v εv}

が γv と対応する G の局所的な “A-パケット” ということになります.

Remark 5.1. 実際の表現の場合には対応は A-パラメーターを使って
表されると予想されています. L-パケットと A-パケットとは一般には
別のものです. 齋藤–黒川リフトの場合のように, 一般の L-パケットに
対しては上記のような記述は成り立ちません.

定義 5.2. ξ = ξ1, ξ2 と δγv
v , δ

γv
v εv とのペアリングを
〈ξ1, δγv

v 〉 = 1

〈ξ2, δγv
v 〉 = 1

〈ξ1, δγv
v εv〉 = 1

〈ξ2, δγv
v εv〉 = −1

と定めます. また γv が γ ∈ U1(F ) の局所因子になっているときには
δγv
v を δγ の局所因子にとります.

Remark 5.3. 定数倍を除いて TranG
U1,ξ(J(γv))における Jθ(δγv

v ), Jθ(δγv
v εv)

の係数と一致するようにペアリングを定義します. 今の場合は δγv
v を

決めてそれが 1 になるように定義していますが, 一般に定数倍を除い
て定義すると, 定数倍のとりかたによる不定性がでてきます, この不定
性は本来の A-パケットの場合にも現れます. 簡約代数群が quasi-split
の場合には Whittaker functional を用いて定数倍の不定性を扱うこと
ができると予想されています.

S-群を
S = {ξ1, ξ2}

と定め, 群構造を
S = {ξ1, ξ2} −−−→ Z/2Z

ξ1 −−−→ 0

ξ2 −−−→ 1

により定義します. 上記の 〈 , 〉 は δγv
v , δ

γv
v εv に S の指標を対応させて

います.

5.2. 重複度公式の類似. この節では安定跡公式を用いて重複度公式の
類似を説明します. ここではスペクトル側ではなく幾何側を類似とし
て扱いますが, 安定跡公式の幾何側は §4.6 で既に安定化されているの
で, ここでの説明は実際にはトートロジーです.
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いま U1(F ) の元がノルムになるような δ ∈ G(A) に対して

〈ξ, δ〉 =
∏

v

〈ξ, δv〉, ξ = ξ1, ξ2

と定めると, 有限個の素点を除いて 〈ξ, δv〉 は 1 となり, しかも定め方
から

〈ξ1, δ〉 = 1

〈ξ2, δ〉 =

{
1, δ は大域的
−1, δ は大域的でない

となります. ここで δ が大域的とはある G(F ) の元と G(A) の下で θ-
共役であることとします. つまり ω(obs(δ)) = 1 となることです.

Remark 5.4. ここでの “大域的” という用語はスペクトル側を扱うと
きの大域的な保型表現の類似として使用しています.

我々は既に跡公式の幾何側を知っていますが, 説明の都合上それは一
旦忘れて ∑

δ∈A×
E/NE/FA×

E

aδJ
θ(δ, f̃) = ŜU1(f ξ1) + ŜU1(f ξ2)

という形から議論を始めることにします. ここで aδ は δ に対して決ま
る数でこれが最終的に知りたいものであると思ってください. （通常
はスペクトル側に知りたい情報があり, そちらは幾何側を安定化した段
階では分かっていないという想定です. ここでは幾何側をスペクトル
側に見立てているので幾何側が分かっていない状態から始めます.）

Remark 5.5. 本来の跡公式ではスペクトル側の係数が重複度と関わっ
ています.

いま γ ∈ U1(F ) に対して
Πγ(G) = {δ ∈ A×

E/NE/F A×
E|全ての素点で γv は δv のノルム }

とおきます.

Remark 5.6. Πγ(G) は局所因子が大域的な A-パラメーターの定める
局所的な A-パケットに含まれているような表現の集合の類似です.

すると
TranG

U1,ξ1
(J(γ))(f̃) =

∑
δ∈Πγ(G)

〈ξ1, δ〉Jθ(δ, f̃)

TranG
U1,ξ2

(J(γ))(f̃) =
∑

δ∈Πγ(G)

〈ξ2, δ〉Jθ(δ, f̃)
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となるので,
aγ = vol(U1(F )\U1(A))

と表すことにすると,

ŜU1(f ξ1) + ŜU1(f ξ2) =
∑

γ∈U1(F )

aγJ(γ, f ξ1) +
∑

γ∈U1(F )

aγJ(γ, f ξ2)

=
∑

γ∈U1(F )

aγ

(
J(γ, f ξ1) + J(γ, f ξ2)

)
=

∑
γ∈U1(F )

aγ

(
TranG

U1,ξ1
(J(γ))(f̃) + TranG

U1,ξ2
(J(γ))(f̃)

)

=
∑

γ∈U1(F )

aγ

 ∑
δ∈Πγ(G)

〈ξ1, δ〉Jθ(δ, f̃) +
∑

δ∈Πγ(G)

〈ξ2, δ〉Jθ(δ, f̃)


=

∑
γ∈U1(F )

aγ

 ∑
δ∈Πγ(G)

(〈ξ1, δ〉+ 〈ξ2, δ〉) Jθ(δ, f̃)


= 2

∑
γ∈U1(F )

aγ

∑
δ∈Πγ(G)

(
1

2
(〈ξ1, δ〉+ 〈ξ2, δ〉)

)
Jθ(δ, f̃)

となります. よって Πγ(G) に含まれている δ に対して

aδ = 2aγ

(
1

2
(〈ξ1, δ〉+ 〈ξ2, δ〉)

)
が成り立つことになります. このようにして aδ が S の指標 〈 , 〉 によ
り表されることになります.

Remark 5.7. 今の場合は捩じれた跡公式なので θ の AG への作用か
ら 2 がついています.

Remark 5.8. スペクトル側であれば aδ に対応するものが重複度と関
係しているので S-群の指標を使って重複度が表せることになります.
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Appendix A. 日本語 ←→ 英語
跡公式 trace formula
捩じれた跡公式 twisted trace formula
安定跡公式 stable trace formula
θ-共役 θ-conjugate
安定 θ-共役 stably θ-conjugate
跡 trace
安定化 stabilization
楕円項 elliptic terms
幾何側 geometric side
スペクトル側 spectral side
パケット packet
エンドスコピー endoscopy
移送 transfer
移送因子 transfer factor
双対群 dual group

Appendix B. 安定跡公式の文献の至極簡単な紹介
現在は Arthur自身による跡公式の解説 “An introduction to the trace

formula” [Art05]があります. 第１部で “unrefined trace formula”まで
が解説され, 第２部で “stable trace formula” と古典群への応用が解説
されています. 全体で 260ページの分量がありますが, 第１部は基本的
なことから解説してありますから読みやすいと思います. 第２部は第
１部に比べると記述が粗い部分が多くなりますが, Arthur の原論文へ
の案内として読まれると良いのではないかと思います.
現在 Arthur の論文は

http://www.claymath.org/cw/arthur/index.php

に集められていますのでここから入手することができます. ちなみに
Langlands の論文も

http://publications.ias.edu/rpl/

に集められています.
安定跡公式については “A stable trace formula I, II, III” [Art02],

[Art01], [Art03] が基本的な文献です. 特に “A stable trace formula
I” で安定跡公式が定式化されています. 安定跡公式の定式化について
は, この原論文の方が [Art05] よりも読みやすいのではないかと思いま
す. 続く “A stable trace formula II, III” で証明が行われています. 安定
跡公式の証明は Arthur–Clozel の本 [AC89] での議論を発展させたも
のですので “A stable trace formula I,II, III” の前に [AC89] を読んだ方
が分かりやすいかもしれません.
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跡公式の主要部分である楕円部分の安定化については [Kot84] と
[Kot86] が基本文献ですが, 本報告集にも今野拓也氏の優れた解説が
あります. 安定跡公式を使って古典群の保型表現に関する結果を得よ
うとするときには捩じれた跡公式の安定化が必要になります. 捩じれ
た跡公式の楕円部分の安定化に関しては [KS99] が基本的な文献です.
また, ユニタリ群についての古典的な結果としては U(3) の場合を

扱った Rogawski による [Rog90] があります. この本には間違いと誤
植があり, [Rog92] で訂正されています.
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degree 2の p進 Siegel-Eisenstein級数

京都大学数学教室D1 竹森　翔∗

1 導入

桂田氏と長岡氏は，degree 2, level 1 の Siegel-Eisenstein 級数のある p 進極限が degree 2,

level p の genus theta 級数や twist された Eisenstein 級数の線形結合であらわされることを示

した ([Kat-Na]). (ここで twist された Eisenstein 級数とは 2 節で定義される Eisenstein 級数に(
0 −1

p 0

)
を作用させたものである．) 水野氏は，[Kat-Na]に現れる Eisenstein級数の p進極限を

level pの Siegel-Eisenstein級数を使って表した．その証明には level pの Siegel-Eisenstein級数

の Fourier係数の明示公式が使われる．levelが 1 でないときの Siegel-Eisenstein 級数の Fourier

係数の明示公式は最近までは知られていなかったが，水野氏が [Mi1]で明示公式を得ている．その

証明には Jacobi-Eisenstein級数の Fourier係数の明示公式とMaass liftが使われる．また，軍司

氏は，level pの Siegel-Eisenstein級数の Fourier係数の Euler因子 (Siegel series)を直接計算し

た ([Gu]).

degree 2のとき，指標が任意の原始指標のときに Siegel-Eisenstein級数の Fourier係数を計算

し，桂田氏と長岡氏の結果 (Siegel-Eisenstein 級数の p 進極限が Siegel 保型形式になるという結

果)を levelや指標が一般の場合に拡張したのでそれを紹介する (定理 5.2). (ただし，weightは３

より大きいときのときしか考えていない．) また，degree 2 の Siegel-Eisenstein 級数からなる p

進解析的な保型形式の族が存在するということも示した (定理 5.1).

2 Siegel保型形式

g を正の整数とし，Hg =
{
z ∈ Symg(C)

∣∣ Im(z) > 0
}
を degree g の Siegel 上半空間とする．

ここで，x ∈ Symg(R)に対し，x > 0, x ≥ 0はそれぞれ，xが正定値，半正定値であるということ

を意味する．Spg(Z)を

Spg(Z) =
{
α =

(
a b
c d

)
∈ GL2g(Z)

∣∣ a, b, c, d ∈Mg(Z), tαwα = w
}
,

∗ takemori@math.kyoto-u.ac.jp

1



(ただし w =

(
0g −1g

1g 0g

)
) と置き，N を正の整数とするとき，Spg(Z)の合同部分群 Γ

(g)
0 (N)を

Γ
(g)
0 (N) =

{(a b
c d

)
∈ Spg(Z)

∣∣ c ≡ 0 mod N
}

と置く．ψ を mod N の Dirichlet指標とするとき degree g, weight k, 指標 ψ の Siegel保型形式

全体のなす空間をMk(Γ
(g)
0 (N), ψ)と置く．すなわち，Hg 上の正則関数 f で次を満たすもの全体

のなす空間とする．

すべての
(
a b
c d

)
∈ Γ0(N)に対し， f

(
(az + b)(cz + d)−1

)
= ψ(det(d)) det(cz + d)kf(z).

ただし g = 1の場合は，さらに cusp条件も加える．

Mk(Γ
(g)
0 (N), ψ)の任意の元 f は次の様な Fourier級数展開をもつ．

f(z) =
∑

0≤h∈Sym∗
g(Z)

a(h, f)e(hz).

ここで，正方行列X に対し exp(2πiTr(X))を e(X)で表している．また，Sym∗g(Z)は次のように
半整数行列の全体がなす集合である．

Sym∗g(Z) =
{
T = (tij) ∈ Symg(Q)

∣∣ 2tij ∈ Z, tii ∈ Z
}
.

Γ∞ を

Γ∞ =
{(a b

c d

)
∈ Symg(Z)

∣∣ c = 0
}
,

と置く．

k ∈ Z とし，ψ(−1) = (−1)k とする，z = x + iy, x, y ∈ Symg(R) とするとき，degree g の

Siegel-Eisenstein級数 E
(g)
k,ψ(z)を次で定める．

E
(g)
k,ψ(z) =

∑
∗ ∗
c d

∈Γ∞\Γ0(N)

ψ−1(det(d)) det(cz + d)−k.

右辺は k > g + 1のとき，絶対収束し，Mk(Γ
(g)
0 (N), ψ)の元を定める．

3 degree 2の Siegel-Eisenstein級数の Fourier係数の明示公式

Siegel-Eisenstein 級数 E
(g)
k,ψ(z) の Fourier 係数 a(h,E

(g)
k,ψ(z)) は，N = 1 で g が一般の場合に

は，桂田氏によって ([Kat])，N が奇数かつ square-freeで，degreeが g = 2の場合には，水野氏

によって ([Mi1])によって明示的に計算されている．また，degree 2のときは，軍司氏によって，

a(h,E
(2)
k,ψ)の奇素数 levelでの Euler因子 (Siegel series)が明示的に計算されている ([Gu]).
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この節では，degreeが g = 2のときに，一般の levelで E
(2)
k,ψ の Fourier係数の明示公式について

述べる．計算方法は，[Gu]を参考にした．

h ∈ Sym
(∗)
2 (Z) かつ rank h < 2のとき，uhtu =

(
m 0

0 0

)
, m ≥ 0 となるような u ∈ GL2(Z)

が存在する．このとき，

a(h,E
(2)
k,ψ) = a(

(
m 0
0 0

)
, E

(2)
k,ψ) = a(m,E

(1)
k,ψ)

が成立する．１つ目の等号は，保型性から，２つ目の等号は，Siegel operator Φ について，

ΦE
(2)
k,ψ = E

(1)
k,ψ であることからわかる．１変数の Eisenstein級数の Fourier係数は明示的に知られ

ているので，rank h = 2のときの Fourier係数 a(h,E
(2)
k,ψ)について述べる．

定理 3.1. 　 ψ を mod N の原始指標とし，0 < h ∈ Sym∗2(Z) を正定値半整数対称行列とする．
k > 3のとき，a(h,E(2)

k,ψ)について次が成立する．

(1) hが次の条件を満たすとき a(h,E
(2)
k,ψ) = 0である．

i. ord2(N) = 2または，ord2(N) > 3のとき，

h ∈ Sym∗2(Z) \ Sym2(Z).

ii. ord2(N) = 3のとき，uhtuが次のいずれかの行列と等しくなるような u ∈ GL2(Z2)が存在

する． (
α 0
0 β

)
, 2m

(
0 1/2

1/2 0

)
or 2m

(
1 1/2
1/2 1

)
,

ここで， α, β ∈ Z×2 でありm ∈ {0, 1}である.

(2) hが (1)の条件を満たさないとき，a(h,E(2)
k,ψ)は次のようになる．

2
L(N)(2− k, χhψ)

L(1− k, ψ)L(N)(3− 2k, ψ2)

∏
q:prime
q-N

Fq(h;ψ(q)q
k−3)

∏
q:prime
q|N

cq(h, ψ; q
k−3).

記号の説明をする．

Dirichlet指標 χと自然数N に対しL(N)(s, χ) =
∏
q-N (1−χ(q)q−s)−1である．0 < h ∈ Sym∗2(Z)

に対し, D(h) = − det(2h)と置くとき D0(h)を２次体 Q(
√
D(h))の判別式とし，f(h)を

D(h) = D0(h)f(h)
2

となるような正の整数とする．上の χh は２次体 Q(
√
D(h))に付随する導手 |D0(h)|の２次指標

である．α1, αを

α1 = ordq
(
ε(h)

)
, α = ordq

(
f(h)

)
,
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と定める．Fq(h;T )は次のように定数項１で次数が 2αの Z係数多項式である．

Fq(h;T ) =

α1∑
i=0

(q2T )i
{α−i∑
j=0

(q3T 2)j − χh(p)(qT )
α−i−1∑
j=0

(q3T 2)j
}
. (3.1)

また，cq(h, ψ;T )は次で定められる有理式である．

cq(h, ψ;T ) =


1 ψ2

q ̸= 1,

1 + q−1(1− q)
1− χhψ(q)q

−2T−1

(1− ψ
2
(q)q−4T−2)(1− χhψ(q)qT )

(q3ψ2(q)T 2)βq−nq+1 ψ2
q = 1,

ここで ψq は導手が q の冪の Dirichlet 指標で，ψ =
∏
q|N ψq となるようなものであり，nq と

βq = βq(h)は次のように定義される．

nq = ordq
(
f(ψ)

)
,

2βq = 2βq(h) = ordq

(
f(ψ)f(ψ2)2

f(ψχh)

)
+ ordq(det 2h).

ここで f(χ)は Dirichlet指標 χの導手を表す．

4 p-stabilization

Eisenstein 級数を使って p 進 Eisenstein 級数が保型形式になることを示すには，p における

Euler因子が 1であるような Eisenstein級数を構成する必要がある．この節では，level pの Hecke

作用素 U(p)を使って，E(2)
k,ψ の Fourier係数の pでの Euler因子を除いたものを構成する．

f ∈Mk(Γ
(g)
0 (N), ψ)を Siegel保型形式とし，

f(z) =
∑

0≤h∈Sym∗
g(Z)

a(h, f)e(hz),

を f の Fourier展開とする．level pの Hecke作用素 U(p)を次で定義する．(
f | U(p)

)
(z) =

∑
0≤h∈Sym∗

g(Z)

a(ph, f)e(hz).

定義より次が成立する．

f ∈

{
Mk(Γ

(g)
0 (pN), ψ) p - N,

Mk(Γ
(g)
0 (N), ψ) p | N.

また，V (q),W (p)を次で定義する．

V (q) =


1− ψ(q)2q3−2kU(q)

1− ψ
2
(q)q3−2k

q ̸= 2,

U(q)2 − ψ(q)2q3−2kU(q)3

1− ψ
2
(q)q3−2k

q = 2,

W (p) =

(
U(p)− ψ(p)pk−1

)(
U(p)− ψ2(p)p2k−3

)(
1− ψ(p)pk−1

)(
1− ψ2(p)p2k−3

) .
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定理 3.1と V (q), W (p)の定義より次の２つの命題が証明できる．

命題 4.1. ψ を mod N の原始指標とし，h ∈ Sym∗2(Z) を半整数，半正定値対称行列とする．ま
た，k > 3を仮定する．

E′k,ψ = E
(2)
k,ψ |

∏
q|N
ψ2

q ̸=1

V (q),

と置く．E′k,ψ の Fourier係数 a(h,E′k,ψ)について次が成立する．

(1) rank h < 2のとき,

a(h,E′k,ψ) = a(h,E
(2)
k,ψ).

(2) rank h = 2のとき,

a(h,E′k,ψ) = 2
L(N)(2− k, χhψ)

L(1− k, ψ)L(N)(3− 2k, ψ2)

∏
q:prime
q-N

Fq(h;ψ(q)q
k−3).

命題 4.2. N を正の整数とし，ψ を mod N の Dirichlet指標とする．q | N かつ q ̸= pであるよ

うな素数 q に対して，ψq は原始指標であるとし，ordpN > 1ならば ψp は原始指標であると仮定

する．G(2)
k,ψ を
1

2
L(1− k, ψ)L(N)(3− 2k, ψ2)E′k,ψ ψpが原始指標のとき，

1

2
L(1− k, ψ)L(N)(3− 2k, ψ2)E′k,ξ

∣∣W (p) ψpが mod pの自明な指標のとき,

と置く．ここで ξ =
∏
q|N
q ̸=p

ψq である. h ∈ Sym∗2(Z)とし，k > 3であるとする. このとき，G(2)
k,ψ

の Fourier係数 a(h,G
(2)
k,ψ)について次が成立する．

(1) rank h = 0のとき,

a(h,G
(2)
k,ψ) =

1

2
L(1− k, ψ)L(N)(3− 2k, ψ2).

(2) rank h = 1のとき,

a(h,G
(2)
k,ψ) = L(N)(3− 2k, ψ2)

∏
q:prime
q-N

F (1)
q (ε(h);ψ(q)qk−2).

ここで F
(1)
q (m;T )は 1 + qT + · · ·+ (qT )ordq(m) であり，ε(h)は次で定義される．

ε(h) = max
{
m ∈ Z≥0

∣∣ m−1h ∈ Sym∗2(Z)
}
.

(3) rank h = 2のとき,

a(h,G
(2)
k,ψ) = L(N)(2− k, χhψ)

∏
q:prime
q-N

Fq(h;ψ(q)q
k−3).

注意 4.3. ψがmod pの自明な指標のとき [Mi-Na]では Jacobi形式の Hecke作用素とMaass lift

を使って G
(2)
k,ψ が構成されている．
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5 p進 Siegel-Eisenstein級数と degree 2の Siegel-Eisenstein級数か

らなる p進解析的な族

命題 4.2と p進 DirichletL関数の性質より，Siege-Eisenstein級数からなる p進解析的な族が存

在することや，Siegel-Eisenstein級数の p進極限が Siegel保型形式であることが証明できる．

N を正の整数とし，χを mod N の Dirichlet指標とする．N = N0p
r (r ≥ 0, (N0, p) = 1)と

おく．χは lim←−
n

(Z/N0p
nZ)× = (Z/pN0Z)× × (1 + pZp)の指標とみなせる．ここで pは

p =

{
p p ̸= 2,

4 p = 2,
(5.1)

である．χを χ = χ1χ2 (χ1, χ2 はそれぞれ (Z/pN0Z)×, (1+pZp)の指標) と分解する．1+pZp
の位相的生成元 uを一つ固定とするとき，多項式 P (χ;T )を次で定める．

P (χ;T ) =

{
1 χ1 ̸= 1,

1− χ2(u)u(1 + T )−1 χ1 = 1.

これらの記号の準備の下，次が成立する．

定理 5.1. N を pで割れる正の整数とし，ψをmod N の原始指標とする．q | N かつ q ̸= pである

ような素数 qに対して，ψqは原始指標であるとし，ordpN > 1ならばψpは原始指標であると仮定す

る．半整数半正定値対称行列 h ∈ Sym∗2(Z)に対し，次の条件を満たす a(h, ψ;T ) ∈ Frac(Zp[ψ][[T ]])
が存在する．

すべての位数が有限の指標 ε : 1 + pZp → C× と k ∈ Z>3 に対し，

a(h, ψ; ε(u)uk − 1) = a(h,G
(2)

k,εψω−k).

ここで ω は Teichmüller指標である．P (χ;T )を上のものとする．Q(ψ, T )を次で定める．

Q(ψ;T ) = P (ψ;T )P (ψ2ω−2;u−2(1 + T )2 − 1)P ′(ψ;u−1(1 + T )− 1),

ここで P ′(ψ;T )は

P ′(ψ;T ) =


1 ψ2

1 ̸= ω2,

1− ψ2(u)u(1 + T )−1 ψ2
1 = ω2かつ p ̸= 2,

(1− ψ2(u)u(1 + T )−1)(1 + ψ2(u)u(1 + T )−1) ψ2
1 = ω2かつ p = 2.

である．このとき Q(ψ;T )a(h, ψ;T ) ∈ Zp[ψ][[T ]]が成立する．

Siegel-Eisenstein級数の p進極限については次が成立する．
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定理 5.2. N を pで割れない正の整数とし，ψ をmod N の原始指標とする．X,Xψ を

X = Z/(φ(p))× Zp,
Xψ =

{
(a, s) ∈ X

∣∣ (−1)a = ψ(−1)
}
,

とおく．ここで pは (5.1)のものであり，φはEulerの関数である．Z ∋ m→ (m mod φ(p),m) ∈
Xによって Z ⊂ Xとみなす. (a, k) ∈ Xψ とし，k ∈ Z>3 を仮定する．Rの位相で limm→∞ lm =

+∞であり p進位相で limm→∞ lm = (a, k) ∈ Xψ となる任意の列 {lm}m ⊂ Xψ についてm→ ∞
のとき a(h,G

(2)
lm,ψ

) は h に一様に a(h,G
(2)

k,ψωa−k) に p 進的に収束する．ただし，a = k のとき，

ψω0 は ψ から誘導される mod Npの Dirichlet指標を表す．つまり，G(2)
lm,ψ

は m → ∞のとき，
level Np, weight k, 指標 ψωa−k, degree 2の Siegel保型形式に p進的に収束する．

注意 5.3. pを奇素数とし，N = 1，a = k または a = k + (p − 1)/2とする．定理の最後の主張

は，k ≥ 2に対し証明されている．([Kat-Na], [Mi-Na])
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ガロワ表現の円分 p 進ゼータ関数の合同式について

原 隆∗ (東京大学大学院数理科学研究科)

2010年 12月 6日

本稿は第 18回整数論サマースクール『アーサー・セルバーグ跡公式入門』の「院生とポス
ドクの時間」に於ける著者の講演内容を纏めたものです．素晴らしいサマースクールを企画
してくださったばかりでなく発表の機会まで設けてくださった世話人の若槻聡さん，平賀郁
さんに心から感謝致します．

1 序
2006年に 深谷太香子 Takako Fukaya と 加藤和也 Kazuya Kato は非可換玉河数予想
を仮定した上で非可換拡大に付随する p 進ゼータ関数を構成した [FukKat]．しかし，一般
に非可換拡大に対する p 進ゼータ関数の構成は難しく，総実代数体の場合に ユルゲン・リッ
ター Jürgen Ritter, アルフレッド・ヴァイス Alfred Weiss 及びマヘシュ・カクデ Mahesh

Kakde に依って構成されたもの [RW2, Kakde] 以外には知られていないのが現状である．
そこで，非可換 p 進ゼータ関数の存在を仮定した上でどのようなゼータ値 (或いは可換な拡
大に付随する p 進ゼータ関数) の間の合同式が導き出されるかを調べることとした．そのよ
うな合同式はゼータ値 (或いはゼータ関数) 達の〈貼り合わせの条件〉として見做せる筈であ
り，これを示すことで “自然に”ゼータ関数達が〈貼り合って〉非可換 p 進ゼータ関数が得ら
れると (思想的には) 考えられるからである．
本稿では最初にこの様な考察の最初の例であるクンマーの合同式について概観し，その後
深谷-加藤の p 進ゼータ関数の存在を仮定した上で同様のクンマー型合同式が導かれることを
説明する．最後に次元の異なる表現の間の〈合同関係〉についての若干の考察を行った．

2 クンマーの合同式と p 進 L関数
古典的な クンマーの合同式 Kummer’s congruence [Kummer] から考察を始めよう:

定理 1 (クンマーの合同式). p を奇素数とし，ζ{p}(s) = (1− p−s)ζ(s) をリーマン・ゼータ
関数から p での局所因子を取り除いたものとする．p− 1 で割り切れない正の偶数 r, r′ に対
して或る自然数*1 a が存在して合同式

r ≡ r′ mod (p− 1)pa−1(1)

∗ e-mail: thara@ms.u-tokyo.ac.jp なお，著者は日本学術振興会より援助を受けております (特別研究員
DC2 21・7079)

*1 本稿では自然数は 1 以上の整数 として定義する．
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が成り立つとき，ゼータ値の間の合同式
ζ{p}(1− r) ≡ ζ{p}(1− r′) mod pa

が成立する． ♦

この結果を次のように捉え直してみよう; κ : Gal(Q(µp∞)/Q)→ Z×
p を p 進円分指標とす

る．このとき合同式 (1) から
Im(κr−r

′
) ⊆ (Z×

p )(p−1)pa−1
= (1 + pZp)(p−1)pa−1

= 1 + paZp,

即ち指標として
κr ≡ κr

′
mod pa(2)

が成立する．つまりクンマーの合同式は

指標同士が p 進的に近ければ，対応するゼータ値も p 進的に近くなる

ということを表していることに他ならず，背後に p 進的にゼータ値を補間する関数の存在
を示唆していたのであった (久保田富雄とハインリッヒ-ヴォルフガング・レオポルトがクン
マーの結果を用いて実際に p 進ゼータ関数を構成したこと [KL] は周知の通りである．なお，
ゼータ値 ζ{p}(1 − r), ζ{p}(1− r′) は久保田-レオポルトの p 進 L 関数 ξKL の κr, κr

′ での
値に他ならないことに注意)．

3 深谷-加藤の p 進ゼータ関数とクンマー型合同原理
深谷-加藤の p 進ゼータ関数の存在を仮定すると，クンマーの合同式と同様に

表現同士が p 進的に近ければ，対応するゼータ関数も p 進的に近くなる

という合同原理が導かれる．これを説明しよう．以下，簡単のため Q 上のモチーフのみを考
察することとする．
p を奇素数，K を代数体とする．また有理数体 Q の絶対ガロワ群を GQ = Gal(Q/Q) で表
すこととする．M1, M2 を有理数体 Q 上の K-係数モチーフで階数 r が等しいものとする．
K の p 上の素イデアル p を固定し，M1, M2 の p-進実現の GQ-安定な OKp-格子 T1,p, T2,p

から得られる p 進整ガロワ表現
ρi : Gal(Q/Q)→ Aut(Ti,p) ∼= GLr(OKp) i = 1, 2

が共に p 進リー群商 G を経由すると仮定する (例えば G として，表現の和
ρ1 ⊕ ρ2 : GQ → Aut(T1,p ⊕ T2,p)

の核で GQ を割ったもの等が取れる)．G に対応するガロワ拡大を Q∞/Q で表す．ここで，
Q∞ に対して

• Q∞ は総実代数体;

• Q∞ は Q の円分 Zp-拡大 Qcyc を含む;

• Q∞/Q の p に於いて不分岐な最大アーベル部分拡大 Qab,p
∞ が Q 上有限次拡大;

• G は p 捩れ元を含まない

2



を仮定する．Qab,p
∞ の p 上の任意の素点での完備化の整数環を O と書くことにする．

モチーフの接空間を tMi = Mi,dR/Fil0Mi,dR (i = 1, 2) で定める．モチーフ M1,M2 は以
下の条件を満たすと仮定する;

• (ドリーニュの臨界条件)

周期写像が同型
R⊗Q M

+
i,Betti

∼−→ R⊗Q tMi i = 1, 2,

を誘導する (M+
i,Betti は複素共役の作用に関する固定部分空間);

• モチーフ M1,M2 は共に p で通常良還元を持つ;

• i = 1, 2 に対し，M+
i,Betti は Ti,p に関して良い基底 {γ+

j } を持つ; 即ち T+
i,p の OKp-基

底 {γ̃+
j } が存在して，比較同型に関して整合的に振る舞う;

Mi,Betti ⊗Kp
∼−→Mi,p = Ti,p ⊗Kp ; γ+

j ⊗ 1↔ γ̃+
j ⊗ 1,

• i = 1, 2 に対し，tMi は Ti,p に関して良い基底 {δj} を持つ (M+
i,Betti と同様の条件，

詳細は [FukKat, 4.2.24 (3)] 参照).

ΛO(G) = O[[G]] を G の O 上の岩澤代数 (完備群環) とし，
S = {f ∈ ΛO(G) | ΛO(G)/ΛO(G)f が左 ΛO(Gal(Q∞/Qcyc))-加群として有限生成 },

S∗ =
∪
n≥0

pnS

とおく (標準オーレ集合 [CFKSV])．以上の設定の下で，深谷-加藤は K1(ΛO(G)S∗) の
元 ξ で G のアルティン表現に関するアルティン L 関数の特殊値を補間するようなもの
[FukKat, Theorem 4.2.26] を非可換玉河数予想の仮定の下で構成した (深谷-加藤の記号では
ζβγ,δ

(Q(−1),Q∞/Q) と書かれているもの)．さらに，非可換玉河数予想が満たすとされてい
る底変換に関する整合性 [FukKat, Conjecture 2.3.2, Conjecture 3.4.3] から，

ΛO(G)→Mr(OKp)⊗Zp ΛO(Γ) ; g 7→ ρi(g)⊗ ḡ

(但し Γ = Gal(Qcyc/Q)，ḡ は g の Γ での像) により誘導される写像
K1(ΛO(G)S∗)→ K1(Frac(ΛO′(Γ))) = Frac(ΛO′(Γ))× i = 1, 2

により ξ はモチーフ Mi(−1) に付随する円分 p 進 L 関数 ξMi [CPR] にうつることが導か
れる (O′ は Qp の有限次拡大の整数環で O, OKp を含むもの)．

定理 2 (クンマー型合同原理). 以上の設定の下で，或る自然数 a に対し
ρ1 ≡ ρ2 mod pa

が成り立つならば，µ(ξM1) = µ(ξM2) (= µ とおく) が成り立ち，さらに合同式
ξM1

pµ
≡ ξM2

pµ
mod pa

が成り立つ． ♦

証明のスケッチ. ξ ∈ K1(ΛO′(G)S) のとき (µ = 0 の場合に相当する)，合同式条件より
ρ1 mod pa = ρ2 mod pa : K1(ΛO′(G)S/pa)→ (ΛO′(Γ)p/p

a)×
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が成り立つので，
ξM1 mod pa = ρ1 mod pa(ξ mod pa)

= ρ2 mod pa(ξ mod pa) = ξM2 mod pa

が従う．
一般の場合は，直和分解

K1(ΛO′(G)S∗) ∼= K1(ΛO′(G)S)⊕K0(ΛO′(G)/p)

が存在して，K0(ΛO′(G)/p)-成分 から µ-不変量が復元出来ること (バーンズ-ヴェンヤコブ
の一般化 µ-不変量の理論 [BV, Proposition 3.4]) から，先程と同様の関手的な議論に依って
µ-不変量が一致することが確認できる*2．

同じ階数の表現に関する合同原理の例としては，例えばヴィニヤク・ヴァトサルによる

保型形式の合同から付随する p 進 L 関数の間の合同関係が従う

という結果 [Vatsal] 等が挙げられよう．このように 定理 2 は非可換 p 進ゼータ関数の存在
から従うと期待される独特の現象と言うよりは，寧ろ古典的に扱われている合同原理を非可
換 p 進ゼータ関数を用いて洗練された形で整理したものと言う印象が強い．

4 展望—《非可換》合同式に向けて
最後に p 進ゼータ関数の〈貼り合わせ〉の条件として期待される《非可換》合同式とでも
称すべき合同式に関して考察しよう．リッター-ヴァイスは次の合同式を非可換 p 進ゼータ関
数 ξF∞/F の構成に用いた;

命題 3 (リッター-ヴァイス, [RW1]). F∞/F を総実代数体 F の円分 Zp-拡大 Fcyc の総
実な有限次 p 拡大で，F の有限個の素点でのみ分岐しているものとする．また，p 次部
分拡大 F ′ で F∞/F

′ がアーベル拡大となるようなものが存在しているとする．さらに
F ab
∞ を拡大 F∞/F の最大アーベル部分拡大とする．このとき Gal(F∞/F

′) の指標 χ で
Gal(F ′/F ) = 〈σ〉 の作用 χσ(x) 7→ χ(σ̃−1xσ̃) に関して不変なもの (σ̃ は σ の Gal(F∞/F )

への持ち上げ) に対して
χ(ξF∞/F ′) ≡ χ(Ver(ξF ab

∞ /F )) mod p(3)

が成り立つ．但し ξF∞/F ′ ∈ Frac(Λ(Gal(F∞/F
′)))×, ξF ab

∞ /F ∈ Frac(Λ(Gal(F ab
∞ /F )))× は

それぞれアーベル拡大 F∞/F
′, F ab

∞ /F に関する p 進ゼータ関数で
Ver: Frac(Λ(Gal(F ab

∞ /F )))× → Frac(Λ(Gal(F∞/F
′)))×

は群の移送写像より誘導される射を表す． ♦

さて，p 進ゼータ関数のノルム関係式によりノルム写像は非可換 p 進ゼータ関数 ξF∞/F を
ξF∞/F ′ にうつす．p 進ゼータ関数のノルムをとる操作は表現論的には誘導表現をとる操作に
相当するので，合同式 (3) をクンマー型合同原理〈風〉に解釈しようとするならば

*2 µ-不変量の一致はより弱い合同式 ρ1 ≡ ρ2 mod pから従う．
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p 次表現 IndF
′

F (χ) と 1 次表現 χ ◦Ver が （何らかの意味で）p 進的に《近い》

ということを示唆しているように思われる．このように次元の異なる表現に対しても p 進的
に《近い》という解釈が可能であり，その結果として p 進ゼータ関数の合同関係を解釈する
ことが可能であるならば非常に興味深いことであり，非可換拡大にまつわる p 進ゼータ関数
達の合同関係についてより理解が深まりそうな予感がするというものである．しかし，実際
には次元の異なる表現に対する合同関係の結果はリッター-ヴァイスの例のように

誘導表現と移送写像

のタイプのものしか得られておらず，その裏に隠れている (かもしれない) 合同原理は未だに
殆ど明らかにされていないのが現状である．
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1

あるアーベル体のイデアル類群に付随する岩澤加群の偶指標部

分の高次 Fittingイデアルについて

大下　達也∗

京都大学大学院理学研究科　数学・数理解析専攻　数学系　博士後期課程 1回生

筆者に講演の機会を与えて下さり，本稿を書く機会を与えて下さった，第 18回整数論サマースクールのオー

ガナイザーの皆様に，感謝申し上げます．

概要

栗原将人氏は，論文 [Ku]において，イデアル類群に付随する岩澤加群のマイナスパートの高次 Fittingイデ

アルを決定することで，総実代数体上の岩澤主予想（マイナスパート）の精密化を行うことに成功した．本稿で

紹介する筆者の研究は，Q(µp) の円分 Zp 拡大に沿ったイデアル類群に付随する岩澤加群のプラスパートの高
次 Fittingイデアルにおいて，栗原氏の結果のプラスパート版の構築を試みたものである（[Oh]参照）．プラス

パートに関しては，高次 Fittingイデアルを完全に決定することまではできていないが，円単数の Euler系を用

いて，高次 Fittingイデアルの大きさの評価を与えるような岩澤代数のイデアルを構成して，岩澤主予想（プラ

スパート）の精密化と見なせる結果を得ることができた．本稿では，この結果の紹介を行いたい．

1 主定理

1.1 岩澤代数とその加群

主定理を述べるために，本稿で扱う岩澤代数及び加群のセッティングを行いたい．

pを奇素数とし，以下固定する．Fm := Q(µm+1
p )とおく．このとき，

Gal(F∞/Q) = lim←−Gal(Fm/Q) ≃ (Z/pm+1Z)× = Z×
p = µp−1 × (1 + pZp)

であるから，∆ := Gal(F0/Q)，Γm := Gal(Fm/F0)（m ≥ 0）とおくと，

Gal(F∞/Q) ≃ ∆× Γ0, (∆ ≃ µp−1, Γ0 ≃ 1 + pZp ≃ Zp)

と直積分解する．

本稿で扱う岩澤代数は，完備群環

Λ := Zp[[Gal(F∞/Q)]] := lim←−Zp[Gal(Fm/Q)] = Zp[[Γ0]][∆]

である．群 ∆は位数が p− 1（特に pと互いに素）の Abel群であるから，環の直積分解

Λ = Zp[[Γ0]][∆] =
∏
χ∈∆̂

Λχ (∆̂ := Hom(∆, µp−1))

∗ ohshita@math.kyoto-u.ac.jp
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が得られる．ここで，各 χ ∈ ∆̂に対して，Λχ は Λ = Zp[[Γ0]][∆]の冪等元

ϵχ :=
1

p− 1

∑
σ∈∆

χ(σ)−1σ

を用いて，Λχ := ϵχΛ で定義される Λ代数である．Λχ は，Zp[[Γ0]]と同型な環であり，指標 χによる群 ∆の

作用を持つ．

次に，本稿で扱う加群を定義したい．Am を Fm のイデアル類群 ClFm の p-Sylow部分群とし，ノルム写像

による射影系 {Am}m>0 の射影極限を X とおく．このとき，X は自然に岩澤代数 Λ上の加群とみなせる．各

指標 χ ∈ ∆̂に対して，Xχ := X ⊗Λ Λχ とおく．Xχ は有限生成ねじれ Λχ 加群であることが知られている．

本稿の主定理は，非自明な (1でない)偶指標 χ ∈ ∆̂ についての，Λχ 加群 Xχ の構造に関する結果である．

1.2 主定理

栗原氏は，論文 [Ku]において，（総実代数体上のセッティングで）奇指標 χ ∈ ∆̂に関するXχ の高次 Fitting

イデアルをを次の意味で完全に決定した：

「Stickelberger元」と呼ばれるゼータ関数に由来する Galois群の群環の元を用いて，「高次 Stickelberger

イデアル」と呼ばれる Λχ のイデアル Θi,χ（i ≥ 0）を構成し，各 i ≥ 0に対して，

FittΛχ,i(Xχ) = Θi,χ

であることを証明した．

これは，岩澤主予想の強力な精密化である．（高次 Fittingイデアルの定義に関しては，§付録 A参照．）

概要（§1）で述べたとおり，本稿の主定理は，この結果の「プラスパート」版に関するものである．指標 χ ∈ ∆̂

が偶指標であるときは，奇指標のときには出てこないような技術的な困難が現れるため，Xχ の高次 Fittingイ

デアルを完全に決定することまでは，未だ達成できていないが，以下で述べるように，高次 Fittingイデアルの

（非自明な）評価を与えるあるイデアルを，円単数を用いて構成することができた．それが本稿の主結果である．

χ ∈ ∆̂を 1でない任意の偶指標とする．Xχ の最大擬零部分 Λχ 加群を Xfin,χ と置き，X ′
χ := Xχ/Xfin,χ と

置く．本来の主たる興味は，Xχ の構造にあるのだが，技術的な問題により，X と同じ擬同型類に属する，より

扱い易い加群X ′
χ の研究を行う．（「擬同型類を記述することが目標である」という立場から研究を行うのであれ

ば，このように Xχ を X ′
χ に取り換えても問題はない．）

本稿 §2.2では，各非負整数 iに対して，高次 Stickelbergerイデアルのプラスパート版の対応物になるような

Λχ のイデアル Ci,χ を，Stickelberger元の代わりに円単数を用いて構成する．次の定理（本稿の主定理）が主

張するように，これらのイデアル Ci,χ は，{FittΛχ,i(X
′
χ)}i≥0 の上界を与えるものである．

定理 1.1. χを 1でない ∆の指標とする．Λχ 加群 Xfin,χ の零化元（annihilator）全体を annΛχ(Xfin,χ)とお

く．このとき，次が成立する．

(i) C0,χ ⊆ FittΛχ,0(X
′
χ).

(ii) 任意の i ≥ 0に対して，annΛχ(Xfin,χ) FittΛχ,i(X
′
χ) ⊆ Ci,χ．

主定理に関して，いくつか注意を述べておく．

注意 1.2. annΛχ(Xfin,χ)は指数有限な Λχ のイデアルであるので，この「誤差」は Xχ の「擬同型類を記述す

ることが目標である」という立場でみれば無視できるものである．マイナスパートでは，Xfin,χ = 0であり，こ

のような「誤差」も現れない．

注意 1.3. 定理の i = 0に関する主張は岩澤主予想と同値であるので，定理は岩澤主予想の精密化になっている．
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注意 1.4. χ = 1のときは，X1 = X ′
1 = {0}であることが知られている．

注意 1.5. 「χが偶指標のとき，必ず Xχ = 0となるのではないか？」（Vandever予想）という予想や，「χが

偶指標のとき，必ず Xχ = Xfin,χ となるのではないか？」（Greenberg予想）という予想があり，これらの予想

が正しければ，本稿の主定理は自明である．

2 イデアル Ci の構成

2.1 円単数

前節で言及したように，高次 Stickelbergerイデアルのプラスパート版の対応物高次円分イデアルは，円単数

を用いて構成される．ここでは，高次円分イデアルの定義をするための円単数に関する準備を行う．本分節の

ゴールは，円単数の Kolyvagin derivative と呼ばれる元 κnm,N (ξ) ∈ Fm(n)×/(Fm(n)×)p
N

を定義することで

ある．

整数 eを，Zp
× の位相的生成元になるようにとって固定する．正の整数 N に対して，

SN :=
{
ℓ | ℓは eを割り切らない素数で，ℓ ≡ 1 (mod pN )を満たすもの

}
,

NN :=
{ r∏
i=1

ℓi | r > 0, ℓi ∈ SN (i = 1, . . . , r), and ℓi ̸= ℓj if i ̸= j
}
∪ {1},

と置く．

定義 2.1. n ∈ NN と ζ ∈ µpm+1n\{1}に対して，

cyc(ζ) :=
ζ−e/2 − ζe/2

ζ−1/2 − ζ1/2
∈ Fm(n)

とおく．ここで，ζ1/2 は，2乗して ζ になる唯一の µpm+1n の元（群 µpm+1n の位数が奇数であることに注意）

であり，Fm(n)は Fm = Q(µpm+1n)の最大実部分体である． 特に，Fm := Fm(1)と置く．

任意の非負整数mと n =
∏r
i=1 ℓi ∈ NN に対して，HFm,n := Gal

(
Fm(n)/Fm

)
とおく．このとき，次の様

な自然な同型がある：
HFm,n := Gal

(
Fm(n)/Fm

)
≃ Hℓ1 × · · · ×Hℓr .

定義 2.2. n ∈ NN とし，nは n =
∏r
i=1 ℓi と素因数分解されるとする．このとき，各 ℓi に対して，

Dℓi :=
ℓi−2∑
k=1

kσkℓi ∈ Z[Hℓi ] ⊆ Z[Hn]

とおき，

Dn :=
r∏
i=1

Dℓi ∈ Z[Hn].

とおく．

補題 2.3. n ∈ NN とする．このとき，自然な準同型

F×
m/(F

×
m)p

N // [Fm(n)×/(Fm(n)×)p
N ]Hn

は同型である．ここで，
[
Fm(n)×/(Fm(n)×)p

N ]Hn は，Fm(n)×/(Fm(n)×)p
N

の Hn-不変な元のなす集合で

ある．
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補題 2.4. n ∈ NN とし，ℓ ∈ SN を nの素因子とする．ξ ∈ µn を 1の原始 pm+1n乗根とするとき，cyc(ξ)Dn

の Fm(n)×/(Fm(n)×)p
N

における像は Hn-不変である．

定義 2.5. n ∈ NN とし，ξ ∈ µpm+1n を 1の原始 pm+1n乗根とする．このとき，補題 2.3及び補題 2.4により，

F×
m/(F

×
m)p

N

の元で，Fm(n)×/(Fm(n)×)p
N

における像が，cyc(ξ)Dn の像と一致するものがただひとつ存在す

る．この Fm(n)×/(Fm(n)×)p
N

の元を κnm,N (ξ)とおく．

2.2 イデアル Ci の定義

まず，mと N を固定して議論する．Rm,N := (Z/pNZ)[Gal(Fm/Q)] とおく．

定義 2.6. n ∈ NN とする．{κm,N (ξ) | ξ ∈ µn} で生成される F×
m/(F

×
m)p

N

の部分 Rm,N 加群を Wn
m,N と

おく．

プラスパートの場合は，「Stickelberger元」に対応するものは，円単数であって，群環 RFm,N の中の元では

ない．今回は，円単数を準同型で群環 RFm,N に送った像を Stickelberger元に見立てて，高次 Stickelbergerイ

デアルに対応するイデアルを構成する．

定義 2.7. NN の元 nの素因子の個数を ϵ(n) := r とおく．すなわち，nが n =
∏r
i=1 ℓi と素因数分解されると

き，ϵ(n) := r とおく．次の集合 Aで生成される Rm,N のイデアルを Ci,Fm,N とおく：

A :=
∪
f,n

f(Wn
Fm,N ),

ここで，nは ϵ(n) ≤ iを満たすNN の元全体を走り，f は RFm,N -準同型 f : Wn
m,N

// Rm,N 全体を走る．

整数 m1,m2, N1, N2 が N1 ≥ m1 + 1, N2 ≥ m2 + 1, m2 ≥ m1，N2 ≥ N1 を満たしているとする．このと

き，自然な準同型 Rm2,N2
// Rm1,N1 により，準同型 Ci,Fm2 ,N2

// Ci,Fm1 ,N1 が定まる．これらの準

同型により，{Ci,Fm,N}(m,N) は射影系をなす．

定義 2.8 (i次円分イデアル). 射影系 {Ci,Fm,N}(m,N) の射影極限 Ci は，自然に岩澤代数 Λ = lim←−Rm,N のイ
デアルとみなせる．本稿では Ci を i次円分イデアルと呼ぶ．

以上で，主定理の主張に現れる「円分イデアル」Ci が定義された．

付録 A 高次 Fittingイデアル

まず，高次 Fittingイデアルの定義を述べよう．

定義 付録A.1 (高次 Fittingイデアル). Rを可換環，M を有限表示 R加群とし，R加群の完全列

Rm
f // Rn // M // 0

が与えられているとする．R加群の準同型 f に対応する R係数の n行m列の行列を Aとおく．このとき任意

の 0以上の整数 iに対して，可換環 Rのイデアル FittR,i(M)を次で定義する．

• 0 ≤ i < nかつm ≥ n− iであるとき，FittR,i(M)を，Aの (n− i)次小行列式全体で生成される Rの

イデアルとする．

• 0 ≤ i < nかつm < n− iであるとき，FittR,i(M) := 0とする．

• i ≥ nであるとき，FittR,i(M) := Rとする．
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FittR,i(M)は完全列の取り方によらない．Rのイデアル FittR,i(M)をM の i次 Fittingイデアルという．

M を上のような完全列で関係式が与えられた有限表示 R 加群とすると，次のような環 R のイデアルの列が

得られる:
FittR,0(M) ⊆ FittR,1(M) ⊆ · · · ⊆ FittR,n(M) = FittR,n+1(M) = · · · = R.

注意 付録 A.2. R = Λχ ≃ Zp[[T ]]とし，M を有限生成ねじれ R加群とする．このとき，M の特性イデアル

charR(M)は，FittR,0(M)を含むような，Rの最小の単項イデアルである．岩澤主予想 [MW]（プラスパート）

の主張は以下の通りであった:

　 χ ∈ ∆̂を，偶指標とする．このとき，

charΛχ(Xχ) = charΛχ(E∞,χ/C∞,χ)

である．ここで，E∞ はノルムに関する射影系 {O×
Fm
⊗ Zp}m≥0 の射影極限であり，C∞ はノルムに関

する射影系 {Cm ⊗ Zp}m≥0 （Cm は円単数全体のなす O×
Fm
の部分群）の射影極限である．

例 付録 A.3. R = Zp[[T ]] とする．f ∈ R を 0 でも可逆元でもない R の元とする．M1 = R/f2R とし，

M2 = (R/f)2 とする．このとき

charR(M1) = FittR,0(M1) = f2R,

charR(M2) = FittR,0(M2) = f2R

となって，特性イデアルだけではM1 とM2 を区別することができないが，1次の Fittingイデアルをみると，

FittR,0(M1) = R,

FittR,0(M2) = fR.

となり，両者を明確に区別することができる．このように，特性イデアルだけでなく，高次 Fittingイデアルま

で考察することで，加群の構造に関するより深い情報を捉えることが出来る．

例 付録A.4. 再び R = Zp[[T ]]とし，より一般的に論じよう．M を有限生成ねじれ R加群とする．M が R加

群
⊕n

i=1R/fiRと擬同型であるとする．ただし，0 ≤ i ≤ r − 1なる各 iに対して fi は fi+1 を割り切るものと

する．このとき，各 iに対して，Ii は Rのある指数有限なイデアルが存在して，M の i次 Fittingイデアルは，

FittR,i(M) =

{
(
∏n−i
k=1 fk

)
Ii (if i < n)

Ii (if i ≥ n)

と表わされる．特に，{FittR,i(M)}i≥0 によってM の擬同型類が決定される．
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