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概要

この原稿では前稿 [今野 11b] で跡公式の楕円正則項にインプットされた共役類ご
との局所大域原理を、表現論の情報に置き換えるための局所体上の問題を扱う。目
標は [今野 11b,定理 6.11]の等式の右辺の二行目を、内視群H(A)上の安定軌道積分
で表すことである。
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1 復習と動機
この原稿で扱う問題は重要だが技術的なものであり、前稿 [今野 11b]の内容がその導入
の役割を果たしているから、ここで新たに導入を付け加えることはしない。その代わりに
前稿を受けた局所体上の状況を説明し、この原稿で展開される構成の動機を特別な場合に
述べることにする。

1.1 局所的な状況

この原稿を通して F は標数 0の局所体とし、その正規化されたモジュラスを | |F と書
く。F の代数閉包 F̄ を固定し、絶対 Galois群 Gal(F̄ /F )を Γ = ΓF , F̄ /F のWeil群を
WF で表す [今野 11b, 2.2]。
Gを F 上定義された連結簡約線型代数群として、その準分裂な内部形式G∗ および内部
捻り ψG : GF̄

∼→ G∗
F̄
を取る。定義から G∗ は F 分裂 splG∗ = (B0, T0, {Xα}α∈∆(B0,T0))

を持ち、そのルートデータ RD(splG∗)への Γ作用は RD(G) = RD(G∗)への作用に一致
している。Gの L群 LG = ĜoρGWF は、定義からRD(G)と双対なルートデータを持つ
複素連結簡約群 ĜへのWF 作用WF → Γ→ Aut(RD(G)) = Aut(RD(Ĝ))

splĜ→ Aut(Ĝ)

による半直積であった [今野 11b, 3.2]。ここで Ĝの分裂 splĜ = (B, T , {Xα∨}α∨∈∆(B,T ))

も固定されていることに注意する。
前稿と同様に G の中心を ZG, 随伴群を Gad := G/ZG, 導来群を Gder, その単連結被
覆を Gsc と書く。G 内の正則半単純元のなす Zariski 開集合を Grs で表す。定義から
γ ∈ Grs(F )の連結中心化群 T = Gγ := ZG(γ)0 は Gの極大トーラスである。次に G∗ の
極大トーラス T を考える。TF̄ を含む Borel 部分群 B ⊂ G∗

F̄
を取れば、Ad(g)(B, T ) =

(B0, T0)となる g ∈ G∗(F̄ )を用いて T の擬対角化 ηB,T := Ad(g)|TF̄
: TF̄

∼→ T0,F̄ がで
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きる。

1.2 内視データ

現在の局所的な状況で、四つ組 E = (H,H, s, ξ)が Gの内視データ (endoscopic datum)

とは

• H は準分裂な F 上の連結簡約群。その F 分裂 splH = (BH0 , T
H
0 , {Yβ}) と L 群

LH = Ĥ oρH
WF , それに Ĥ の Γ不変な分裂 splĤ = (BH , TH , {Yβ∨})も固定し

ておく。
• HはWF の Ĥ による分裂拡大: 1→ Ĥ → H p→WF → 1.

• s ∈ Ĝは半単純元。
• ξ は連続準同型 ξ : H → LGでH ξ→ LG

pr2→ WF がH
p→WF であるもの。

であって次が成り立つこととする。

(i) ξ(Ĥ) = ZĜ(s)0.

(ii) H
p
�WF の任意の切断 c : WF ↪→ Hに対して、Ĥ/ZĤ 値 1コサイクル {h̄w}w∈WF

があって
Ad(c(w))|Ĥ = Ad(h̄w) ◦ ρH(w), w ∈WF .

(iii) ある z ∈ Z(Ĝ)に対して

[s, ξ(h)] = sAd(ξ(h))s−1 = zρG(p(h))(z)−1, h ∈ H.

代数体上の内視データの定義 [今野 11b, 6.1]と較べると [s, ξ(h)]が局所自明なコサイクル
からコバウンダリーになっている。内視データの同型の定義は代数体上の場合と同様であ
る。Gの内視データの同型類の集合を E (G)と書く。
さて、以下では簡単のために Gの導来群は単連結であると仮定する: Gder = Gsc. 前稿

の補題 6.3の証明は標数 0の局所、あるいは大域体のWeil群に関する系 2.7のみによって
いる。すなわちこの仮定から、必要なら E = (H,H, s, ξ)をその同型類の元で取り替えて、

H = LH (1.1)

であるとしてよい。
内視データ E = (H, LH, s, ξ) を取る。必要なら同型な内視データで取り替えて

ξ(TH) = T , ξ(BH) ⊂ B であるとしてよい。大トーラス T ⊂ G∗
F̄

, TH ⊂ HF̄ の擬対
角化 ηB,T : TF̄

∼→ T0,F̄ , ηBH ,TH : TH,F̄
∼→ TH

0,F̄
に対して、同型 AB,BH : TH

∼→ T が定ま
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る [今野 11b, 6.1]。TH(F̄ )の元 γH は AB,BH
(γH) ∈ Grs(F̄ )のとき G正則と呼ばれ、そ

のような元のなすH の Zariski開集合をHG-rsで表していた。[同、補題 6.5]により、F 極
大トーラス TH ⊂ H に対してはこのAB,BH

が F トーラスの同型 ηB,BH
: TH

∼→ T ⊂ G∗

からくる (BH , B)がある。これを TH の G∗ への許容埋め込みという。
仮定 Gder = Gsc の下では半単純な γ ∈ G(F ) の安定共役類は γ の G での共役類 γG

の F 値点の集合に等しい。γG(F ) は G(F̄ ) での共役類と G(F ) の交わりに一致してい
た。このとき H も同様の仮定を満たすから ([同、補題 6.2])、γH ∈ (TH ∩HG-rs)(F )に
ηB,BH

(γH)の G(F̄ )共役類を対応させることで、正則ノルム写像

AH/G∗ : HG-rs(F )/Ad(H(F̄ )) −→ G∗
rs(F )/Ad(G∗(F̄ ))

ができる。他方で内部ひねり ψG は単射

ψG : Grs(F )/Ad(G(F̄ )) −→ G∗
rs(F )/Ad(G∗(F̄ ))

を定める。G 正則な γH ∈ H(F ) と γ ∈ Grs(F ) が AH/G∗(γHH ) = ψG(γG) を満たすと
き、γH は γ の像と呼ばれていた。そのような γ が存在しないとき、γH は Gの像に属さ
ないなどという。

1.3 軌道積分と安定超関数

まず F がアルキメデス的な場合を考える。極大コンパクト部分群K ⊂ G(F )を固定す
る。これは G(F )共役を除いて一意なので表現論の記述には無害である。G(F )上のコン
パクト台付き C∞ 関数 f で両側K 有限、すなわち {x 7→ f(k−1

1 xk2) | ki ∈K}が有限次
元 Cベクトル空間を張るものからなる Cベクトル空間を H(G(F ))で表す。正確な定義
は略すが、これは Schwartz空間のように Fréchet空間になっている。その Fréchet位相に
関して連続なH(G(F ))上の線形汎関数を G(F )上の超関数 (distribution)と呼び、その空
間を D(G(F ))と書く。F が非アルキメデス的なときには、関数 f : G(F )→ Cで

• 各 x ∈ G(F )のある近傍 Ux 上で f は定数。
• suppf := {x ∈ G(F ) | f(x) 6= 0}はコンパクト。

を満たすものの空間を H(G(F )) と書き、その上の線形汎関数を G(F ) 上の超関数とい
う。すなわち G(F )上の超関数の空間 D(G(F ))はH(G(F ))の双対空間である。
いずれの場合にも T ∈ D(G(F ))で G(F )不変、すなわち fg(x) := f(gxg−1)として

T (fg) = T (f), g ∈ G(F ), f ∈ H(G(F ))
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を満たすものの空間を I(G(F )) とおき、その元を G(F ) 上の不変超関数 (invariant

distribution)と呼ぶ。

例 1.1. 不変超関数の例としては次の二つが基本的である。
(i) 正則半単純元 γ ∈ Grs(F ) の連結中心化群を Tγ と書き、f ∈ H(G(F )) の γ での (正
則)軌道積分を

Oγ

(
f,
dg

dt

)
:=

∫
Tγ(F )\G(F )

f(g−1γg)
dg

dt

で定義する。ここで dg は G(F ), dtは Tγ(F )上の不変測度である。これは F が非アルキ
メデス的なら [HC70, 補題 19], アルキメデス的な場合には [HC57, 定理 1] によって収束
することが知られている。
(ii) F がアルキメデス的ならば G(F ) は実 Lie 群で、その Lie 環の複素化を g として
(g,K)加群が考えられる [Wal88, 3章]。既約 (g,K)加群 (π, V )が G(F )の Hilbert空間
上の連続表現 (π,H)のK 有限部分として得られるとする。このとき f ∈ H(G(F ))に対
して作用素

π(f) : H 3 φ 7−→
∫
G(F )

f(g)π(g)φdg ∈ H

は跡族 (trace class) であり、そのトレース trπ(f) が考えられる [Wal88, 8.1]。こうして
定まる f 7→ trπ(f)は π の指標超関数 (distribution character)と呼ばれ、(π, V )の同型類
のみで定まる。
(iii) F が非アルキメデス的なとき、G(F )は局所コンパクト完全不連結群である。つまり
開かつコンパクトな部分群からなる単位元の基本近傍系を持つ。よってその許容表現が考
えられる [BZ76, 2.1]。G(F )の既約許容表現の同型類の集合を IrrG(F )と書く。許容表
現 (π, V ) と f ∈ H(G(F )) に対して作用素 (右辺の積分は実際には有限和になるので V

の位相は定義に必要ない。)

V 3 v 7−→ π(f)v :=
∫
G(F )

f(g)π(g)v dg ∈ V

は階数有限であり、従ってそのトレース trπ(f)が考えられる [同 2.17]。この trπも πの
指標超関数と呼ばれ、(π, V )の同型類のみで決まる。
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事実 1.2 (Harish-Chandra). F が非アルキメデス的なとき、次の集合は I(G(F ))の弱位相
に関して稠密な部分空間を張る。

(i)
ß
Oγ

(
f,
dg

dt

) ∣∣∣∣ γ ∈ Grs(F )
™

;

(ii) {trπ(f) |π ∈ IrrG(F )
}

.

これを踏まえて次の定義を導入する。二つの元 γ, γ′ ∈ Grs(F ) が安定共役なとき、
γ′ = γg := g−1γg となる g ∈ G(F̄ )は中心化群の同型 Ad(g) : Tγ′

∼→ Tγ を与える。ここ
で剰余類 gTγ′(F̄ )は γ, γ′ から一意に定まり、Tγ′ はトーラス (可換)であるから上の同型
は γ, γ′ から一意に決まる。このとき Tγ′(F ) 上の不変測度を Tγ(F ) 上の不変測度 dt の
上の同型による引き戻し dtg に取る。こうして選んだ測度を用いて、f ∈ H(G(F ))の γ

での安定軌道積分 (stable orbital integral)を

SOγ(f) :=
∑

γg∈γG(F )/Ad(G(F ))

Oγg

(
f,
dg

dtg

)
(1.2)

と定義する。さらに γ ∈ Grs(F )に対する SOγ たちの張る I(G(F ))の部分空間の弱位相
に関する閉包を SI(G(F )) と書き、その元を G(F ) 上の安定超関数 (stable distribution)

という。

1.4 この原稿の目標

動機を述べるために前稿の大域的な状況にもどる。簡単のため G を代数体 F 上定
義された準分裂な連結簡約線型代数群とし、引き続き Gder = Gsc であると仮定する。
その [今野 11b, 6.1] の意味の楕円的内視データ E = (H, LH, s, ξ) を取る。G 正則な
γH ∈ HG-rs(F )を取り、その中心化群 TH := ZH(γH)の許容埋め込み ηB,BH : TH

∼→ T

を固定し、γ := ηB,BH (γH) ∈ T (F )とおく。
素点 v で γ の安定共役類の元 γv ∈ γGv (Fv) を取る。定義から γv = γgv となる

gv ∈ Gsc(F̄v)があるので、1コサイクル {∂gv,σ := gvσ(gv)−1}σ∈Γ のコホモロジー類を

inv(γ, γv) = inv(γH , γv) ∈ H1(Fv, Tsc)

で表す。その H1(Fv, T )での像を inv(γ, γv)と書けば、[同、4.1]で見たように全単射

γGv (Fv)/Ad(G(Fv)) 3 γG(Fv)
v 7−→ inv(γ, γv) ∈ D(Tv),

D(Tv) := ker[H1(Fv, T )→ H1(Fv, G)]
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がある。D(Tv) は一般に群にならないので、代わりにそれを含む H1(Fv, T ) の部分群
E(Tv) := im[H1(Fv, Tsc) → H1(Fv, T )] を考えるのだった。一方、Tate・中山双対性
H1(F, T ) ∼= π0(T̂Γ)D ([同、命題 2.3]) から K(Tv) := im[π0(T̂Γv ) → π0((T̂ /ZĜ)Γv )] は
E(Tv)の Pontrjagin双対である。
以上のもとで [今野 11b,定理 6.11]の内側の和は

K(T ) = ker
(
π0((T̂ /ZĜ)Γ)→ H1(Γ, ZĜ)→

∏
v

H1(Γv, ZĜ)
)

の元 κの π0((T̂ /ZĜ)Γ)→ π0((T̂ /ZĜ)Γv )による像 κv に対する κv 軌道積分

Oκv
γ

(
fv,

dgv
dtv

)
:=

∑
γv∈γGv (Fv)/Ad(G(Fv))

κv(inv(γ, γv))−1Oγv

(
fv,

dgv
dtv

)
たちの Euler積に等しい。おおざっぱに言うと、この講ではこの κv 軌道積分をH(Fv)上
の安定軌道積分で展開することを目標とする。しかし H(Fv) から G(Fv) へは安定共役
類の間の写像しか与えられないが、κv 軌道積分は γGv (Fv)/Ad(G(Fv))内の原点 γG(Fv)

の取り方によっている。また内視データの ξ : LH ↪→ LG には DH := H/Hder の L

パラメーター ζ : WF → ZĤ oρH
WF 倍する自由があるが、κv 軌道積分にはその情報

が反映されない。つまり我々の目標が意味を持つためには、軌道積分にかかるウェイト
κv(inv(γ, γv))を標準的でかつ ξ を反映するものに取り替えなくてはならない。それが以
下に述べる移行因子である。

2 移行因子
ここでは Langlands-Shelstadの移行因子の定義を論文 [LS87]に沿って概説する。
1.1節の状況にもどって、Gは準分裂とは限らないが導来群が単連結な F 上の連結簡約

群とし、その内視データ E = (H, LH, s, ξ)を取る。必要なら E を同型なデータで置き換
えて

ξ(TH) = T , ξ(BH) ⊂ B, s ∈ T

であるとしてよい。G 正則な γH ∈ H(F ) に対して、その中心化群 TH の許容埋め込み
ηB,BH

: TH
∼→ T ⊂ G∗ を止めて γ∗ := ηB,BH

(γH) ∈ (T ∩Grs)(F )とおく。正則半単純
な γ ∈ G(F )を取る。
移行因子は ∆I(γH , γ), ∆II(γH , γ), ∆1(γH , γ; γ̄H , γ̄), ∆2(γH , γ), ∆IV(γH , γ)と書かれ

る 5つの関数から構成される。
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2.1 ∆I(γH , γ)の定義

この項は γG(F )/Ad(G(F )) 内の原点、言い換えれば許容埋め込み ηB,BH
の取り方の

影響を打ち消すためのものである。
F 分裂 splG∗ = (B0, T0, {Xα}) を思い出す。T0 の G∗ での Weyl 群 Ω(G∗, T0) =

NG∗(T0)/T0 は単純ルート α ∈ ∆(B0, T0)に付随する鏡映 rα たちで生成される Coxeter

群である。さて α ∈ ∆(B0, T0) のルートベクトル Xα に対して −α のルートベクトル
X−α で Hα := [Xα, X−α]が [Hα, X±α] = ±2X±α (複号同順)を満たすものがただ一つ
存在する。このとき

n(rα) = exp(Xα) exp(−X−α) exp(Xα)

は rα の NG∗(T0)(F̄ ) での代表元である [Spr98, 8.1.4]。次に一般の ω ∈ Ω(G∗, T0) に対
してその単純鏡映の積による被約表示 ω = rα1 · · · rα`

([同、8.3.1]参照)を取り、

n(ω) := n(rα1) · · ·n(rα`
)

とおく。これは被約表示の取り方によらないので ([同、9.3.3])、こうして得られた完全代
表系 {n(ω) |ω ∈ Ω(G∗, T0)} ⊂ NG∗(T0)(F̄ )は σ(n(ω)) = n(σ(ω)), (σ ∈ Γ)を満たす。

例 2.1. G∗ = SL2 の時、B0 を上三角元からなる Borel部分群、T0 を対角元からなる極大
トーラスとしてその単純ルートは α : T0 3

(
a 0
0 a−1

)
7→ a2 ∈ Gm だけである。そのルート

ベクトルを Xα = ( 0 b
0 0 )とすれば、対する X−α は

(
0 0
b−1 0

)
である: [Xα, X−α] =

(
1 0
0 −1

)
.

このとき
n(rα) =

Å
1 b
0 1

ãÅ
1 0
−b−1 0

ãÅ
1 b
0 1

ã
=
Å

0 b
−b−1 0

ã
.

特に n(rα)2 = −1だから、n : Ω(G∗, T0)→ NG∗(T0)は準同型ではない。

許容埋め込み ηB,BH
に現れる擬対角化 ηB,T : TF̄

∼→ T0,F̄ を使って

ωT (σ) := ηB,T ◦ σ(ηB,T )−1 = ηB,T ◦ σ ◦ η−1
B,T ◦ σ

−1, σ ∈ Γ

とおくと、これは Ω(G∗, T0) 値の 1 コサイクルである。しかし上の例で見たとおり
nT (σ) := n(ωT (σ))は必ずしも 1コサイクルにならない。そのコバウンダリー

∂nT (σ, τ) := nT (σ)σ(nT (τ))nT (στ)−1, σ, τ ∈ Γ

を分解するために T に対する aデータ、すなわち T の G∗ でのルート α ∈ R(G∗, T )に
対する aα ∈ F̄× の族で
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(i) aσ(α) = σ(aα), (σ ∈ Γ);

(ii) a−α = a−1
α

を満たすものを固定する。これを用いて

xT (σ) :=
∏

α∈R(B,T )
σ(α)/∈R(B,T )

α∨(aα) ∈ Tsc(F̄ ), σ ∈ Γ

とおく。ただし α∨ : Gm → Tsc,F̄ は αのコルートである。このとき

∂nT (σ, τ) = ηB,T (∂xT (σ, τ))−1, σ, τ ∈ Γ

が成り立つ [LS87,補題 2.2.A]。具体的には ηB,T = Ad(gT )|T , (gT ∈ Gsc(F̄ ))と書いて、

1 =xT (σ)σ(xT (τ))g−1
T ∂nT (σ, τ)gTxT (στ)−1

=xT (σ)g−1
T · ηB,T ◦ σ(xT (τ))nT (σ) · σ(nT (τ))nT (στ)−1gTxT (στ)−1

定義から ηB,T ◦ σ = ωT (σ) ◦ σ ◦ ηB,T , Ad(nT (σ)) = ωT (σ)ゆえ

=xT (σ)g−1
T · nT (σ)σ(ηB,T (xT (τ))) · σ(nT (τ))nT (στ)−1gTxT (στ)−1

=xT (σ)g−1
T nT (σ)σ(gT ) · σ

(
xT (τ)g−1

T nT (τ)τ(gT )
)

στ(gT )−1nT (στ)gTxT (στ)−1

となる。つまり mT (σ) := xT (σ)g−1
T nT (σ)σ(gT ) は Tsc(F̄ ) 値 1 コサイクルである。そ

の H1(F, Tsc)でのクラスを λ(Tsc)と書こう。
一方で ηB,T : TF̄

∼→ T0,F̄ の双対同型を η∗B,T : T ∼→ T̂ として sT := η∗B,T (s) ∈ T̂

とおく。内視データの定義 (1.2 節) の条件 (ii) からある z ∈ ZĜ があって [s, ξ(w)] =

zρG(w)(z)−1, (w ∈ WF ) が成り立つ。ここで LH
ξ
↪→ LG の Weil 群への制限を ξ(w) =

a(w) ow, (w ∈WF )と書けば、これは

sAd(a(w))ρG(w)(s)−1 = zρG(w)(z)−1, w ∈WF ,

となって sz−1 が Ad(ξ(WF )) 不変なことを意味する。これと内視データの条件 (i) から
sz−1 ∈ ξ(ZΓ

Ĥ
)を得る。さて許容埋め込み ηB,BH

: TH
∼→F T は Γ同変な同型

T̂H
η∗,−1

BH ,TH−→ TH
ξ−→ T

η∗B,T−→ T̂

の双対であった。η∗BH ,TH
は ZĤ 上恒等写像だから sz−1 ∈ ξ(ZΓ

Ĥ
) ⊂ ξ ◦ η∗,−1

BH ,TH
(T̂Γ
H)と

なることに注意して、結局 sT z
−1 = η∗B,T (sz−1) ∈ T̂Γ がわかる。特に sT の T̂ /ZĜ での

像 sTsc は Γ不変である。
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定義 2.2. 以上の下で sTsc の π0((T̂ /ZĜ)Γ)での像を sTsc として

∆I(γH , γ) = 〈sTsc , λ(T )〉

と定義する。右辺のペアリングは Tsc の Tate・中山双対性である [今野 11b,命題 2.3]。

2.2 ∆1(γH , γ; γ̄H , γ̄)の定義

この項は幾何サイドの主要項で κ(inv(γ∗, γ)) の振る舞いをするものである。しかし
G 6' G∗ の場合には γG(F )/Ad(G(F ))内の原点が特定されないため、次のような相対的
な定義を採用する。なお 5つの項のうちでこれだけが γ ∈ G(F )に依存する。
内部ひねり ψG の定義から

ψG ◦ σ(ψG)−1 := ψG ◦ σ ◦ ψ−1
G ◦ σ

−1 = Ad(uσ), uσ ∈ G∗
sc(F̄ )

と書ける。定義から Ad(uσ) ∈ G∗
ad(F̄ ) は 1 コサイクルだから、そのコバウンダリー

∂u は ZGsc(F̄ ) に値を持つ。補助的に γ̄ ∈ Grs(F ) とその像である γ̄H ∈ HG-rs(F ) の
ペアを固定する。T̄H := ZH(γ̄H) の許容埋め込み ηB̄,B̄H

: T̄H
∼→F T̄ ⊂ G∗ を取り、

γ̄∗ := ηB̄,B̄H
(γ̄H)とおく。

まず γ が γH の像である場合を考える。定義から ψG(γ) = γg∗ , g ∈ G∗
sc(F̄ )と書ける。

そのような g を一つ取って

vσ := guσσ(g)−1, σ ∈ Γ

とおけば、γ∗ ∈ G∗(F ), γ = ψ−1
G (γg∗) ∈ G(F )に注意して

Ad(vσ)γ∗ =Ad(g) ◦ ψG ◦ σ(ψG)−1σ(γg∗) = Ad(g) ◦ ψG ◦ σ(ψ−1
G (γg∗))

=Ad(g) ◦ ψG(γ) = γ∗.

つまり v は Tsc(F̄ ) 値 1 コチェインで、そのコバウンダリーは明らかに u のコバウンダ
リーに等しい。同様に ψG(γ̄) = γ̄ḡ∗ となる ḡ ∈ G∗

sc(F̄ ) を使って v̄(σ) := ḡuσσ(ḡ)−1,

(σ ∈ Γ)とおく。ここでトーラス

T = T(T, T̄ ) = Tsc ∗ZGsc
T̄sc := Tsc × T̄sc/{(z, z−1) | z ∈ ZGsc}

を導入する。∂v = ∂v̄ = ∂uは ZGsc(F̄ )値なので、(v, v̄−1)の T(F̄ )での像は定義可能な
1コサイクルになる。そのコホモロジー類を

inv
(γH , γ
γ̄H , γ̄

)
∈ H1(F,T)

10



と書く。
Langlands 双対群 Ĝ の導来群 Ĝder の単連結被覆を Ĝsc と書けば、これは Gad の双対

群である。同様に Tad := T/ZG の双対トーラスを T̂sc と書く。Bad := B/ZG とおけば、
擬対角化 ηBad,Tad : Tad,F̄

∼→ (T0,ad)F̄ およびその双対 η∗Bad,Tad
: Tsc ∼→ T̂sc がある。ただ

し Tsc は T の Ĝsc → Ĝによる逆像である。

∆ : ZĜsc

� � // Tsc
η∗Bad,Tad

×η∗
B̄ad,T̄ad // T̂sc × ˆ̄Tsc

とおけば、Tの Langlands双対トーラスは T̂ := T̂sc × ˆ̄Tsc/∆(ZĜsc
)で与えられる [LS87,

p.246]。s ∈ T の Tsc での勝手な逆像 s̃ を固定して s̃T := η∗Bad,Tad
(s̃) などとおけば、

sT := (s̃T , s̃T̄ )は定義可能な T̂Γ の元で s̃の取り方によらない。その π0(T̂
Γ
)での像を sT

とする。

定義 2.3. ∆III,1(γH , γ; γ̄H , γ̄) = ∆1(γH , γ; γ̄H , γ̄) :=
〈
sT, inv

(γH , γ
γ̄H , γ̄

)〉
.

注意 2.4. G = G∗ の場合には uσ が自明なので、vσ はコサイクルでそのクラスは 1.4節
の記号で inv(γH , γ) ∈ H1(F, Tsc)である。よってこの場合には sT の π0((T̂ /ZĜ)Γ)での
像を κT = sTsc などとして

∆1(γH , γ; γ̄H , γ̄) =
∆1(γH , γ)
∆1(γ̄H , γ̄)

, ∆1(γH , γ) := κT (inv(γH , γ))−1

となる。

2.3 ∆2(γH , γ)の定義

この項はスペクトルサイドの主要項で、L群の埋め込み ξ の取り方を反映している。そ
の定義には [今野 11b, 補題 6.8] で導入された双対トーラスの許容埋め込みを使う。まず
はその構成を具体的に実行しよう。

■LT の許容埋め込みの具体的構成 Langlands双対群の分裂 splĜ = (B, T , {Xα∨})の単
純ルートベクトル Xα∨ たちを使って、2.2節と同様にWeyl群 Ω(Ĝ, T )の NĜ(T )での代
表系 {n̂(ω)}ω∈Ω(Ĝ,T ) ができる。Weyl 群の同一視 Ω(Ĝ, T ) = Ω(G∗, T0) を思い出そう。
双対群の方でも 2.2節の 1コサイクル {ωT (σ)}σ∈Γ の持ち上げ n̂T (σ) := n̂(ωT (σ))は必
ずしもコサイクルではない。そのコバウンダリーを記述する。
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ルート系 R(G∗, T ) 上のゲージとは、関数 p : R(G∗, T ) → {±1} で p(−α) = −p(α),

(α ∈ R(G∗, T ))を満たすもののこととする。ゲージ pに対して

t̂p(σ, τ) :=
∏

p(α)=1

p(σ−1(α))=−1

p((στ)−1(α))=1

ηB,T (α)(−1) ∈ T

と定める。ただし ηB,T (α) : T0,F̄

η−1
B,T→ TF̄

α→ Gm, ∈ R(G∗, T0)を T のコルートと同一視
している。例えば

pB(α) =

®
1 α ∈ R(B, T )のとき
−1 それ以外のとき

とおけばこれは R(G∗, T ) 上のゲージになるが、実は ∂n̂T (σ, τ) = t̂pB
(σ, τ) となるの

である [LS87, 補題 2.1]。一方でこのような 2 コサイクルの Weil 群へインフレーション
inflWF

ΓK/F
∂n̂T は分解するのだった [今野 11b,系 2.7]。次にその分解を具体的に与えよう。

まず χデータと呼ばれる補助データを導入する。T の G∗ でのルート α ∈ R(G∗, T )に
対して、Γ = Gal(F̄ /F )における αの固定化群を Γα, {±α}の安定化群を Γ±α と書き、
それぞれの固定体を Fα, F±α と書く。T の χデータとは、α ∈ R(G∗, T )に対する連続指
標 χα : F×

α → C× の族 {χα}α であって

(i) χ−α = χ−1
α ;

(ii) χσ(α) = σ(χα) := χα ◦ σ−1, (σ ∈ Γ);

(iii) Fα/F±α が二次拡大の時には、χα|F×
±α
は ωFα/F±α

: F×
±α/NFα/F±α

(F×
α ) ∼→ {±1}

に一致する。

を満たすものである。このようなものを一つ固定し、さらに次の記号を用意する。

(a) ルート系 R(G∗, T )の自己同型群の Γ作用と −1倍で生成される部分群を Σとし、
R(G∗, T )内の各 Σ軌道 O の代表元 αを取る。

(b) d := [Fα : F±α], n := [F±α : F ] として、WFα
\WF±α

の代表系 {vj}0≤j<d,

WF±α
\WF の代表系 {wi}0≤i<n を止める。ただし v0 ∈ WFα

とする。wi ∈ WF

のWF
ϕF→ Γ ([今野 11b, 2.2])による像を σi と書く: O = {±σ−1

i (α)}0≤i<n.

p0(±σ−1
i (α)) := ±1

として R(G∗, T )上のゲージが定まる。
(c) w ∈ WF と 0 ≤ i < nに対して、wiw = ui(w)wj , (∃ui(w) ∈ WF±α , 0 ≤ ∃j < n)

と書く。
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(d) u ∈WF±α に対して、v0u = v0(u)vj , (∃v0(u) ∈WFα , 0 ≤ ∃j < d)と書く。

以上のもとで

r0(w) :=
∏

O∈R(G∗,T )/Σ

∏
i

ηB,T (σ−1
i (α))

(
χα

(
v0(ui(w))

))
∈ T , w ∈WF

とおけば、これは 1コバウンダリー倍を除いて上記 (a)–(d)の補助データによらず定まり、
t̂p0 のWF へのインフレーションを分解する [LS87,補題 2.5.A]。二つのゲージ p, q に対
して

sp/q(τ) :=
∏

p(α)=q(α)=1

p(τ−1(α))=−1

q(τ−1(α))=1

ηB,T (α)(−1)
∏

q(β)=p(β)=1

q(τ−1(β))=−1

p(τ−1(β))=1

ηB,T (β)(−1), τ ∈ Γ.

とおけば、t̂p/t̂q = ∂sp/q が成り立つ [同、補題 2.4.A]。これらから rT (w) :=

inflWF

ΓK/F
spB/p0(w)r0(w), (w ∈WF )が望む t̂pB

の分解を与えることがわかる。

∂n̂T (ϕF (v), ϕF (w)) = ∂rT (v, w), v, w ∈WF .

特に [今野 11b,補題 6.8]の証明から

ξT : LT 3 tow 7−→ η∗,−1
B,T (t)rT (w)n̂T (ϕF (w)) ow ∈ LG

は LT の許容埋め込みで、T 共役を除いて (a)–(d)の補助データによらず決まる。

■∆2(γH , γ) の定義 内視群 H と TH に対しても、ηB,BH によって R(H,TH) ⊂
R(G∗, T ) と同一視することで、χ データ {χβ}β∈R(H,TH) ⊂ {χα}α∈R(G∗,T ) が定まる。
許容埋め込み ξTH : LTH ↪→ LH を固定する。F 同型 ηB,BH : TH

∼→ T ⊂ G∗ と併せて 2

種の許容埋め込み

LT
� � ξT // LG, LT

η∗B,BH// LTH
� � ξTH // LH

� � ξ // LG

が得られる。よって [今野 11b,補題 6.8]から Lパラメーター a : WF → LT で

ξ ◦ ξTH (w) = a(w)ξT (w), w ∈WF

となるものがあり、その H1(WF , T̂ )でのクラス aに付随する連続指標 ωa : T (F )→ C×

が定まる [今野 11b,定理 2.8]。(これは (a)–(d)のデータによらないことに注意。)

定義 2.5. ∆III,2(γH , γ) = ∆2(γH , γ) := ωa(γ∗).
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2.4 ∆II(γH , γ)の定義

この項は aデータ、χデータの取り方の影響を相殺するとともに、G(F ), H(F )の表現
論に現れる符号のずれを埋めてくれる。

定義 2.6. ηB,BH
によって R(H,TH) ⊂ R(G∗, T )と同一視する。

∆II(γH , γ) :=
∏

α∈(R(G∗,T )rR(H,TH))/Γ

χα

Å
α(γ∗)− 1

aα

ã
と定義する。ただし積はルートの Γ軌道の代表系を走る。各項が Γ軌道の代表元 αの取
り方によらないことは a, χデータの定義から容易に確かめられる。

2.5 ∆IV(γH , γ)の定義

これは単に G(F ), H(F ) の Weyl の分母の比で、それぞれの上の不変超関数の特異挙
動のずれを埋めるものである。重み付き軌道積分など跡公式のほかの項も扱う場合には、
Arthurのようにこの項を軌道積分の定義の方に組み込んでおく流儀もある。
正則半単純元 γ ∈ G(F )の中心化群 Tγ の Lie環を tγ として

∆G(t) := |det(Ad(γ)− 1|g(F )/tγ(F ))|
1/2
F

とおく。

定義 2.7. ∆IV(γH , γ) :=
∆G∗(γ∗)
∆H(γH)

.

2.6 移行因子とその正規化

上で定義された ∆I , ∆II, ∆III,1, ∆III,2, ∆IV は (γH , γ), (γ̄H , γ̄)に加えて以下の補助デー
タによっていた。

• 分裂 splG∗ , splH ;

• 許容埋め込み ηB,BH
: TH

∼→ T ;

• aデータ {aα}α∈R(G∗,T ), χデータ {χα}α∈R(G∗,T ).

なお (γ̄, γ̄H)に対しても類似のデータを固定していた。
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定義 2.8. Langlands-Shelstadの相対移行因子を

∆(γH , γ; γ̄H , γ̄) :=
∆I∆II∆2∆IV(γH , γ)
∆I∆II∆2∆IV(γ̄H , γ̄)

∆1(γH , γ; γ̄H , γ̄)

と定義する。

定理 2.9 ([LS87],定理 3.7.A). (i) ∆(γH , γ; γ̄H , γ̄)は上のすべての補助データによらない。
(ii) G = G∗ のとき、注意 2.4の記号で

∆0(γH , γ) := ∆I(γH , γ)∆II(γH , γ)∆1(γH , γ)∆2(γH , γ)∆IV(γH , γ)

と定めれば、これは許容埋め込みや a, χデータにはよらないが、分裂 splG∗ , splH に依存
する。

実用上は定数∆(γ̄H , γ̄) ∈ C× を一つ固定して

∆(γH , γ) := ∆(γH , γ; γ̄H , γ̄)∆(γ̄H , γ̄)

を正規化された移行因子として用いる。すなわち移行因子は定数倍を除いて一意に定ま
る。さらにG = G∗の場合には、次のように表現論との相性のよい特別な∆(γ̄H , γ̄) ∈ C×

の取り方がある。

■Whittaker正規化 分裂 splG∗ = (B0, T0, {Xα})から、準同型

TrU0 : (U0/[U0, U0])F̄ 3
∏

α∈∆(B0,T0)

exp(xαXα)[U0, U0]F̄
'7−→

∑
α∈∆(B0,T0)

xα ∈ Ga,F̄

が定まる。集合 {Xα}α∈∆(B0,T0) は Γ作用で保たれるから、これは実は F 上の準同型に
落ちる。よって非自明な指標 ψF : F → C1 に対して U0(F )の指標

ψU0 : U0(F )
TrU0−→ F

ψF−→ C1

が定まる。この指標はその B0(F ) での固定化群 {b ∈ B0(F ) |ψU0 ◦ Ad(b) = ψU0} が
ZG(F )であるという意味で非退化である。Borel部分群 B0 ⊂ G∗ とそのユニポテント根
基 U0(F )の非退化指標の組 (B0, ψU0)をG∗のWhittakerデータという。これからG∗(F )

の既約表現のWhittaker模型が定義できるからである。
さて、C[Γ]加群 VG∗ := X∗(T0)⊗ Cの Artin L因子の ε因子を ε(s, VG∗ , ψF )と書く。

なお我々は ε 因子を Langlands の慣習に則って記述するものとする [Tat79, (3.6)]。H に
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ついても同様の定義をして、

∆ψU0
(γH , γ) :=

ε(1/2, VG∗ , ψF )
ε(1/2, VH , ψF )

∆0(γH , γ)

とおく。これが移行因子のWhittaker正規化であり、例えば [LL79]で用いられている移
行因子はこれである。

3 軌道積分の移行と基本補題
3.1 軌道積分の移行

E = (H, LH, s, ξ)を Gの内視データとする。G正則な γH ∈ HG-rs(F )が γ ∈ Grs(F )

の像であるとしよう。つまり TH = ZH(γH)の許容埋め込み ηB,BH : TH
∼→ T があって、

ψG(γ) = γg∗ , (g ∈ G∗
sc(F̄ ), γ∗ := ηB,BH (γH))である。

このとき ψγ := Ad(g) ◦ ψG : GF̄
∼→ G∗

F̄
も内部ひねりで

ψγ(γ) = γ∗, ψγ : Tγ,F̄
∼−→ TF̄

を満たす。特に σ ∈ Γに対して ψγ ◦ σ(ψγ)−1 ∈ Ω(G∗, T )である。(内部自己同型で TF̄

を保っているから。)ところがこれは正則元 γ∗ を動かさない。

ψγ ◦ σ(ψγ)−1(γ∗) = ψγ ◦ σ ◦ ψG(γg∗) = ψγ(γ) = γ∗.

つまり ψγ ◦ σ(ψγ)−1 = idとなって ψγ : Tγ
∼→ T が F 同型であることがわかる。さらに

g の右剰余類 Tsc(F̄ )g は γ, γ∗ から一意に定まる。こうして F トーラスの同型

TH

ηB,BH
∼−→ T

ψγ
∼−→ Tγ

が安定共役を除いて一意に存在することがわかる。TH(F )上の測度 dtH を Tγ(F )上の不
変測度 ((1.2)で用いた安定共役で不変なもの)の上の同型による引き戻しとする。

1.4節で述べた目標を達成するための第一歩は次の結果である。
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定理 3.1 (軌道積分の移行). E = (H, LH, s, ξ)を Gの内視データとし、その正規化された
移行因子∆(γH , γ)を取る。G(F ), H(F )上の不変測度 dg, dhを固定する。このとき任意
の f ∈ H(G(F ))に対して fH ∈ H(H(F ))で

SOγH

(
fH ,

dh

dtH

)
=

∑
γG(F )⊂Grs(F )

∆(γH , γ)Oγ
(
f,
dg

dt

)
, ∀γH ∈ HG-rs(F ) (3.1)

を満たすものが存在する。ただし γH が γ の像のとき、TH(F )上の不変測度 dtH は同型
TH

∼→ Tγ による Tγ(F )上の測度 dtの引き戻しに選ぶものとする。

この定理の証明の概略は後で紹介する。等式 (3.1) の関係を軌道積分の合致 (matching

orbital integrals)と呼び、定理の条件を満たす fH を f の H への移行 (transfer)という。
ただしこれは軌道積分の間だけの関係だから fH は f から一意に決まるわけではない。そ
こで以下ではこの関係を f  fH と書き表すことにする。

3.2 佐武同型と基本補題

この節では F を (標数 0の)非アルキメデス局所体とし、次の意味の不分岐な状況を考
える。

• G は F 上不分岐 [今野 11b, 4.2]。すなわち G は F の整数環 O 上の滑らかな (連
結簡約)群スキーム G に延びる。このとき Bruhat-Tits理論により G(F )の Bruhat-

Titsビルは G(F )での固定化群が G(O)であるような超スペシャル点を持ち、従っ
て Gは準分裂で、ある有限次不分岐拡大上で分裂していなくてはならない。
• 内視データ E = (H, LH, s, ξ)も不分岐。つまり H は F 上不分岐で ξ による惰性
群 IF ⊂WF の像の Ĝへの射影が自明であるとする。

このとき G は準分裂な G∗ の内部形式であるから G∗ と同一視してよい。また
ψG(splG∗) = Ad(g)splG∗ となる g ∈ G(F̄ )があるから、ψG を Ad(g)−1 ◦ ψG で取り替
えて ψG = idG∗ としてよい。
T0の F 有理指標の群をX∗(T0)F := Hom(T0,Gm)Γと書き、a0 := Hom(X∗(T0)F ,R)

とおく。これは実ベクトル空間で準同型 H0 : T0(F )→ a0 が

〈µ,H0(t)〉 = log |µ(t)|F , µ ∈ X∗(T0)F
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で定まっている。T0 を生成ファイバーに持つ標準的な O 群スキーム T0 ([BT84, 4.4] 参
照)は T0(O) = T0(F )1 := kerH0 を満たす [同、4.4.6 (2)]。
A0 ⊂ T0を F 分裂な極大部分トーラスとし、G(F )の Bruhat-TitsビルのA0のアパート
内の超スペシャル点に付随する Gの O 上の模型を G とする [Tit79, 3.4.1]。すると T0 は
G の閉部分群スキームであり、超スペシャル極大コンパクト部分群K := G(O) ⊂ G(F )

に対して
T0(F ) ∩K = T0(F )1, G(F ) = B0(F )K

が成り立つ。H(G(F ))内の両側K 不変な元からなる部分 C代数を HK(G(F ))と書き、
G(F )の不分岐 Hecke環という。以下、この節では G(F )上の不変測度 dg をK の測度
が 1となるものとしておく。するとK の特性関数 1K はHK(G(F ))の単位元である。

■不分岐表現の Langlands 対応 まず T0 は不分岐な分解体を持つから [今野 11b, 注意
2.9]の不分岐 Langlands対応

Irr(T0(F )/T0(F )1) 3 χ←→ t(χ) ∈ TΓ (3.2)

が成り立っている。ここで TΓ は T の Γ不変商である。一方 χ ∈ Irr(T0(F )/T0(F )1)に
対して、関数 φ : G(F )→ Cで

• ある開コンパクト部分群 Kφ ⊂ G(F ) で右不変: φ(gk) = φ(g), (g ∈ G(F ),

k ∈ Kφ);

• φ(utg) = χ(t)δB0(t)φ(g), (u ∈ U0(F ), t ∈ T0(F ), g ∈ G(F ))

を満たすものの空間を I(Cχ)として、その上の G(F )の許容表現

I(χ, g)φ(x) := φ(xg), g ∈ G(F ), φ ∈ I(Cχ)

を用意しておく (不分岐主系列表現)。ただし U0(F )上の不変測度を duとして、δB0(t) :=

dAd(t)u/duと書いている (モジュラス指標)。
G(F )の滑らかな表現 ([BZ76]の意味の代数表現) (π, V )が不分岐とは、V が G(F )加
群としてK 不変ベクトルの空間 V K で生成されることとする。G(F )の滑らかな不分岐
表現のなすアーベル圏を RK(G(F ))と書き、その既約対象の同型類の集合を IrrK G(F )

で表す。

(i) Gder(F ) に対する [Bor76, 補題 4.7] と G(F ) = T0(F )Gder(F ) から、IrrK G(F )

の任意の元はある I(χ), (χ ∈ Irr(T0(F )/T0(F )1))の組成因子である。
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(ii) 従って [Ber84, 命題 2.10] から RK(G(F )) は無限小指標 (あるいは超カスプ台)

(T0, TΓ) を持つ滑らかな表現の圏 (AlgG(F ))(T0, TΓ) の充満部分圏である。ここ
で (3.2)により、Irr(T0(F )/T0(F )1)を複素トーラス TΓ と同一視している。

(iii) 岩澤分解から I(χ)K は 1次元である。
(iv) 特に各 I(χ) は K 不変ベクトルを持つただ一つの組成因子 π(χ) を含む。A0 の

G での相対 Weyl 群 W0 := NG(A0)/T0 は Irr(T0(F )/T0(F )1) に作用している。
[BZ77,定理 2.9]から π(χ)の同型類は軌道W0.χのみで決まっている。

(i)および (iv)から全単射

IrrKG(F ) 3 π(χ) '7−→W0.t(χ) ∈ TΓ/W0 (3.3)

がある。
上でW0 は Ĝの言葉で書ける。まず A0 の Gでのルート系を Σ0 と書けば、[BT75,定

理 7.2] から W0 は A0 への作用を通じて Σ0 の Weyl 群 Ω(Σ0) と同一視される。幾何的
Frobenius自己同型 Fr ∈ Gal(k̄F /kF )の Γでの逆像 σ を止め、簡略のため splG∗ への σ

作用から定まる G = G∗ の F 自己同型を θ と書く:

σ ◦ µ ◦ σ−1 = µ ◦ θ−1, σ ◦ µ∨ ◦ σ−1 = θ ◦ µ∨, µ ∈ X∗(T0), µ∨ ∈ X∗(T0).

T0 は X∗(T0)の元の像で生成され、A0 は X∗(T0)の Γ不変、つまり θ不変な元の像で生
成されるから A0 = (T θ0 )0 である。特に Σ0 は絶対ルート系 R(G,T0) の θ 不変部分 A0

への制限ルート系 Rθ(G,T0)である。([KS99, 1.3]参照。そこでは Rres(G,T0)と書かれ
ている。)定義から θ の双対同型は θ̂ := ρG(σ)の T への制限である。よって [同 (1.3.8)]

から Γ 同変な全単射 Rθ(G,T0) → Rθ̂(Ĝ, T ) があり、特に前者の Weyl 群 W0 は後者の
ルート系の不可分ルートの集合 R(Ĝθ̂, T θ̂) [同 (1.3.4)]のWeyl群 Ω(Ĝθ̂, T θ̂)に一致する。
[同、1.1]の後半の議論と併せて結局、同一視

W0 = Ω(Ĝ, T )θ̂ (3.4)

が得られる*1。
元 g ∈ Ĝが θ̂ 半単純とは自己同型 Ad(g) ◦ θ̂ ∈ Aut(Ĝ)が準半単純、つまり Ĝの導来

群の Lie環 ĝder への作用が半単純 (対角化可能)なこととする。Ĝは自分自身に θ̂ 共役

Adθ̂(g) : Ĝ 3 x 7−→ gxθ̂(g)−1 ∈ Ĝ, g ∈ Ĝ

*1 記号を煩雑にしないよう、ここでは T θ̂ が連結であるかのように議論しているが、この問題は深刻ではな
い。Weyl群だけが問題なので、連結性が気になる読者は Gを Gsc, Ĝを Ĝ/ZĜ で置き換えればよい。
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で作用しているが、この作用による Ĝ軌道を θ̂ 共役類と呼ぶ。Ĝ内の θ̂ 半単純な元から
なる θ̂ 共役類の集合を C`ss(G, θ̂)と書こう。一方、{tθ̂(t)−1 | t ∈ T }で生成される T の
閉部分群を T (θ̂)と書けば、TΓ = T /T (θ̂)である。このとき同一視 (3.4)と [KS99,補題
3.2.A]から

C`ss(G, θ̂) 3 C 7−→ [C ∩ T mod T (θ̂)] ∈ TΓ/W0 (3.5)

は全単射である。
連続準同型 ϕ : WF → LGで次の 2条件を満たすものを Gの不分岐 Lパラメーターと
呼ぶ。

• 各 w ∈WF に対して Ad(ϕ(w))は Ĝの準半単純自己同型。
• 惰性群の像 ϕ(IF )の Ĝへの射影は自明である。

二つの不分岐 L パラメーターが同値とは、それらが Ĝ 共役なこととし、不分岐 L パラ
メーターの同値類の集合を Φur(G) と書く。Fr ∈ Gal(k̄F /kF ) の WF での逆像の元 wσ

を取れば、
Φur(G) 3 ϕ 7−→ [ϕ(wσ)の Ĝ成分] ∈ C`ss(G, θ̂) (3.6)

は全単射である。

定理 3.2 (不分岐局所 Langlands対応). (3.6), (3.5), (3.3)の合成は全単射

Φur(G) 3 [ϕ(wσ) = t(χ) owσ] 7−→ π(χ) ∈ IrrKG(F )

を与える。

■佐武同型 分裂簡約群に対する不分岐表現と不分岐 Hecke 環の記述は佐武一郎先生に
よる [Sat63]。その証明は球関数の Bruhat-Titsビル上の振る舞いを具体的に記述すること
によるが、ここでは p進簡約群の表現に対する Bernsteinの中心の理論 [Ber84]を用いた
短い証明を与える。

19頁 (ii)の圏 (AlgG(F ))(T0, TΓ)の中心を Z(G(F ))(T0,TΓ) と書く。[Ber84,定理 2.13]

と (ii)から
Z(G(F ))(T0,TΓ) 3 z 7−→ [t(χ) 7→ I(χ, z)] ∈ C[TΓ]W0 (3.7)

は C代数の同型である。一方 (ii)から [同、3.13]の記号で

HK(G(F )) = HK(G(F ))(T0, TΓ)
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である。[同、定理 3.14] と (iii) から、Z(G(F ))(T0,TΓ) は HK(G(F ))(T0, TΓ) の中心で、
Spec(Z(G(F ))(T0,TΓ))の開集合上で HK(G(F ))(T0, TΓ)は階数 1の東屋 Z(G(F ))(T0,TΓ)

代数である:

HK(G(F ))(T0, TΓ)[1/z] = Z(G(F ))(T0,TΓ)[1/z], ∃z 6= 0, ∈ Z(G(F ))(T0,TΓ).

よってHK(G(F )) = Z(G(F ))(T0,TΓ) であり、(3.7)と併せて次の結果が得られた。

命題 3.3 (佐武同型). 次は C代数の同型である。

HK(G(F )) 3 f 7−→ [f∨ : t(χ) 7→ I(χ, f)] ∈ C[TΓ]W0

特に不分岐 Hecke環HK(G(F ))は rankFG変数多項式環に同型である。

■基本補題 H(F )に対してもG(F )と同様に TH0 に関してよい位置にある超スペシャル
極大コンパクト部分群KH ⊂ H(F )を固定し、その不分岐 Hecke環を HKH (H(F ))と
する。やはり Frobenius元 σ の作用を θ̂H := ρH(σ)と書く。全単射 (3.5), (3.6)の合成を
使って

ξ : TH,Γ/WH
0

∼−→ Φur(H)
ϕ 7→ξ◦ϕ−→ Φur(G) ∼−→ TΓ/W0

とおく。これによる引き戻しと佐武同型により Hecke環の準同型

ξ∨ : HK(G(F )) ∼−→ C[TΓ/W0]
ξ∗−→ C[TH,Γ/WH

0 ] ∼−→ HKH
(H(F ))

が得られる。

定理 3.4 (一般の基本補題). 不分岐な状況で f ∈ HK(G(F ))と ξ∨(f) ∈ HKH (H(F ))に
対して、軌道積分の合致 (3.1)が成り立つ。

4 証明の概要
定理 3.1, 3.4はいずれも 1980年代の半ばに Langlands-Shelstadによって定式化された。

一般に f ∈ H(G(F ))の軌道積分 Oγ(f, dg/dt)は γ ∈ T (F ) ∩Grs(F )が T (F )内の正則
でない元 δ に近づくとき、その中心化群 Gδ(F )のユニポテント共役類の幾何で統制され
る独特の振る舞いをすることが知られている。定理 3.1はこの特異挙動がG(F ), H(F )の
間で整合するという主張である。これは表現論に詳しいものにとっては非常に非自明な、
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にわかには信じがたい予想であった。Langlands自身も志村多様体のゼータ関数の研究か
らこうした主張にたどり着いたものの、当初は確信を持てなかったらしい。しかしアルキ
メデス的な場合に Shelstadが、極大トーラスの Cayley変換に際しての軌道積分の振る舞
いを記述する平井武先生の “patching condition” を用いて、定理 3.1 を証明した [She82]

ことで予想として提出するに至ったという。
対する非アルキメデス的な場合は困難を極めた。Labesse-Langlands の SL2 の場合の
証明 [LL79] は対称空間 SL2/SO(2) の Cartan 分解で軌道積分が計算できる特殊事情に
よっていた。共役類の幾何の研究で中心的役割を果たす Grothendieck-Springer 多様体
は、正則半単純元の上では Weyl 群の位数枚の有限被覆だが、特異半単純元ではその中
心化群のユニポテント軌道に付随する因子が現れる複雑な特異性を持つ。Langlands は
Grothendieck-Springer 多様体の類似である星多様体のファイバー積分として軌道積分を
実現し、その特異性を具体的に解析する定理 3.1への戦略を提案した [Lan83]。Kepler予
想への貢献でも知られる Halesは UE/F (3)や Sp2 などの低次の群の場合にこの戦略を実
現して定理 3.1を証明した [Hal89, Hal92]。しかし例えば Sp3 であっても、星多様体は 48

個の Borel部分群の位置関係を記述する 108次元アフィン空間内の多様体で、その特異性
を記述することは現実的ではない。
具体的な計算によらず特異多様体上のファイバー積分である軌道積分を調べるには、偏
屈層の理論が唯一の手段とも思われる。しかし非アルキメデス局所体上の軌道積分はこう
した理論で捉えることが難しく、両定理は 90年代の終わり頃まで困難な予想として内視
論や跡公式の応用の前に立ちふさがり続けた。

4.1 単位元への帰着

問題の解決に向けての第一歩は大域的な手法の導入であった。Hasseの局所類体論の構
成のように、非アルキメデス局所理論を大域理論から引き出すのである。その最初の成果
は、Halesがベースチェンジリフトの基本補題に対する Clozelの議論 [Clo90]を拡張して
証明した次の結果である。
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命題 4.1 (Hales, [Hal95]). 3.2 節の不分岐な状況にある任意の G とその内視データ
E = (H, LH, s, ξ)に対して、Hecke環の単位元が軌道積分の合致

SOγH

(
1KH ,

dh

dtH

)
=

∑
γG(F )⊂Grs(F )

∆(γH , γ)Oγ
(
1K ,

dg

dt

)
, ∀γH ∈ HG-rs(F ) (4.1)

を満たせば、基本補題 (定理 3.4)が成り立つ。

証明の概略. Clozel, Halesのアイディアは、考えている局所体上の群を適切な代数体 k 上
の準分裂簡約群 G, H のある素点 w での係数拡大 Gw, Hw として実現することに始まる。
その w では任意の Hecke 関数 fw ∈ HKw(G(kw)) と fHw := ξ∨(fw) ∈ HKH,w(H(kw))

をテスト関数に取る。それ以外の素点 v では有限体上の簡約群の Deligne-Lusztig 表現
をインフレーションと誘導で持ち上げた超カスプ表現の行列成分や、特定の極大トー
ラスの共役類の上だけに台を持つ関数など特別なテスト関数 fv , fHv を取る。こうし
てできるテスト関数 f =

⊗
v fv , fH =

⊗
v f

H
v に対しては、Arthur-Selberg 跡公式は

Deligne-Kazhdan のシンプル跡公式と呼ばれる Selberg 跡公式のような単純な形になる
[Hen83, 4.7–9]。特にその幾何サイドは [今野 11b, 5.3 節] の楕円正則項 TGell,rs(f) だけと
なるので、テスト関数の軌道積分の合致を仮定すれば次稿 [今野 11a]で紹介する議論によ
り安定化することができる。
一方、上のような特殊なテスト関数に対しては、安定化に必要な軌道積分の合致が w以

外の素点で成り立ち、しかも安定化した跡公式は単一の内視群 H のみの寄与からなるよ
うにできる。

trR0(f) = TGell,rs(f) = ι(G,H)STH∗ (fH),

trR0(fH) = THell,rs(f
H) = ι(H,H)ST∗(fH)

ここで 1行目の等式の証明には w での軌道積分の合致、つまり基本補題が必要だが、逆
に w以外の素点のテスト関数を走らせることにより、基本補題は

trR0(f)− ι(G,H)
ι(H,H)

trR0(fH) = 0 (4.2)

から従うこともわかる。
ここからはこの式を fw の線型汎関数の等式と見て調和解析、一種の不確定性原理を

使う。まず跡公式から (4.2) の左辺は楕円軌道積分 Oγ(fw), OγH (fHw ), (γ ∈ Grs(kw)ell,

γH ∈ HG-rs(kw)ell)たちの有限線型結合である。楕円軌道積分は “コンパクト指標”と呼
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ばれるある種の截頭された指標超関数で展開される [Clo89]。しかも Hecke関数に対する
不分岐既約表現 π(χ)のコンパクト指標は∑

w∈W0

τ̂GP (w(λ))w(λ)(t(χ)), λ ∈ X∗(T0)Γ

の形の関数の線型結合である [Clo90,命題 2.1の系]。ここで τ̂GP は跡公式の構成にも登場
する a0 のある開錐の特性関数である [Art05, 6節]。特に佐武変換 f∨ =

∑
λ∈X∗(T0)Γ

aλλ

において支配的な λ (のW0 軌道) の項のみが消えていない Hecke 関数 fw を考えればよ
い。また楕円的でない正則元での fw, fHw の軌道積分は消えているとしてよく、Gは随伴
型であるとしてよい: ZG = {1}.
さて、(4.2)の軌道積分による表記のコンパクト指標による展開には、Grs(F )ell,Hrs(F )ell
上で非自明な指標を持つ、つまり楕円的な不分岐表現のみが寄与する。随伴型の群のそう
した表現 π(χ)はある I(χ)の非自明な Langlands商であり、特にそのような χで I(χ)は
ユニタリ表現ではないことがわかる。

trR0(f)− ι(G,H)
ι(H,H)

trR0(fH) =
∑

χ;I(χ)非ユニタリ

aχe
〈χ,λ〉

一方、(4.2)の左辺そのものはユニタリ保型表現の局所成分の指標からなるから、もう一つ
の展開

trR0(f)− ι(G,H)
ι(H,H)

trR0(fH) =
∑

χ;I(χ)ユニタリ

a′χe
〈χ,λ〉

が得られる。ここで現れる λは支配的なもののWeyl群軌道に属するから、これらの表記
が一致するためには両辺が消えるしかない。

4.2 Lie環への帰着

Waldspurgerは上記の Clozelや Halesの議論を Lie環に拡張して、定理 3.1,単位元に対
する定理 3.4の証明を以下で述べる特別な場合に帰着した。

■設定 まず Lie 環での状況を説明しよう。F を局所体として、G, ψG : GF̄
∼→ G∗

F̄
,

E = (H, LH, s, ξ)を 3.1節までの通りとする。特に Gder は単連結としている。Gやその
極大トーラス T の Lie 環を g, t などのドイツ小文字で表す。G の g への随伴作用を Ad

で表し、X ⊂ g(F )の Gでの固定化群 (中心化群)を GX := {g ∈ G |Ad(g)X = X}と
書く。X ∈ gが正則半単純とは GX ⊂ Gが (極大)トーラスであることとし、正則半単純
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元のなす開稠密集合を grs ⊂ gと書く。X ∈ grs(F )のときは GX を TX と書くことにし
て、f ∈ C∞

c (g(F ))の X での軌道積分

OX

(
f,
dg

dt

)
=

∫
TX(F )\G(F )

f(Xg)
dg

dt

を導入する。ただし Xg := Ad(g)−1X と略記している。
X ∈ grs(F )の安定軌道 XG(F )は今の場合、単に X の G(F̄ )軌道 XG(F̄ ) と g(F )の

交わりである。XG(F )内の G(F )軌道が D(TX)で記述されることなどは群の場合と同
様である。また極大トーラスの許容埋め込み ηB,BH

に付随する射 ηB,BH
: tH

∼→ t ⊂ g∗

を用いて、h(F )内の G正則元の集合 hG-rs(F )や Y ∈ hG-rs(F )が X ∈ grs(F )の像であ
ることなどが定義される。
ここからは懸案である F が非アルキメデス的な場合を解説する。適当な 0 の近傍

Ω ⊂ g(F ) 上では指数写像 exp : Ω → G(F ) が定義されている。H に対しても同様であ
る。X ∈ grs(F )とその像 Y ∈ hG-rs(F )に対して、λ ∈ F× で λ2X , λ2Y が指数写像の定
義域に入っているものを取り、Lie環上の移行因子を

∆(Y,X) := ∆(expλ2Y, expλ2X)

と定める。右辺は 2.6節で定義した群上の移行因子であり、これは十分 0に近い λの取り
方によらない。Y が X の像でない場合にはもちろん ∆(Y,X) := 0とする。

注意 4.2. 移行因子のうち ∆III,2(γH , γ) = ωa(γ∗)は十分 1に近い γ∗ に対して 1である。
よって∆(Y,X)は∆III,2 を定める ξ|WF によらない。言い換えれば Lie環上の内視論には
Weil群は必要ないのである。

■Lie環の基本補題 ここでは一時的に Gおよび E = (H, LH, s, ξ)が 3.2節の意味で不
分岐であるとする。特に G = G∗, ψG = idG∗ としてよい。同節のように超スペシャル点
とそれに付随する整数環 O上の Gの模型 G を取り、その Lie環を g と書く。超スペシャ
ル O 格子 g(O)の特性関数を 1g と略記する。H に対しても同様に O 上の模型 H の Lie

環 h および h(O)の特性関数 1h が考えられる。Y ∈ hG-rs(F )での安定軌道積分を

SOY

(
fH ,

dh

dt

)
:=

∑
Y ′∈Y H(F )/Ad(H(F ))

OY ′

(
fH ,

dh

dt

)
, fH ∈ C∞

c (h(F ))

と定める。
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定理 4.3 (Lie 環の基本補題). 上の不分岐な状況で、ある定数 c ∈ C× があって任意の
Y ∈ hG-rs(F )に対して

SOY

(
1h,

dh

dt

)
= c

∑
X∈grs(F )/Ad(G(F ))

∆(Y,X)OX
(
1g,

dg

dt

)
が成り立つ。

この定理は Waldspurger と Laumon, Ngô らの仕事により最終的に 2008 年頃証明され
たが、ここではまずこの定理を仮定して先に進もう。

■Fourier変換とその応用 非自明な加法指標 ψ : F → C1 を止め、G(F )の随伴作用で
不変な非退化対称形式 〈 , 〉g : g(F )⊗F g(F )→ F を取る。これにより f ∈ C∞

c (g(F ))の
Fourier変換

f̂(X ′) :=
∫

g(F )

f(X)ψ(〈X,X ′〉g) dX

が定まる。ただし不変測度 dX は上の Fourier変換について自己双対に取っておく。
ここからは軌道積分の特異性を相殺するため、

∆G(X) := |det(ad(X)|g(F )/tX(F ))|1/2F

とおいて、JG(X, f) := ∆G(X)OX(f, dg/dt) を考える方が便利である。Fourier 変換
ĴG(X, f) := JG(X, f̂)を考える。[HC99,定理 3]からこの Fourier変換は次の等式が成り
立つという意味での核関数 îG : grs(F )× grs(F )→ Cを持つ。

ĴG(X ′, f) =
∑
T⊂G

mod G(F ) 共役

1
|W (G,T )|

∫
t(F )

JG(X, f )̂iG(X ′, X) dX.

これを用いて

DG,H(Y,X) := γψ(g(F ))
∑

X′∈grs(F )/Ad(G(F ))

∆(Y,X ′)̂iG(X ′, X)

とおく。ここで γψ(V )は F 上の二次形式付き空間 (V, ( , ))の ψ に関する Weil定数と呼
ばれる不変量である。一方 h(F )上には、任意の許容埋め込み ηB,BH : tH(F ) ∼→ t(F )が
二次空間の同型になるような非退化対称形式 〈 , 〉h : h(F )⊗F h(F )→ F がただ一つある。
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これを使って Gの場合と同様に軌道積分の Fourier変換の核関数 îH(Y ′, Y )を定め、

D̃G,H(Y,X) := γψ(h(F ))
∑

Y ′∈Y H(F )/Ad(H(F ))
Y ′′∈hG-rs(F )/Ad(H(F ))

1
|D(TY ′′)|

∆(Y ′′, X )̂iH(Y ′, Y ′′)

とおく。

命題 4.4 ([Wal91] 定理 10.4). X ∈ grs(F ), Y ∈ hG-rs(F ) に対して DG,H(Y,X) =

D̃G,H(Y,X)である。

証明の概略. まず考えている G, H を代数体 k 上の適当な簡約群 Gとその内視群 H のあ
る素点wでの係数拡大として実現する。アデール環上の Lie環 g(A)上の Schwartz-Bruhat

関数 φ ∈ S(g(A))に対して

IG(φ) :=
∫
G(k)\G(A)

∑
ξ∈g(k)

φ(Ad(g)−1ξ) dg

とおく。非自明指標 ψ : A/k → C1 を固定すれば、それに関する Fourier変換

φ̂(X ′) :=
∫

g(A)

φ(X)ψ(〈X,X ′〉g) dX, φ ∈ S(g(A))

が考えられる。テスト関数 f ∈ S(g(A))と f̂ をともに楕円的な元の集合に台を持つ用に
選べば、Poisson和公式の両辺を積分することができて等式

IG(f) = IG(f̂)

が成り立つ。一方で IG(f)内の和と積分の順序を入れ替えて、単純な幾何展開

IG(f) =
∑

ξ∈grs(k)ell/Ad(G(k))

τ(Tξ)
∏
v

JG(ξ, fv)

を得る。こうして上の等式が Lie環における跡公式の代わりとなる。Lie環を考える利点
はスペクトルサイドに当たる右辺も Fourier変換に対する幾何展開となることである。H
に対しても同様の等式が考えられる。
上の等式を安定化する。固定した w 以外の素点 v では定理 4.3などを使って軌道積分

の合致が成り立つテスト関数 fv ∈ S(g(kv)), fHv ∈ S(h(kv))を取り、さらに内視群のう
ちH 以外のものの寄与は消えるようにしておく。さらに wではX ∈ grs(F )を固定して、
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fw ∈ C∞
c (g(kw)), fHw ∈ C∞

c (h(kw))を軌道積分の合致を満たし、かつ次の等式が成り立
つように具体的に作る [Wal91, §8]。∑

X′∈grs(kw)/Ad(G(kw))

∆(Y,X ′)JG(X ′, fw) = c1γψw(g(kw))−1DG,H(Y,X),

∑
Y ′∈Y H(F )/Ad(H(F ))

JH(Y ′, fHw ) = c1γψ(h(kw))−1D̃G,H(Y,X).

こうして得られたテスト関数 f =
⊗

v fv , fH =
⊗

v f
H
v を用いて上の跡公式の類似を安

定化すれば、等式
IG(f) = c

τ(G∗)
τ(H)

IH(fH)

が得られる。これを Fourier変換サイドに持って行った等式の両辺を比較して命題が証明
される。

この命題は次に解説するような驚くべき帰結を持つ。g(F ) 内の冪零 G(F ) 軌道の集
合を N (g(F ))で表す。各 o ∈ N (g(F ))に対して Shalika芽と呼ばれる grs(F )内の 0の
近傍で定義された関数 gG(X, o) があって、JG(X, f) は 0 の周りで漸近展開 (Shalika 芽
展開)

JG(X, f) =
∑

o∈N (g(F ))

gG(X, o)JG(o, f)

を満たす。右辺の第二項は冪零軌道 o上の軌道積分である。内視データ E = (H, LH, s, ξ)

に対して、(G,H)芽

gG,H(Y, o) :=
∑

X′∈XG(F )/Ad(G(F ))

∆(Y,X ′)gG(X ′, o), Y ∈ hG-rs(F )

を用意する。[LS90]の結果により、軌道積分の移行予想 (定理 3.1)はすべての簡約群とそ
の内視群に対して

gG,H(Y, o) ∈ span{gH,H(Y, oH) | oH ∈ N (h(F ))}, o ∈ N (g(F )) (4.3)

が成り立つことに帰着される。
一方、Fourier変換に対する Shalika芽展開から

îG(X ′, X) =
∑

o∈N (g(F ))

gG(X ′, o)̂iG(o, X) (4.4)
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が成り立つ。右辺の îG(o), (o ∈ N (g(F )))たちは線型独立なので、有限族 {Xi} ⊂ grs(F )

があって逆に
gG(X, o) =

∑
i

co(i)̂iG(X,Xi), co(i) ∈ C

と解くことができる。これを用いて (G,H)芽は

gG,H(X, o) =
∑
i

co(i)
∑

X′∈XG(F )/Ad(G(F ))

∆(Y,X ′)̂iG(X ′, Xi)

=γψ(g(F ))−1
∑
i

co(i)DG,H(Y,Xi)

と展開される。ところが命題 4.4によれば DG,H(Y,Xi)は

D̃G,H(Y,Xi)
γψ(h(F ))

=
∑

Y ′∈Y H(F )/Ad(H(F ))

Y ′′∈hG-rs(F )/Ad(H(F ))

1
|D(TY ′′)|

∆(Y ′′, Xi)̂iH(Y ′, Y ′′)

Xi の像 Yi を取って

=
∑

Y ′∈Y H(F )/Ad(H(F ))

∆(Yi, Xi)̂iH(Y ′, Yi)

H に対する (4.4)を使えば

=
∑

Y ′∈Y H(F )/Ad(H(F ))

∆(Yi, Xi)
∑

oH∈N (h(F ))

îH(oH , Yi)gH(Y ′, oH)

=
∑

oH∈N (h(F ))

∆(Yi, Xi)̂iH(oH , Yi)gH,H(Y, oH)

と書ける。すなわち (4.3)が示されてしまう。よって次が得られた。

系 4.5 (Waldspurger). Lie環の基本補題 (定理 4.3)が成り立てば、定理 3.1は正しい。

また同じく Shalika 芽展開と [LS90] の結果を用いた議論により、定理 4.3 から Hecke

環の単位元に対する基本補題 (4.1)が従うことも示せる。よって後は Lie環の基本補題を
示せばよい。
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4.3 正標数の場合

さらに Waldspurger は Lie 環の基本補題の証明において、p 進体 F を正標数の局所体
で置き換えてよいことを証明した [Wal06]。なおこの主張だけについては Clucker-Loeser

がより公理的な側面に限定した別証明を与えている [CL10]。この正標数の場合の Lie環
の基本補題は Laumon-Ngôのユニタリ群の場合の証明を経て、Bao Châu Ngôによって幾
何的な手法を用いて証明された。その概要は 2010 年度 RIMS 研究集会「代数的整数論
とその周辺」でも紹介させていただいたので、興味のある読者の方はその講演スライド
[Kon10]を参照されたい。
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