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導入 : Selberg は論文 [36]において、不連続群の作用を持つ弱対称リーマン空間という非常
に広汎な枠組みの中で、L2-保型函数のなす無限次元ヒルベルト空間に作用する積分作用素
の「跡公式」を定式化した。一つの基本的な場合に Selbergの跡公式を述べると次のように
なる。X = G/Kが連結半単純リー群Gに付随する非コンパクト型リーマン対称空間、Γが
Gの離散部分群で、基本領域Γ\Xがコンパクトなものとする。L2-空間L2(Γ\X)上には、G
上のコンパクト台を持つ両側K-不変 smooth函数 (= point-pair invariant) φの合成積とし
て積分作用素RΓ(φ)が定義される。この作用素の跡 trRΓ(φ)は２通りの異なった方法で与え
られる： ∑

π

m(π) J(π, φ) =
∑
{γ}Γ

a(γ) J(γ, φ)(0.1)

左辺は spectral sideと呼ばれ、Gのユニタリー表現 L2(Γ\G)の既約分解（或いは、X 上の
不変微分作用素環の同時スペクトル分解）による trRΓ(φ)の表示であり、既約ユニタリー表
現 πの指標 J(π, φ)の線型和で表される。右辺は geometric sideと呼ばれ、Γ の共役類分割
による trRΓ(φ)の幾何的な表示であり、Γ-共役類 {γ}Γの決めるG-共役類 {γ}Gに沿った φ
の軌道積分 J(γ, φ)の線型和で表される。Selbergの定式化では、群の既約表現（不変微分作
用素のスペクトル）集合と、群の共役類集合の間の「双対性」が等式 (0.1)を介して顕れて
おり、この「指標と共役類の双対性」という観点はその後の跡公式や表現論の発展において
非常に重要であった。

Γ\Xがコンパクトでない場合、公式 (0.1)の両辺は「適切に」修正されなければならない。
Selbergは、上半平面に作用する第一種フックス群に対して跡公式を明示的に計算し、それを
Riemann zeta函数に対するWeilの明示公式と対置的に考察することによって有名な Selberg
zeta 函数を導入した (権 [16]参照)。リーマン面Γ\Xに対する Selberg跡公式は、その後、[9]
や [22]によって代数群 GL(2)のアデール化の枠組みに拡張された。これらの公式において
「テスト函数」φを特別なものに選べば、正則楕円保型形式の空間の次元公式やヘッケ作用
素の跡を計算する公式なども導かれる。
Xのランクが大きくなるにつれて、状況は著しく困難さを増す。まず、spectral sideの導

出に必要不可欠なL2(Γ\G)の分解は、Langlandsによる一般Eisenstein 級数の理論構築の結
果として達成された ([28])。これを出発点とし、Langlandsが提出した「函手性予想」([30])
や志村多様体のHasse-Weil zeta 函数の計算などがおそらく強い動機付けとなり、１９７０
年代終わり以降約３０年間に亘って James Arthurは跡公式に関する一連の研究を行った。そ
の恩恵として、今や、代数体上定義された簡約代数群とそのアデール化の枠組みの中で、等
式 (0.1)に対する一群の「適切な修正形」が得られており、これらはArthur-Selbergの跡公
式と総称されることが多い。 (「適切な修正形」がいかにあるべきかは、研究過程で次第に
認識されていき、目的に応じて「不変跡公式」([4], [5]) や「安定化跡公式」([29])など様々
なバージョンが派生した。詳しくは、[6]およびその文献表をご参照いただきたい。)
さて、この小論の目的は、トーラスついで最も基本的な簡約代数群GL(2)に対するArthur-

Selbergの跡公式を解説することである。 各章の詳しい内容は次のとおりである。

• 第１章では、基本的な記号を準備した後、代数体の局所化とアデール化に伴う様々な
位相群上のハール測度を固定する。
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• 第２章では、局所コンパクトアーベル群とその格子に対するPoisson和公式を復習す
る。この公式を代数体 F のイデール群 A×に特殊化したものが、上で述べた枠組み
の中では F -代数群GL(1)の Selberg 跡公式と見做せることを説明する。

• 第３章では、４章以下で展開されるGL(2)のスペクトル理論と跡公式の導出に際して
基本となる群やその上のハール測度を導入する。特に、アデール群GL(2,A)のハー
ル測度を岩澤分解に伴う積分公式によって固定する。

• 第４章では、L2(GL(2, F )\GL(2,A)1)の既約分解の連続スペクトルをアイゼンスタイ
ン級数と大域絡作用素の理論を使って具体的に記述する。主結果は 4.4節で述べられ
る。副産物として、アデール的な「基本領域」GL(2, F )\GL(2,A)1の体積の明示公式
が得られる（系５０）。

• 第５章は、第４章で使われたアイゼンシュタイン級数の基本性質を導出する。いろい
ろな方法が知られているが、ここでは、所謂、Iwasawa-Tate理論に帰着させる方法
を紹介する。

• 第６章では、GL(2)に対する Arthur-Selbergの跡公式を導出する。Gelbart-Jacquet
のサーベイ論文 [13]やGelbartのMSRI講義録 [12]などがあるが、ここではこれらを
ベースにしつつも、一般の場合のArthurの論文 [2], [3]により自然に接続されるよう
に配慮した。

• 第７章は、第６章で得られた一般の跡公式から、テスト函数を特殊化することによっ
て、応用上有用な公式をいくつか紹介する。応用に関しては本報告集の伊吹山 [20]と
都築 [39]を参照されたい。

謝辞. 今回の「GL(2)の跡公式」の講演および原稿の作成において色々と協力してくださっ
たサマースクールの講演者の方々に感謝を申し上げます。
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1. 基本的な記号とハール測度

• Zを整数環、Qを有理数体、Rを実数体、Cを複素数体とする。C上の絶対値を | |
とする: |z|2 = z z̄. 可換環 Rに対して、その可逆元全体のなす群を R× と書く。
R× = R− {0}に対して (R×)0を正の実数全体 (R×の 1を含む連結成分)とする.

• F を有限次代数体、その整数環を Oとする。F のアルキメデス素点全体の集合を
Σ∞ = ΣR∪ΣC, 有限素点全体の集合をΣfin、Σ = Σ∞∪Σfinを素点全体の集合とする。

• 有限素点 v ∈ Σfinに対し、Ovを完備化 Fvの整数環、pvをOvの極大イデアル、ϖv

を pvの生成元とし、剰余体Ov/pvの位数を qvとかく: qv = ♯(Ov/pv).
• 完備化 Fv (v ∈ Σ∞)の直積環を F∞とする: F∞ =

∏
v∈Σ∞

Fv. F のアデール環をAと
すれば、Aは有限アデール全体の環Afinと F∞の直積に分解される: A = F∞ × Afin.

• Q\AQの非自明指標 ψQをTateに従って固定して、ψF = ψQ ◦ trF/Qとおく。ψF,vに
関するFvの自己双対的ハール測度を dxvとする。Fv/Qpの diffenrential exponent dv
を

{ξ ∈ Fv|ψF,v(ξOv) = {1} } = p−dv
v

で定義すると、vol(Ov) = q
−dv/2
v となる。Aのハール測度 dxはψF に関する自己双対

的なものを固定する。すると、dx = ⊗vdxvである。∆F を拡大F/Qの絶対判別式と
する。∆F =

∏
v∈Σfin

qdvv である。
• 素点 v ∈ Σに対して | |v を正規付値とする。ハール測度 dxv と a ∈ F×

v に対して
d(axv) = |a|v dxvが成り立つ。

• イデール群A×上のイデールノルムを | |A =
∏

v | |vで定める。任意の t ∈ A×につ
いて d(tx) = |t|A dxが成り立つ。そして、

A1 = {x ∈ A× | |x|A = 1}
と置く。このとき、F× ⊂ A1であり、商群F×\A1はコンパクトである。また、A× ∼=
A1 × (R×)0が成り立つ。

• 離散集合については、counting measure により測度を定める。

• 素点 v ∈ Σ∞についての F×
v 上のハール測度 d×xvを

dxv
|x|v
により定める。

• 素点 v ∈ Σfinについての F×
v 上のハール測度 d×xvを (1− q−1

v )−1dxv
|x|v
により定める。

• イデール群 A×上の測度は F×
v のハール測度の積測度により定める. A1上の測度を

A1 ∼= A×/(R×)0による商測度によって定める。
集合X上の２つの正値函数f(x), g(x)に対して、定数C > 0が存在して f(x) 6 C g(x) (∀x ∈

X)が成り立つとき f(x) ≪ g(x) (x ∈ X)と書く。f(x) ≪ g(x), g(x) ≪ f(x)が同時に成り
立つならば、f(x) ≍ g(x) (x ∈ X)と書く。

2. ポアソン和公式とGL(1)の跡公式

まず、局所コンパクトアーベル群の枠組みにおいて、ポアソン和公式を想起しよう。
Hを局所コンパクトアーベル群、Γ ⊂ Hをその格子（即ち、離散部分群であって商群Γ\H

がコンパクトなもの）とする。dhをHのハール測度とすれば、Γ\HのH-不変測度 dḣで∫
H

f(h) dh =

∫
Γ\H

{∑
γ∈Γ

f(γh)

}
dḣ, f ∈ L1(H)

3



を満たすものが決まる。
∫
Γ\H dḣ = 1となるようにハール測度dhを正規化することが出来る。

ĤをHのポントリャーギン双対群とする。これは、開コンパクト位相によって局所コン
パクトアーベル群になり、

Γ⊥ = {χ ∈ Ĥ|χ(γ) = 1 (∀γ ∈ Γ) }

は Ĥの格子である。
可積分函数 f ∈ L1(H)の指標 χ ∈ Ĥにおけるフーリエ変換 f̂(χ)は

f̂(χ) =

∫
H

f(h)χ(h) dh

で定義される。以上の準備のもとで、Poissonの和公式は次のように述べられる。
f : H → Cは連続函数であって、次の条件を満たすとする。

•
∑

γ∈Γ |f(γh)|は h ∈ Hに関して広義一様収束する。
•
∑

χ∈Γ⊥ |f̂(χ)| < +∞.

このとき、ポアソン和公式 ∑
γ∈Γ

f(γ) =
∑
χ∈Γ⊥

f̂(χ)

が成り立つ。特にH = Aかつ Γ = F の場合は、y ∈ F に対して

f̂(y) =

∫
F

f(x)ψF (xy) dx

とすると、f ∈ C∞
c (A)に対してポアソン公式

(2.1)
∑
x∈F

f(x) =
∑
y∈F

f̂(y)

を得る。
GL(1,A) = A× の跡公式は H = A1 かつ Γ = F× の場合のポアソン和公式である。

L2(F×\A1)上の右正則表現 RF× を (RF×(a)Φ)(x) = Φ(xa), a ∈ A1, Φ ∈ L2(F×\A1)に
よって定める。このとき、RF×の既約分解（スペクトル分解）

RF× ∼=
⊕̂

χ∈(F×)⊥
C · χ

が成り立ち、さらに、f ∈ C∞
c (A1)についてGL(1)の跡公式

(2.2)
∑
γ∈F×

vol(F×\A1) · f(γ) =
∑

χ∈(F×)⊥

f̂(χ)

が成り立つ。ただし、等式の vol(F×\A1)はすでに固定したハール測度に依存して現れた。
等式の左側が幾何サイド、右側がスペクトルサイドと呼ばれる。
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3. GL(2)に関する記号とハール測度

F 上の代数群G, P , M , N , Zを、任意の可換 F -代数Rに対してR-有理点が

G(R) = GL(2, R) =

{(
a b
c d

)
| a, b, c, d ∈ R, ad− bc ∈ R×

}
,

Z(R) =

{(
a 0
0 a

)
| a ∈ R×

}
,

M(R) =

{(
a 0
0 d

)
| a, d ∈ R×

}
,

N(R) =

{(
1 b
0 1

)
| b ∈ R

}
,

P (R) =

{(
a b
0 d

)
| a, d ∈ R×, b ∈ R

}
となるものとして定める。ZはGの中心である。P (R) = M(R)N(R)が成り立ち、P はG
の放物的部分群と呼ばれる。M を P の Levi部分群、N を P の unipotent radicalと呼ぶ。
アルキメデス素点 v0 ∈ Σ∞を一つ固定して、y > 0に対して、yを y

v0
= y, y

v
= 1 (∀v ̸= v0)

なるイデールとする。そして、G(A)の部分群Z+
∞とM+

∞を

Z+
∞ =

{(
y 0
0 y

)
| y ∈ (R×)0

}
, M+

∞ =

{(
y 0
0 y′

)
| y, y′ ∈ (R×)0

}
とする。HをQ上の代数群としたとき、AH をHのmaximal Q-split central torusとする。
スカラーの制限によりG(F )もM(F )もQ上の代数群として見ることができ、AGとAM が
定義される。位相群 Lに対して、その単位元の連結成分を L0で表す。特に

AG(R)0 =
{(

a 0
0 a

)
∈ G(F∞) | a ∈ (R×)0

}
∼= (R×)0 ∼= Z+

∞,

AM(R)0 =
{(

a 0
0 d

)
∈ G(F∞) | a, d ∈ (R×)0

}
∼= (R×)0 × (R×)0 ∼= M+

∞

となる。ただし、(R×)0を対角埋め込みで F×
∞の部分群と見ている。

G(A), M(A)の閉部分群G(A)1, M(A)1を

G(A)1 = {g ∈ G(A) | | det g|A = 1} , M(A)1 =
{(

a 0
0 d

)
∈M(A) | |a|A = |d|A = 1

}
で定義する。このとき、G(A) ∼= G(A)1 × AG(R)0 ∼= G(A)1 × Z+

∞ とM(A) ∼= M(A)1 ×
AM(R)0 ∼= M(A)1 ×M+

∞が成り立つ。
G(Fv)の極大コンパクト部分群として

Kv =


GL(2,Ov), (v ∈ Σfin),

O(2) := {g ∈ GL(2,R) | g tg = I2}, (v ∈ Σ∞, Fv
∼= R),

U(2) := {g ∈ GL(2,C) | g tḡ = I2}, (v ∈ Σ∞, Fv
∼= C)

と定める。K =
∏
v

Kv はG(A)の極大コンパクト部分群である。このとき、岩澤分解

G(Fv) = P (Fv)Kv and G(A) = P (A)K
が成り立つ。
g ∈ G(A)について、

g = nmak, n ∈ N(A), m ∈M(A)1, a ∈M+
∞, k ∈ K
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と分解できる。特に、aは一意的に定まる。a =

(
a1 0
0 a2

)
∈M+

∞, a1, a2 ∈ (R×)0として、

H(g) := log
a1
a2

により連続写像 H : G(A) → R を定義する。H(g) = H(nma) = H(ma) = H(a)に注意
する。

δP (g) = eH(g) =
a1
a2
, (g ∈ G(A))

によってG(A)上の関数 δP を定義する。δP をP (A)に制限した関数はP のmoduleと呼ばれ
る。自然な埋め込みにより、Hと δP はG(F )やG(Fv)上の関数となる。
N(Fv), M(Fv)のハール測度 dn, dhを同型N(Fv) ∼= Fv, M(Fv) ∼= F×

v × F×
v によって

dn = db, ifn = [ 1 b
0 1 ] ∈ N(Fv),

dh = d×t1 d
×t2, ifh =

[
t1 0
0 t2

]
∈M(Fv),

として定める。（ただし、dbは Fvのハール測度, d×t1, d
×t2は F×

v のハール測度である。い
ずれも上で決めたように正規化されたもの。）そして、P (Fv)上の左ハール測度 dpが

dp = dhdn = d×t1 d
×t2 db, if p = hn ∈ P (Fv)

= δP (p)
−1 dndh =

∣∣∣∣t2t1
∣∣∣∣
v

db d×t1 d
×t2, if p = nh ∈ P (Fv)

によって定められる。
G(Fv)上のハール測度を定めよう。vol(Kv) = 1により正規化されたKv上のハール測度を

dkとする。元 g ∈ G(Fv)は

g =

(
1 b
0 1

)(
t1 0
0 t2

)
k, b ∈ Fv, t1, t2 ∈ F×

v , k ∈ P (Fv) ∩Kv\Kv

と一意的に岩澤分解されるので,

dg =

∣∣∣∣t2t1
∣∣∣∣
v

db d×t1 d
×t2 dk

′

（dk′は dkと P (Fv) ∩ Kv 上の vol(P (Fv) ∩ Kv) = 1により正規化されたハール測度による
P (Fv) ∩Kv\Kv上の商測度）によりG(Fv)上のハール測度 dgが定まる。このとき、G(Fv)
上のテスト関数 f について、∫

G(Fv)

f(g) dg =

∫
Kv

∫
F×
v

∫
F×
v

∫
Fv

f(

(
1 b
0 1

)(
t1 0
0 t2

)
k)

∣∣∣∣t2t1
∣∣∣∣
v

db d×t1 d
×t2 dk

が成り立つことが分かる。
局所的な場合と同様にして、N(A), M(A)には同型N(A) ∼= A, M(A) ∼= A× × A×によっ

て、A, A× ×A×の測度を移送する。他のZ(A)やAM(R)0やM(A)1などに関しても同様で
ある。さらにZ+

∞やM+
∞にも同様に (R×)0の測度を移送する。K上のハール測度をそのKv

のハール測度の積測度によって定める。明らかに vol(K) = 1である。G(A)上の測度は上述
で定めたG(Fv)の測度による積測度で定める。G(A)1についてはG(A)1 ∼= G(A)/Z+

∞による
商測度によって測度 d1gを定める。M(A)1についてもM(A)1 ∼= M(A)/M+

∞による商測度に

よって測度 d1mを定める。a ∈ (R×)0についてアンダーラインを略して
(
a 0
0 1

)
∈ M+

∞/Z
+
∞
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とする。すると、岩澤分解に関して次の積分公式が成立する：G(A)上のテスト関数 f につ
いて、 ∫

G(A)1
f(g) d1g

=

∫
n∈N(A)

∫
a>0

∫
m∈M(A)1

∫
k∈K

f(n

(
a 0
0 1

)
mk) a−1 dn d×a d1m dk

となる。以後、似たような g ∈ G(A)についての分解においては、特に断らない限り
(
a 0
0 1

)
∈

M+
∞/Z

+
∞とする。

最後に普遍包絡環に関する記号を定めておこう。gをG(F∞)の Lie環の複素化とし、U(g)
をその普遍包絡環とし、Z(g)をU(g)の中心とする。U(g)の詳細については [24]など実 Lie
群の表現論の本を参照されたい。

4. GL(2)のスペクトル理論

4.1. 準備. • 直積分解G(A) = Z+
∞G(A)1から得られる同一視 Z+

∞\G(A) ∼= G(A)1によって
G(A)1上の函数を対応するG(A)上のZ+

∞-不変函数と区別しないで考える。

• 任意の q > 1に対して、Lq = Lq(G(F )\G(A)1; d1g)を次の条件を満たす可測函数 f :
G(A) → Cの同値類（零集合の補集合上一致するものを同一視）全体のなす空間とする：

(i) f(γzg) = f(g), γ ∈ G(F ), z ∈ Z+
∞, g ∈ G(A)1,

(ii) ∥f∥G,q :=

(∫
G(F )\G(A)1

|f(g)|q d1g

)1/q

< +∞.

函数 f1, f2 : G(F )\G(A)1 → Cのエルミート pairing⟨f1|f2⟩Gを

⟨ f1 | f2 ⟩G =

∫
G(F )\G(A)1

f1(g)f̄2(g) d
1g(4.1)

で定義する。付随するノルムは ∥f∥G = ⟨ f | f ⟩1/2G である。

• 函数 f : G(A) → Cは次の条件を満たすとき smoothであるといわれる：

(i) ある開部分群K ⊂ Kfinが存在して、f(gk) = f(g) (∀k ∈ K, ∀g ∈ G(A))となる。
(ii) 任意の gfin ∈ G(Afin)に対して、G(F∞)上の函数 g∞ 7→ f(g∞gfin)はC∞-級である。

•函数f : G(A) → Cのg ∈ G(A)による右移動R(g)f : G(A) → C,左移動L(g)f : G(A) → C
をそれぞれ次で定義する：

[R(g)f ](h) = f(hg), [L(g)f ](h) = f(g−1h), h ∈ G(A)1

H ⊂ G(A)を閉部分群とする。函数 f : G(A) → Cが条件

dimC⟨R(h)f |h ∈ H ⟩C <∞

を満たすとき右H-有限であるという。同様に左H-有限性は条件 dimC⟨L(h)f |h ∈ H ⟩C <∞
で定義される。

•　 volG = vol(G(F )\G(A)1), volM = vol(M(F )\M(A)1)とおく。
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4.1.1. Hecke環. v ∈ Σとする。左Kv-有限かつ右Kv-有限な、コンパクト台を持つ smooth
函数 φ : G(Fv) → C全体H(G(Fv))は合成積によって (単位元を持たない) C-代数になる。
これを vにおける局所Hecke環と呼ぶ。v ∈ ΣfinならばKvの特性函数 φ◦

vはH(G(Fv))の冪
等元になる。

φ(g) =
∏
v

φv(gv), g = (gv) ∈ G(A),

(φv ∈ H(G(Fv))で、殆ど全ての素点では φv = φ◦
v)

の形を持つG(A)上の函数 φの有限C-線型結合全体をH(G(A))とすると、これはG(A)1上
の合成積によってL1(G(A)1)の部分C-代数になる。C-代数H(G(A))をG(A)の大域ヘッケ
環と呼ぶ。φ ∈ H(G(A))に対して、φ∗ ∈ H(G(A))を

φ∗(g) = φ(g−1) g ∈ G(A)

で定義する。H(G(A))は単位元を持たないことに注意しよう。
• 左Z+

∞G(F )-不変かつ右K-有限な smooth函数 f : G(A) → C全体の空間を CGとする。こ
の空間にはヘッケ環H(G(A))が右移動Rによって自然に作用する：

[R(φ)f ](g) =

∫
G(A)1

f(gx)φ(x) d1x = f ∗ φ̌(g), φ ∈ H(G(A)), g ∈ G(A)(4.2)

4.1.2. ジーゲル領域. 相対コンパクト集合 ω ⊂ N(A)M(A)1と正数 tに対して、

S(ω, t) = ω
{[

a1 0
0 a2

]
∈ AM(R)0| a1/a2 > t

}
K

の形をもつG(A)の部分集合をジーゲル領域と呼ぶ。ωを P (F )ω = N(A)M(A)1となるよ
うにとるとき、次の性質を満たす t0の存在が知られている ([23, Corollary 7.9, Proposition
7.10], [22, §10])：

(1) G(A) = G(F )S(ω, t0)
(2) ♯{γ ∈ G(F )| γS(ω, t0) ∩S(ω, t0) ̸= ∅ } < +∞

以下、このようなS(ω, t0)を固定して簡単にSと書く。

補題 1. 左Z+
∞G(F )-不変可側函数 f : G(A) → [0,∞)が、ある定数 b ∈ Rに対して評価

f(g) ≪ δP (g)
b, g ∈ S

を満たすとする。b < 1であれば f ∈ L1である。

Proof : ηSをSの特性函数として、Φ(g) =
∑

γ∈G(F ) ηS(γg)とおく。上の性質 (a), (b) から
Φ(g)は有限和であってΦ(g) > 1 (∀g ∈ G(A))となる。よって、∫

Z+
∞G(F )\G(A)

f(g) dg 6
∫
Z+
∞G(F )\G(A)

Φ(g) f(g) dg

=

∫
Z+
∞\S

f(g) dg

=

∫
u∈ω

∫ ∞

t0

∫
k∈K

f (u [ a 0
0 1 ] k) a

−1 d×a du dk ≪
∫ ∞

t0

ab−1 d×a

最後の積分は b < 1ならば収束する。

とくに、体積 vol(Z+
∞G(F )\G(A))は有限になる。この値は系 52で決定される。

8



4.2. L2-空間. L2-空間 L2は内積 (4.1)に関して可分ヒルベルト空間になり、G(A)を右移動
R

[R(g)f ] (x) = f(xg), g ∈ G(A), f ∈ L2.

によって作用させることによって、(R,L2)はG(A)のユニタリー表現を与える。当面の目標
は、ユニタリー表現 (R,L2)をG(A)の既約表現の直和に分解することである。
さて、H(G(A))は (4.2)によってL2に作用する。

命題 2. φ ∈ H(G(A)), f ∈ L2に対して、

∥R(φ)f∥G 6 ∥φ∥G(A)1,1 ∥f∥G
が成り立つ。ただし、∥φ∥G(A)1,1 =

∫
G(A)1 |φ(g)| dgである。R(φ) : L

2 → L2は有界線型作用
素になる。

Kφ(g, h) =
∑

γ∈G(F )

φ(g−1γh), g, h ∈ G(A)(4.3)

は局所一様絶対収束して、任意の g ∈ G(A)に対して

[R(φ)f ](g) =

∫
G(F )\G(A)1

Kφ(g, h) f(h) d1h, g ∈ G(A)

Proof : Cauchy-Schwartz不等式を使うと、∫
G(F )\G(A)1

| [R(φ)f ] (g) |2 d1g 6
∫
G(F )\G(A)1

∣∣∣∣∫
G(A)1

|f(gh)φ(h)| d1h

∣∣∣∣2 d1g

6
∫
G(F )\G(A)1

(∫
G(A)1

|f(gh)|2|φ(h)| d1h

) (∫
G(A)1

|φ(h)| d1h

)
d1g

= ∥φ∥G(A)1,1

∫
G(A)1

(∫
G(F )\G(A)1

|f(gh)|2 d1g

)
|φ(h)| d1h

= ∥φ∥2G(A)1,1 ∥f∥2G
これより、命題の前半部分が従う。

U1, U2 ⊂ G(A)1をコンパクト集合とする。ωφ = supp(φ)とおくと、U1ωφU−1
2 はG(A)1で

コンパクトだから、I = G(F ) ∩ U1 ωφ U−1
2 は有限集合であり、

Kφ(g, h) =
∑
γ∈I

φ(g−1γh), (g, h) ∈ U1 × U2

となる。よって、特に (4.3)は広義一様絶対収束である。次の変形より命題の最後の主張が
従う：

[R(φ)f ] (g) =

∫
G(A)1

f(gh)φ(h) d1h

=

∫
G(A)1

f(h)φ(g−1h) d1h

=

∫
G(F )\G(A)1

∑
γ∈G(F )

f(γh)φ(g−1γh) d1h

=

∫
G(F )\G(A)1

{
∑

γ∈G(F )

φ(g−1γh)} f(h) d1h (∵ f は左G(F )-不変)
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定義 3. Kφ(g, h)を φ ∈ H(G(A))に対する核函数と呼ぶ。

4.3. 連続スペクトラムの構成. 次の条件を満たす smooth函数 f : G(A)1 → C全体の空間を
CP とする：

(i) 左N(A)P (F )-不変である。
(ii) 右K-有限である。

ヘッケ環H(G(A))は右移動 (4.2)によってベクトル空間 CP に自然に作用する。

4.3.1. アイゼンシュタイン級数とその定数項. s ∈ Cに対して、次の条件を満たす函数 f :
G(A) → C全体の集合をH0(s)とする：

(a) f ∈ CP
(b) f は左M(A)1-有限である。
(c) f ([ a 0

0 1 ] g) = a(s+1)/2 f(g), a ∈ (R×)0, g ∈ G(A).　
H0(s)は CP の部分H(G(A))-加群であり、エルミート形式 ⟨ , ⟩K : H0(s)×H0(−s̄) → C,

⟨f1, f2⟩K = vol−1
M

∫
m∈M(F )\M(A)1

∫
k∈K

f1 (mk) f̄2 (mk) dm dk, f1 ∈ H0(s), f2 ∈ H0(−s̄)

はH(G(A))-不変 pairingになる。i.e.,

⟨R(φ)f1, f2⟩K = ⟨f1, R(φ∗)f2⟩K, φ ∈ H(G(A))

s ∈ iRならば、この pairing ⟨ , ⟩KはH0(s)のエルミート内積を与える。

定義 4. Re(s) > 1, g ∈ G(A)とする。
• f ∈ H0(s)に対して、

[M(s)f ](g) =

∫
N(F )\N(A)

f(w0ng) dn(4.4)

と定義する。ただし、w0 =

(
0 −1
1 0

)
とする。

• f ∈ H0(s)に対して、

E(f : g) =
∑

γ∈P (F )\G(F )

f(γg), g ∈ G(A)(4.5)

とおき、f に対応するアイゼンシュタイン級数と呼ぶ。

命題 5. (1) Re(s) > 1ならば級数 (4.5)は g ∈ G(A)に関して広義一様絶対収束する。
E(f ;−) ∈ CGである。対応 f 7→ E(f : −)はH(G(A))-絡作用素:

E : H0(s) −→ CG
を定める。

(2) Re(s) > 1ならば、g ∈ G(A)を変数と見たとき、積分 (4.4)は広義一様に絶対収束し
てH0(−s)に属する函数を定める。対応 f 7→M(s)f はH(G(A))-絡作用素

M(s) : H0(s) −→ H0(−s)

になる。更に、f1 ∈ H0(s), f2 ∈ H0(s̄) (Re(s) > 1)に対して

⟨M(s)f1, f2⟩K = ⟨f1,M(s̄)f2⟩K(4.6)

が成り立つ。
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Proof : (1) 第５章の命題 61および補題 63から従う。
函数 φ ∈ CGに対して、その（フーリエ展開の）定数項は

φP (g) =

∫
F\A

φ ([ 1 x
0 1 ] g) dx, g ∈ G(A)

で定義される。

命題 6. f ∈ H0(s) (Re(s) > 1)とすると、アイゼンシュタイン級数E(f ;−)の定数項は

E(f)P (g) = f(g) + [M(s)f ](g), g ∈ G(A)
で与えられる。

Proof : [38, 命題 6]を参照せよ。

4.3.2. 擬アイゼンシュタイン級数. 次の条件を満たす函数 ϕ : G(A) → C全体のなすC-ベク
トル空間をDP とする：

(a) ϕ ∈ CP
(b) ϕは左M(A)1-有限である。
(c) ϕは mod Z+

∞N(A)P (F )でコンパクト台をもつ。つまり、コンパクト集合ωϕ ⊂ G(A)
が存在して、

g ̸∈ Z+
∞N(A)P (F )ωϕ =⇒ ϕ(g) = 0

同様に、mod Z+
∞G(F )でコンパクト台を持つ函数 φ ∈ CGの空間をDGと定義する。

注意 : DP , DGはそれぞれ CP , CGの部分H(G(A))-加群になる。写像 φ 7→ φP はH(G(A))-
絡作用素 CG −→ CP である。

定義 7. ϕ ∈ DP に対して、

θϕ(g) =
∑

γ∈P (F )\G(F )

ϕ(γg), g ∈ G(A)(4.7)

を ϕに対応する擬アイゼンシュタイン級数と呼ぶ。

命題 8. (1) 級数 (4.7)は局所的には有限和である。即ち、U ⊂ G(A)を任意のコンパク
ト集合とすると、有限部分集合 I(U) ⊂ P (F )\G(F )が存在して、

θϕ(g) =
∑

γ∈I(U)

ϕ(γg), g ∈ U

となる。
(2) 函数 θϕ : G(A) → Cは函数空間DGに属する。特に、θϕ ∈ Lq (∀q > 0)である。対応

ϕ 7→ θϕはH(G(A))-絡作用素 θ : DP → DGを与える。

Proof : コンパクト集合 ωϕ ⊂ G(A)が存在して supp(ϕ) ⊂ Z+
∞P (F )N(A)ωϕ となる。更

に、N(A) = N(F )UN なるコンパクト集合 UN をとれば、supp(ϕ) ⊂ Z+
∞P (F )UNωϕとなる。

π : G(A) → Z+
∞P (F )\G(A)を自然な射影として

I(U) = π
[
G(F ) ∩ (Z+

∞P (F )UNωϕU−1)
]

とおくと、I(U)は、Z+
∞P (F )\G(A)の離散部分集合P (F )\G(F )と相対コンパクト部分集合

π(UNωϕU−1)の共通部分に一致する。よって、I(U)は有限集合である。明らかに ϕ(γg) = 0
(∀g ∈ U , ∀γ ̸∈ I(U))なので、(1)が従う。θϕが左 Z+

∞G(F )-不変な smooth函数なことは (1)
より明らか。supp(θϕ) ⊂ Z+

∞G(F )ωϕなので、θϕ ∈ DGが分かる。(2)の残りの主張は自明で
ある。
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定義 9. ϕ ∈ DP のフーリエ・ラプラス変換を

ϕ̂(s : g) =

∫ +∞

0

ϕ
([

y 0
0 1

]
g
)
y−(s+1)/2 d×y, g ∈ G(A), s ∈ C(4.8)

で定義する。

命題 10. (1) 任意のコンパクト集合 U ⊂ G(A)に対して、ある数 tU > 1が存在して、

ϕ
([

y 0
0 1

]
g
)
= 0, ∀g ∈ Z+

∞ U , ∀y ̸∈ [t−1
U , tU ]

となる。特に、積分 (4.8)は (s, g)について広義一様収束する。
(2) g ∈ G(A)を固定すると、ϕ̂(s : g)は sについて整型函数である。任意の s ∈ Cに対し
て、ϕ̂(s : −) ∈ H0(s)である。

Proof : (1) コンパクト集合 ωϕ ⊂ G(A)を supp(ϕ) ⊂ Z+
∞N(A)P (F )ωϕとなるようにとる。

このとき、

ϕ
([

y 0
0 1

]
g
)
̸= 0 =⇒

[
y 0
0 1

]
g ∈ Z+

∞N(A)P (F )ωϕ =⇒ y ∈ H(ωϕ)H(g)−1

gがコンパクト集合 U を走るとき、H(ωϕ)H(g)−1は (0,+∞)一定のコンパクト集合にとど
まる。これより (1)が従う。

(2)の最初の主張は (1)より自明である。ϕ̂(s : −) ∈ H0(s)を示そう。2.2.1節の最初に述
べた条件 (a), (b), (c)を確かめればよい。(c)は定義式 (4.8)から容易に従う。部分群 T+

∞ =
{
[
y 0
0 1

]
| y > 0 }が部分群N(A)を正規化しM(A)1とは可換なことから、左N(A)P (F )-不変

性と条件 (b)は積分変換 (4.8)の前後で保たれる。積分変換 (4.8)は群 T+
∞の左作用を経由し

て定義しているので、右K-有限性を保つ。

命題 11. ϕ ∈ DP とする。任意のm ∈ Nおよび任意の２つの実数 σ1 < σ2に対して、

|ϕ̂(s : g)| ≪m,σ1,σ2 δP (g)
(Re(s)+1)/2 (1 + |Im(s)|)−m, g ∈ G(A), s ∈ [σ1, σ2] + iR.

Proof : ϕは右K-有限だから有限個の函数 ϕj ∈ DP および連続函数 cj : K → C (1 6 j 6 d)

が存在してR(k)ϕ =
∑d

j=1 cj(k)ϕj (∀k ∈ K) となる。よって、

ϕ ([ t 0
0 1 ] k) =

d∑
j=1

cj(k)ϕj

([
y 0
0 1

])
, t ∈ A×, k ∈ K(4.9)

g ∈ G(A)を岩澤分解によって

g = [ 1 x
0 1 ] [

az 0
0 z ]mk, (x ∈ A, t ∈ A×, a, z > 0, m ∈M(A)1, k ∈ K)

と書き、ϕj ∈ DP に注意しながら、(4.9)を使って積分を変形すると、

ϕ̂(s : g) =
d∑

j=1

cj(k) a
(s+1)/2 αj(s : m),(4.10)

ただし、 αj(s;m) =

∫ ∞

0

ϕj

([
y 0
0 1

]
m
)
y−(s+1)/2 d×y

となる。さて、微分作用素D = y d
dy
は、Dy−(s+1)/2 = − s+1

2
y−(s+1)/2を満たすので、部分積

分をm回繰り返すことにより、(
−s+ 1

2

)m

αj(s;m) = (−1)m
∫ +∞

0

{
Dm

y ϕj

([
y 0
0 1

]
m
)}

y−(s+1)/2 d×y
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を得る。ここで、部分積分の「留数項」は命題 10(1)より消滅することに注意せよ。これよ
り、任意の帯領域 [σ1, σ2] + iRに対して、評価

|αj(s;m)| ≪σ1,σ2,m (1 + |Im(s)|)−m, m ∈M(A)1, s ∈ [σ1, σ2] + iR(4.11)

が従う。a = δP (g)に注意すると、(4.10), (4.11)から

|ϕ̂(s : g)| ≪
∑
j

|cj(k)| a(Re(s)+1)/2 (1 + |Im(s)|)−m ≪ δP (g)
(Re(s)+1)/2 (1 + |Im(s)|)−m

を得る。
注意 ：命題 11はあとで精密化される（命題 20）。

命題 12. ϕ ∈ DP とすると、次の「反転公式」が成立する：

ϕ(g) =
1

4πi

∫ c+i∞

c−i∞
ϕ̂(s : g) ds, g ∈ G(A)(4.12)

ただし、c ∈ Rは任意の実数で、積分路は垂直線Re(s) = cに虚数部分が増加するように向
き付ける。

Proof : s = 4πiτ (τ ∈ R)とすると、

ϕ̂(s : g) =
1

4π

∫ ∞

0

ϕ
([

y 0
0 1

]
g
)
y−(s+1)/2 d×y

=

∫
R
ϕ ([ e

r 0
0 1 ] g) e

−(s+1)r/2dr

=

∫
R
f(r) exp(2πirτ) dr = f̂(τ)

ただし、f(r) = e−r/2 ϕ ([ e
r 0
0 1 ] g)とおいた。Fourier反転公式から

f(0) =

∫
R
f̂(r) dτ =

∫
R
ϕ̂(s : g) dτ =

1

4πi

∫ +i∞

−i∞
ϕ̂(s : g) ds

矩形領域QR = {s ∈ C| |Im(s)| 6 R, 0 6 Re(s) 6 c }の周を半時計回りに周回する道に対し
てCauchyの積分定理を使い、R → +∞とする。命題 11から実軸に水平な辺からの寄与は
消滅するので、最後の線積分の積分路は虚軸からRe(s) = cに shiftされる。

命題 13. ϕ ∈ DP とすると、任意の c > 1に対して、

θϕ(g) =
1

4πi

∫ c+i∞

c−i∞
E(ϕ̂(s) : g) ds, g ∈ G(A)

が成立する。右辺の積分は絶対収束する。

Proof :

θϕ(g) =
∑

γ∈P (F )\G(F )

ϕ(γg)

=
∑

γ∈P (F )\G(F )

1

4πi

∫ c+i∞

c−i∞
ϕ̂(s : γg) ds

=
1

4πi

∫ c+i∞

c−i∞

∑
γ∈P (F )\G(F )

ϕ̂(s : γg) ds =
1

4πi

∫ c+i∞

c−i∞
E(ϕ̂(s) : g) ds

13



命題 5(1)および命題 11から∫
Re(s)=c

{
∑

γ∈P (F )\G(F )

|ϕ̂(s; γg)|} d|s|

≪
∑

γ∈P (F )\G(F )

δP (γg)
(c+1)/2

∫
Re(s)=c

(1 + |Im(s)|)−m d|s| < +∞

なので、上の計算における積分順序の交換は Fubiniの定理で正当化される。

4.3.3. 内積に関する随伴公式. エルミート pairing ⟨ | ⟩P : DP × CP → Cを

⟨ϕ1|ϕ2⟩P =

∫ +∞

0

∫
m∈M(F )\M(A)1

∫
k∈K

ϕ1

([
y 0
0 1

]
mk
)
ϕ̄2

([
y 0
0 1

]
mk
)
y−1 d×y d1m dk

で定義する。M(F )\M(A)1 ×Kはコンパクトなので、命題 10(1) よりこの積分は絶対収束
する。

命題 14. (1) ϕ ∈ DP , φ ∈ CGのとき、

⟨ θϕ |φ ⟩G = ⟨ϕ |φP ⟩P

(2) ϕ ∈ DP , f ∈ H0(s)のとき、

⟨ f |ϕ ⟩P = volM ⟨ f, ϕ̂(−s̄) ⟩K

Proof : (1)は次のように示せる。

⟨ θϕ |φ ⟩G =

∫
Z+
∞ G(F )\G(A)

{
∑

γ∈P (F )\G(F )

ϕ(γg)} φ̄(g) d1g =

∫
Z+
∞ P (F )\G(A)

ϕ(g) φ̄(g) d1g

=

∫
n∈N(F )\N(A)

∫ +∞

0

∫
m∈M(F )\M(A)1

∫
k∈K

ϕ
(
n
[
y 0
0 1

]
mk
)
φ̄
(
n
[
y 0
0 1

]
mk
)
dn y−1d×y d1m dk

=

∫ +∞

0

∫
m∈M(F )\M(A)1

∫
k∈K

ϕ
([

y 0
0 1

]
mk
)
φ̄P

([
y 0
0 1

]
mk
)
y−1d×y d1m dk = ⟨ϕ|φP ⟩P

θ|ϕ| ∈ DGより積分 ⟨ θ|ϕ| |φ ⟩Gは絶対収束するから、上の計算は Fubiniの定理によって正当
化される。
(2)は次のように示せる。

⟨ f |ϕ ⟩P =

∫ +∞

0

∫
m∈M(F )\M(A)1

∫
k∈K

f
(
m
[
y 0
0 1

]
k
)
ϕ̄
(
m
[
y 0
0 1

]
k
)
y−1 d×y d1m dk

=

∫
m∈M(F )\M(A)1

∫
k∈K

f (mk)

{∫ +∞

0

ϕ̄
([

y 0
0 1

]
mk
)
y(s−1)/2 d×y

}
d1m dk

=

∫
m∈M(F )\M(A)1

∫
k∈K

f (mk) ϕ̂(−s̄ : mk) d1m dk

= volM ⟨ f, ϕ̂(−s̄) ⟩K

積分 ⟨ f |ϕ ⟩Gの絶対収束性から、Fubiniの定理によって上の計算は正当化される。
14



4.3.4. 内積公式 I.

命題 15. ϕ1, ϕ2 ∈ DP に対して、c > 1であれば

⟨ θϕ1 | θϕ2 ⟩G =
volM
4πi

∫ c+i∞

c−i∞
{⟨ϕ̂1(s), ϕ̂2(−s̄)⟩K + ⟨M(s)ϕ̂1(s), ϕ̂2(s̄)⟩K} ds(4.13)

が成立する。

Proof :

⟨ θϕ1 | θϕ2 ⟩G =

∫
G(F )\G(A)1

{
1

4πi

∫ c+i∞

c−i∞
E(ϕ̂1(s), g) ds

}
θϕ2(g) d

1g (∵命題 13)

=
1

4πi

∫ c+i∞

c−i∞
⟨E(ϕ̂1(s)) | θϕ2 ⟩G ds

ここで、命題 8 (1) (θϕ2がG(F )\G(A)1でコンパクト台を持つ)および命題 13に注意する
と、積分順序交換は正当化される。非積分函数は次のように変形される：

⟨E(ϕ̂1(s)) | θϕ2 ⟩G = ⟨E(ϕ̂1(s))P |ϕ2 ⟩P (∵命題 14(1))

= ⟨ ϕ̂1(s) +M(s) ϕ̂1(s) |ϕ2 ⟩P (∵命題 6)

= volM {⟨ ϕ̂1(s), ϕ̂2(−s̄) ⟩K + ⟨M(s)ϕ̂1(s), ϕ̂2(s̄) ⟩K} (∵命題 14(2))

4.3.5. 大域絡作用素の解析接続. • XM をコンパクトアーベル群

M(F )\M(A)1 ∼= (F×\A1)× (F×\A1)(4.14)

のポントリャーギン双対群とする:

XM = {η :M(F )\M(A)1 → C1|連続準同型写像 }.

N(A)がM(A)で正規化されることに注意すると、群 (4.14)は、剰余類空間N(A)P (F )\G(A)1
に左乗法で矛盾無く作用し、従って、函数空間 CP にも自然に作用する：

[L(m)ϕ](ġ) = ϕ(m−1ġ), m ∈M(F )\M(A)1, ġ ∈ N(A)P (F )\G(A)1

CP の定義に含まれる左M(A)1-有限性の条件から、この表現はM(F )\M(A)1の 1次元表現
の（代数的な）直和に分解する。具体的に分解を記述するには次のようにする。函数 ϕ ∈ CP
と指標 µ ∈ XM に対して、

ϕµ(g) = vol−1
M

∫
M(F )\M(A)1

ϕ(mg)µ(m) d1m, g ∈ G(A)1

と定義すると、対応 ϕ 7→ ϕµは CP からその部分空間
CP (µ) = {ϕ ∈ CP |L(m)ϕ = µ(m)ϕ, m ∈M(A)1 }

の上への射影になり、
CP =

⊕
µ∈XM

CP (µ)

と分解される. この分解はH(G(A))の右作用Rによって保たれる。同様に、CP の部分空間
DP , H

0(s)も、

DP (µ) = CP (µ) ∩DP , H0(µ, s) = CP (µ) ∩H0(s)

と定義すると、
DP =

⊕
µ∈XM

DP (µ), H0(s) =
⊕
µ∈XM

H0(µ, s)
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とH(G(A))-加群として代数的直和に分解される。
• f ∈ H0(0), s ∈ Cに対して、f(s) : G(A)1 → Cを

f(s)(g) = δP (g)
s/2 f(g), g ∈ G(A)1, s ∈ C

で定義すると、f(s) ∈ H0(s)であり、f|K = f(s)|Kが分かる。対応 f 7→ f(s)はK-同型写像
H0(0) ∼= H0(s)を導く。そこで、この同型によってH0(s)上のH(G(A))の右作用をH0(0)に
移送したものを πsと書く：

[πs(φ)f](g) = [R(φ)f(s)](g) δP (g)
−s/2, φ ∈ H(G(A)), g ∈ G(A)1

すると、pairing ⟨ , ⟩KのH(G(A))-不変性は、

⟨πs(φ)f1, f2⟩K = ⟨f1, π−s̄(φ
∗)f2⟩K, f1, f2 ∈ H0(0), φ ∈ H(G(A))

と読み替えられる。

•同一視 (4.14)によって、µは２つのイデール類群指標µ1, µ2 : F
×\A1 → C1の組µ = (µ1, µ2)

と見做せる。このとき、
µ̌ = (µ2, µ1)

と定義する。すると、M(s) : H0(s) −→ H0(−s) (Re(s) > 1)はH0(µ, s)をH0(µ̌,−s)に
写す：

M(s)H0(µ, s) ⊂ H0(µ̌,−s)
以下では、簡単のためH0 = H0(0), H0

µ = H0(µ, 0)とおく。内積公式 (4.13)における積分路
Re(s) = cを虚軸（= unitary axis)にまで shiftさせたい。そのため、M(s)の定義域を iRの
近傍まで解析接続する必要がある。

命題 16. 可算な補集合をもつある開稠密部分集合 D ⊂ Cで定義された線型作用素の族
M(s) : H0 −→ H0 (s ∈ D)で次のようなものが存在する。

(1) Re(s) > 1であれば、任意の f ∈ H0に対して

(M(s)f)(−s) =M(s)f(s)

(2) M(s)は (πs,H
0)から (π−s,H

0)へのH(G(A)))-絡作用素である。
(3) M(s)は有理型である。即ち、任意の f1, f2 ∈ H0に対して、s 7→ ⟨M(s)f1, f2⟩KはC−D
に極を持つ有理型函数である。

(4) M(s)は右半平面 Re(s) > 0では s = 1を除いて整型である。D ∩ {Re(s) > 0, s ̸=
1} = ∅

(5) f1, f2 ∈ H0とすると、 任意の σ > 0に対して、あるN ∈ Rが存在して、

|⟨M(s)f1, f2⟩K| ≪ (1 + |Im(s)|)N , s ∈ [0, σ] + iR

(6) s ∈ iRならば

M(−s) ◦M(s) = Id,

⟨M(s) f1,M(s) f2⟩K = ⟨f1, f2⟩K, (f1, f2 ∈ H0).

Proof : 証明は 3.2.1節を参照せよ。

命題 17. (1) f ∈ H0
µ, f2 ∈ H0

νとする。s 7→ ⟨M(s)f, f2⟩Kは s = 1で高々１位の極を持ち、

Ress=1⟨M(s)f, f2⟩K ̸= 0 =⇒ µ̌ = µ, f2 ∈ H0
µ
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(2) イデール類群指標 η : F×\A1 → C1に対して、G(A)上の函数 η ◦ detはH0(−1)に属
する。r2 = ♯ΣC,

C = vol(F×\A1)∆
−1/2
F π−r2 ζF (2)

−1

とおくと、任意の µ = (η, η)および任意の f1, f2 ∈ H0
µに対して、

Ress=1⟨M(s)f, f2⟩K = C ⟨f, η ◦ det⟩K ⟨f2, η ◦ det⟩K
が成り立つ。

Proof : この証明の中では、第３章の結果や記号を自由に使う。
µ̌ ̸= νならばH0

µ̌⊥H0
νだから、⟨M(s)f, f2⟩K = 0である。以下、µ̌ = νを仮定する。一般性

を失わずに、

f =
∏
v

fv, f2 =
∏
v

f2,v,

(fv ∈ H0
v(µv, 0), f2,v ∈ H0

v(µ̌v, 0) で、有限個の素点の vを除いては fv, f2,vは不分岐)

の形であるとしてよい。S を素点の有限集合で、全てのアルキメデス素点を含み、しかも
v ̸∈ Sならば µv, ψF,vは不分岐かつ fv = f◦v (µv, 0), f2,v = f◦v (µ̌v, 0)なるものとする。すると、
定義 57および系 58によれば

⟨M(s)f, f2⟩K =
∏
v

⟨Mv(s)f
(s)
v , f

(s̄)
2,v⟩Kv

= ϵ(s, µ1µ
−1
2 )−1 L(s, µ1µ

−1
2 )

L(s+ 1, µ1µ
−1
2 )

∏
v∈S

⟨Rv(µv, s)f
(s)
v , f

(s̄)
2,v⟩Kv

で最後の内積因子は Cで整型である。よって、この表示全体の s = 1での極は L(s, µ1µ
−1
2 )

からのみ生じ、実際に極がでるには µ1µ
−1
2 が自明指標が必要。これで (1)が示せた。以下、

µ1 = µ2 とする。従って、ϵ(s, µ1µ
−1
2 ) = ∆

1/2−s
F , L(s, µ1µ

−1
2 ) = ζF (s)である。上の等式の

s = 1での留数をとって、命題 59を使うと、

Ress=1⟨M(s)f, f2⟩K = ∆
1/2
F

1

ζF (2)
{Ress=1ζF (s)}

∏
v∈S

⟨Rv(µv, 1)f
(1)
v , f

(1)
2,v ⟩Kv

= ∆
1/2
F

vol(F×\A1)

ζF (2)

∏
v∈S

Cv ⟨f(1)v , ηv ◦ det⟩Kv ⟨ηv ◦ det, f
(1)
2,v ⟩Kv

=
vol(F×\A1)

ζF (2)
∆

−1/2
F π−r2⟨f, η ◦ det⟩K ⟨f2, η ◦ det⟩K

4.3.6. Paley-Wiener切断. 整型函数 α : C → Cが次の評価を満たすとき Paley-Wiener函
数と呼ぶ：

(∃R ∈ R) (∀m ∈ N) |α(s)| ≪ eR|Res| (1 + |s|)−m, s ∈ C
PW(C)をこのような函数全体の空間とする。ここで、Paley-Wienerの定理を想起しよう：

定理 18. f ∈ C∞
c (R)に対して、そのフーリエ・ラプラス変換

f̂(s) =

∫
R
f(x) e2πixs dx, s ∈ C

は PW(C)に属する。対応 f 7→ f̂ は線型同型C∞
c (R) → PW(C)を与える。

Proof : [40, IV §4 (p.161)]を参照せよ。

定義 19. 写像F : C → CP が次ぎの条件を満たすとき Paley-Wiener切断とよぶ。
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(1) 任意の s ∈ Cに対してF(s) ∈ H0(s)である。
(2) H0の有限函数族 {fj}dj=1およびC上のPaley-Wiener函数の有限族 {cj(s)}dj=1が存在
して

F(s) =
d∑

j=1

cj(s) f
(s)
j , s ∈ C

Paley-Wiener切断全体の空間をP0(C)と書く。

命題 20. ϕ ∈ DP ならば、その Fourier-Laplace変換 ϕ̂ : s 7→ ϕ̂(s;−)はP0(C)に属する。対
応 ϕ 7→ ϕ̂はDP からP0(C)の上への線型同型である。

Proof : ϕ ∈ DP は右K-有限かつ左M(A)1-有限だから、Kの有限次元連続表現 (τ,W )と有
限個の指標の集合X0 (⊂ XM)が存在して ϕ ∈

⊕
µ∈X0

DP (µ)[τ ]となる。ただし、任意のK-加
群Xに対して、X[τ ]は τ -等型成分 (自然な線型写像HomK(W,X)⊗W → Xの像)である。
ϕ 7→ ϕ̂(s)はDP (µ)からH0(µ, s)へのK-絡作用素であり、更にH0(µ, s) ∼= H0

µはK-同型だ
から

ϕ̂(s) ∈
⊕
µ∈X0

H0(µ, s)[τ ] ∼=
⊕
µ∈X0

H0
µ[τ ]

となる。H0
µ[τ ]は有限次元（K-許容可能性)なので、

⊕
µ∈X0

H0
µ[τ ]は有限正規直交基底 {fj}

を持つ。よって
ϕ̂(s) =

∑
j

cj(s) f
(s)
j , s ∈ C

ただし、cj(s) = ⟨ϕ̂(s), fj⟩Kである。fj ∈ H0
µj
とすると、

cj(s) =

∫ ∞

0

aj(r) e
−sr/2 dr,

aj(r) = e−r/2

∫
M(F )\M(A)1

∫
K

ϕ ([ e
r 0
0 1 ]mk) f̄j(k)µj(m) d1m dk

となる。命題 10より aj ∈ C∞
c (R)であるから、定理 18から cj(s)はC上の Paley-Wiener函

数になる。これで、ϕ̂ ∈ P0(C)が示された。
命題の後半を示すには逆写像P0(C) → DP を構成すればよい。任意の F ∈ P0(C)に対

して、

F̃(g) =
1

4πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
F(s)(g) ds, g ∈ G(A)

と定義すると、Fourier反転公式と定理 (18)から F̃ ∈ DP および
ˆ̃F = Fが容易に確かめられ

る。一方、命題 12は ˜̂
ϕ = ϕを示している。

4.3.7. 内積公式 II.

定義 21. (1) ϕ ∈ DP に対して、aϕ : R → H0を

(aϕ(y))
(iy) = ϕ̂(iy) +M(−iy) ϕ̂(−iy), y ∈ R

と定義する。
(2) イデール類指標 η : F×\A1 → C1に対して、

φη(g) = vol
−1/2
G η(det g), g ∈ G(A)

と定義する。函数 φηはL2の単位ベクトルになる。
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補題 22. 任意の ϕ ∈ DP に対して、

⟨θϕ|φη⟩G = ⟨ϕ |φη ⟩P = vol
−1/2
G volM ⟨ϕ̂(1), η ◦ det⟩K

Proof :

⟨ θϕ |φη ⟩G = ⟨ϕ|(φη)P ⟩P (∵命題 14(1))

= ⟨ϕ |φη ⟩P (∵ (φη)P = φη)

= volM ⟨ϕ̂(1), φη⟩K (∵命題 14(2))

命題 23. ϕ1, ϕ2 ∈ DP のとき、

⟨θϕ1 |θϕ2⟩G =
volM
8π

∫
R
⟨aϕ1(y), aϕ2(y)⟩K dy +

C

2

volG
volM

∑
η

⟨θϕ1 |φη⟩G ⟨θϕ2|φη⟩G

が成り立つ。C = vol(F×\A1)∆
−1/2
F π−r2 ζF (2)

−1 (r2 = ♯ΣC) である。

Proof : c > 1を固定する。R > 0に対してQRを矩形領域 {s ∈ C| 0 6 Re(s) 6 c, |Im(s)| 6
R }とする。命題 16(3), (4)および命題 17より、sの函数

Ξ(s) = ⟨ϕ̂1(s), ϕ̂2(−s̄)⟩K + ⟨M(s)ϕ̂1(s), ϕ̂2(s̄)⟩K

はC上有理型でありQRの周および内部に存在する極は s = 1における高々１位の極のみで
ある。留数定理より、

1

2πi

∫ c+iR

c−iR

Ξ(s) ds =
1

2πi

∫ iR

−iR

Ξ(s) ds+ I(R) + Ress=1Ξ(s)(4.15)

となる。ただし、I(R)は水平線分 [0, c] ± iR上の線積分である。命題 16 (5)および命題 11
から、任意のm > 0に対して帯領域 [0, c] + iRにおいて一様な評価 |Ξ(s)| ≪ (1+ |Im(s)|)−m

が成立する。よって、R → +∞のとき I(R)はゼロに収束する。虚軸上でM(iy)がユニタ
リー作用素であることとM(iy)aϕ(iy) = aϕ(−iy)であることを使うと、

1

4πi

∫ c+iR

c−iR

Ξ(s) ds =
1

4π

∫
R
Ξ(iy) dy +

1

2
Ress=1Ξ(s)

=
1

4π

∫
R
{⟨ϕ̂1(iy), ϕ̂2(iy)⟩K + ⟨ϕ̂1(iy),M(−iy)ϕ̂2(−iy)⟩K} dy +

1

2
Ress=1Ξ(s)

=
1

4π

∫
R
{⟨ϕ̂1(iy), aϕ2(iy)⟩K} dy +

1

2
Ress=1Ξ(s)

=
1

8π

∫
R
{⟨ϕ̂1(iy) +M(−iy)ϕ̂1(−iy), aϕ2(iy)⟩K} dy +

1

2
Ress=1Ξ(s)

=
1

8π

∫
R
{⟨aϕ1(iy), aϕ2(iy)⟩K} dy +

1

2
Ress=1Ξ(s)

あとは Ξ(s)の留数を計算すればよい。命題 20より ϕ̂1(s), ϕ̂2(s)は

ϕ̂1(s) =
∑
j

aj(s) f
(s)
j , ϕ̂2(s) =

∑
j

bj(s) f
(s)
j

19



とかける。ただし、{fj}はH0の函数の有限族であって、各 fjは適当な指標 µj ∈ XM に対す
るH0

µj
に属し、aj(s), bj(s) ∈ PW(C)である。さて、命題 17から、

Ress=1Ξ(s) =
∑
i,j

Ress=1{ai(s) bj(s) ⟨M(s)f
(s)
i , f

(s)
j ⟩K}

=
∑
i,j

ai(1) bj(1)Ress=1⟨M(s)f
(s)
i , f

(s)
j ⟩K

= C
∑
i,j

∑
η

ai(1) bj(1) ⟨fi, η ◦ det⟩K ⟨fj, η ◦ det⟩K

= C
∑
η

⟨ϕ̂1(1), η ◦ det⟩K ⟨ϕ̂2(1), η ◦ det⟩K

= C volG vol−1
M

∑
η

⟨ θϕ1 |φη ⟩G ⟨ θϕ2 |φη ⟩G

最後の等式は補題 22による。

4.3.8. L2-空間の分解. H0を内積 ⟨ , ⟩Kによって完備化して得られるヒルベルト空間をHと
する。y ∈ RのときM(iy) : H0 → H0はユニタリー作用素だったから、完備化Hのユニタ
リー作用素に連続延長される。ヘッケ環H(G(A))のH0への作用 πiy(φ)から自然にG(A)の
ユニタリー表現 (πiy,H)が定まる。
µ ∈ XM , τ ∈ K̂に対して、τ -等型成分H0

µ[τ ]の正規直交基底Bµ[τ ]を固定する。BをBµ[τ ]

(µ ∈ XM , τ ∈ K̂)全体の合併集合とすると、BはHの可算正規直交基底であり、B = {fn}n∈N
と番号付けることが出来る。以下このような基底を一つ固定しておく。

定義 24. 函数 a : R → Hで次の条件を満たすもの全体（の同値類）の空間をHとする：
(1) a(y) =

∑
n∈N cn(y) fnと表すとき、係数函数 cnはすべて可測函数である。

(2) 任意の y ∈ Rに対して、M(iy) a(y) = a(−y)
(3)

∫
R
∥a(y)∥2K dy < +∞

内積

(a1|a2)H =
volM
4π

∫ +∞

0

⟨a1(y), a2(y)⟩K dy

によって、Hはヒルベルト空間になり、しかも次の公式で定義される群G(A)の作用 ρによっ
てユニタリー表現になる。

[ρ(g)a](y) = πiy(g)(a(y)), a.e in y ∈ R, (a ∈ H)

注意 : 普通、ユニタリー表現 (ρ,H)は (πiy,H)のヒルベルト直和と呼ばれ、∫ ⊕̂

y∈R×
+

(πiy,H)
volM
4π

dy

と書かれる。

定義 25. (1) θϕ (ϕ ∈ DP )全体の空間をΘ、 L2におけるその閉包を Θ̄と定義する：

Θ = {θϕ|ϕ ∈ DP }, Θ̄ = L2-Closure of Θ
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(2) イデール類指標 η : F×\A1 → C1に対して、Θ(η) = Cφηとおく。

Pη : L
2 −→ Θ(η), Pη(f) = ⟨ f |φη ⟩G φη

を直交射影子とする。

R(g)φη = η(det g)φηだから、Θ(η)はG(A)が１次元表現 η ◦ detで作用するL2のG(A)-部
分空間である。また、部分空間Θ(η)達は L2-内積に関して互いに直交する。

補題 26. 有限個の L2-函数 cj ∈ L2(R) (1 6 j 6 d)と有限個のスカラー aj (1 6 j 6 d)を与
える。任意の ϵ > 0に対して、ある αj ∈ PW(C)が存在して∫

R
|cj(y)− αj(iy)|2 dy < ϵ, αj(1) = aj, (1 6 j 6 d)

となる。

Proof : [8, Lemma 17.3(p.172)]を参照せよ。

補題 27. {(aϕ, {Pη(θϕ)}η) |ϕ ∈ DP }はH⊕̂
⊕̂

ηΘ(η)の稠密部分空間である。

Proof : a ∈ H0および有限個の異なる指標 ηj (1 6 j 6 d)とスカラー aj ∈ Cを任意にとる。
N ∈ Nを十分大きく選べば a(s) =

∑N
n=0 cn(s) fn (cj ∈ L2(R)) と表せる。さらに、十分大き

くNをとることで n > Nのとき ⟨fn, ηj ◦det⟩K = 0 (1 6 j 6 d)であるとしてもよい。イデー
ル類群指標 ηに対して、η̃ = η ◦ det |Kで１次元表現 η̃ ∈ K̂を定義すると、H0[η̃]は 1次元で
ある。ηj (1 6 j 6 d′)を fnj

∈ H0[η̃j]となる 0 6 nj 6 N が存在するような指標 η全体とす
る。N のとり方から d 6 d′である。スカラー bn (0 6 n 6 N)を

bnj
= volM vol

−1/2
G aj, (1 6 j 6 d′),

bn = 0, (n ̸∈ {n1, . . . , nd′})

で決める。ϵ > 0を任意に与えるとき、補題 26より、αn ∈ PW(C) (0 6 n 6 N)であって∫
R
|cn(y)− αn(iy)|2 dy < ϵ(4N)−1, αn(1) = bn

となるものが存在する。F(s) =
∑N

n=0 αn(s) f
(s)
n によってPaley-Wiener切断F ∈ P0(C)がき

まり、さらに命題 20を適用すると、F = ϕ̂となる ϕ ∈ DP が定まる。このとき、

∥aϕ − a∥H 6 ϵ,

Pηj(θϕ) = aj φηj , (1 6 j 6 d′)

が確かめられる。η ̸= ηj (1 6 j 6 d′)ならば、⟨fn, η ◦ det⟩K = 0 (0 6 n 6 N)なので、
Pη(θϕ) = 0となる。よって、(aϕ, {Pη(θϕ)})は a+

∑d
j=1 ajφηj の ϵ-近傍に含まれる。従って、

H0⊕
⊕

η Cφηの任意の元は {(aϕ, {Pη(θϕ)}η) |ϕ ∈ DP }の点列の極限になることが示された。
一方、H0 ⊕

⊕
η CφηはH⊕̂

⊕̂
ηΘ(η)で稠密なので証明終わり。

H⊕̂
⊕̂

η
Θ(η)の内積を

⟨ (a, {aηφη}) | (b, {bη φη}) ⟩ = (a|b)H +
C

2

volG
volM

∑
η

aη b̄η

で定義する。（注意：実は、C
2

volG
volM

= 1が後で (系 52)分かるので、この内積は自然なもので
ある。）
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定理 28. G(A)の作用と可換な等長同型写像

T : Θ̄
∼=−→ H ⊕̂

(⊕̂
η
Θ(η)

)
で、任意の ϕ ∈ DP に対して

T(θϕ) = (aϕ, {Pη(θϕ)}η)(4.16)

となるものがだだ一つ存在する。

Proof : 命題 14より、

∥θϕ∥2G =
volM
8π

∫
R
∥aϕ(y)∥2K dy +

C

2

volG
volM

∑
η

∥Pη(θϕ)∥2G(4.17)

となる。これより、θϕ = 0となる必要十分条件は aϕ(iy) = 0 (a.e. y ∈ R)かつPη(θϕ) = 0 (∀η)
である。これは線型写像T : Θ → H ⊕̂

(⊕̂
ηΘ(η)

)
が (4.16)によって矛盾無く定義されるこ

とを示している。(4.17)よりこの線型写像は等長写像 T : Θ̄ → H ⊕̂
(⊕̂

ηΘ(η)
)
に延長され

る。同様に、補題 27から等長写像T′ : H ⊕̂
(⊕̂

ηΘ(η)
)
→ HでT′((aϕ, {Pη(θϕ)}η)) = θϕな

るものが存在する。T ◦T′ = Id, T′ ◦T = Idはそれぞれ稠密部分空間上で成立するので、T,
T′は互いに逆写像になる。

定義 29. TによるHの逆像をL2
cont, Θ̄のL2における直交補空間をL2

cusと定義する。更に、
１次元空間Θ(η) (η ∈ F̂×\A1)全体の生成する閉部分空間をL2

resと定義する。

命題 30. (1) L2
cont = {f ∈ Θ̄| ⟨ f |φη ⟩G = 0 (∀η ∈ F̂×\A×) }

(2) L2
cus =

{
f ∈ L2|

∫
N(F )\N(A)

f(ng) dn = 0 a.e. in g ∈ G(A)
}

Proof : (1) Tの定義から、任意の f ∈ Θ̄に対して T(f) = (S(f), {⟨f |φη⟩Gφη}η)と書ける。
定義 29から、f ∈ L2

contは ⟨f |φη⟩G = 0 (∀η)と同値である。
(2) 命題 14 (1) (と同様な変形)から f ∈ L1に対して ⟨ θϕ | f ⟩G = ⟨ϕ | fP ⟩P である。よっ

て、f ∈ AG,cusは、⟨ϕ | fP ⟩P = 0 (∀ϕ ∈ DP )と同値。DP はC∞
c (N(A)P (F )\G(A)1)の稠密

部分空間であるから、これは、fP (g) = 0 (a.e. g ∈ G(A)) と同値である。

4.4. L2-函数のスペクトル分解.

4.4.1. 高さ函数と函数の増大度条件. v ∈ Σとする。群G(Fv)上の高さ関数 || ||vを与えよう。
もし v ∈ Σ∞ならば g ∈ G(Fv)について

||g||v =
√

tr(gtg) + tr(g−1tg−1) =
√
1 + | det(g)|−2

√
tr(gtg)

と定義する。もし v ∈ Σfinならば g ∈ G(Fv)について

||g||v = max16i,j62{ |gij|v , |gij|v/| det(g)|v } , g =

(
g11 g12
g21 g22

)
と定義する。そして、G(A)上の高さ関数 || ||を g = (gv) ∈ G(A)に対して

||g|| =
∏
v∈Σ

||gv||v

と定義する。ここで、v ∈ Σfinならば ∥k∥v = 1 (∀k ∈ Kv)であることから、右辺の積は実質
的に有限積になることに注意する。
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補題 31. 任意の g, h ∈ G(A)に対して次が成り立つ。
(1) ||g|| > 1.
(2) ||gh|| 6 ||g|| ||h||.
(3) ||g|| = ||g−1||.
(4) ||kgk′|| = ||g||, ∀k, ∀k′ ∈ K.

任意の t ∈ (R×)0について、Gt = {g ∈ G(A) | ||g|| < t}と置く。
(5) Gtはコンパクト。
(6) ある定数C0とN0が存在して ♯(G(F ) ∩Gt) 6 C0t

N0が成り立つ。
(7) 定数 C > 0が存在して、任意の g ∈ S ∩ G(A)1および任意の γ ∈ G(F )に対して

∥g∥ 6 C ∥γg∥が成り立つ。

Proof. (1) 各素点 v ∈ Σと g ∈ G(Fv)について ||g||v > 1を示せばよい。v ∈ Σfinの場合は自
明なので、v ∈ Σ∞の場合のみを考える。tr(g tg) = rと置く。そのとき、

| det(g)|2 6 (|g11| |g22|+ |g12| |g21|)2 6 r2

が成り立つので、
||g||v >

√
1 + r−2

√
r =

√
r + r−1 > 1

が得られる。
(2) 各素点 v ∈ Σと g, h ∈ G(Fv)について ||gh||v 6 ||g||v ||h||vを示せばよい。まずは v ∈ Σ∞
の場合を考えよう。

tr(gh t(gh)) = tr( tgg h th)

となるので、正値エルミート行列 S, T について、tr(ST ) 6 tr(S) tr(T )となることを示せば
よい。ある k ∈ Kvについて

kS tk =

(
s1 s12
s12 s2

)
, kT tk =

(
t1 0
0 t2

)
として良い。正値性から、対角成分は全て正の数であることに注意しよう。

tr(S)tr(T )− tr(ST ) = tr(kS tk)tr(kT tk)− tr(kS tkkT tk)

= (s1 + s2)(t1 + t2)− (s1t1 + s2t2) = s2t1 + s1t2 > 0

これで求める不等式が示された。
次に v ∈ Σfinの場合を考える。ghの (i, j)成分について

|gi1h1j + gi2h2j|v 6 max{|gi1h1j|v , |gi2h2j|v}
6 max{|gi1| , |gi2|v}max{|h1j|v , |h2j|v} 6 ||g||v ||h||v

となるので、明らかに不等式が従う。
(3) これは定義より自明。
(4)各素点v ∈ Σとg ∈ G(Fv)について示そう。v ∈ Σ∞の場合は定義より自明なので、v ∈ Σfin

とする。各 k ∈ Kvについて ||kg||v = ||g||vとなることを示せばよい。∥k∥v = ∥k−1∥v = 1に
注意すると、(2)から次の２つの不等式がえられる：

∥kg∥v 6 ∥k∥v ∥g∥v = ∥g∥v = ∥k−1 kg∥v 6 ∥k−1∥v ∥kg∥v = ∥kg∥v
従って、∥kg∥v = ∥g∥vである。
(5) 元 g = (gv) ∈ G(A)について (1)より ||g|| < tならば各 v ∈ Σについて 1 6 ||gv||v < tを
得る。そのため、すべての v ∈ ΣについてGtのG(Fv)への射影Gt,vはコンパクトになるの
だから、Gtもコンパクトである。
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(6) 環Rに対してMat(2, R)をRを成分としてもつ 2次の正方行列全体の集合とする。(5)の
証明より

♯(G(F ) ∩Gt) 6♯
{
g ∈ Mat(2, F )

∣∣∣ ||g||v < t (∀v ∈ Σ∞)
∃m ∈ Z>0 s.t. g ∈ Mat(2,m−1O) and m < t

}
6

[t]∑
m=1

♯{g ∈ Mat(2,m−1O) | max{|g11|, |g12|, |g21|, |g22|} 6 t}

が成り立つので (6)が従う。
(7)S∩G(A)1の任意の要素はg = ( x11 x12

0 x22
)
(
a 0
0 a−1

)
k、ただし ( x11 x12

0 x22
) ∈ ω∩G(A)1, a ∈ (R×)0

(a2 > t), k ∈ Kと書ける。γ ∈ G(F )を任意にとる。すると、

γgk−1 =

(
γ11ax11 ∗
γ21ax11 ∗

)
となる。ここで、γ11 ̸= 0または γ21 ̸= 0である。γ11 ̸= 0ならば、|γ11|A = 1により、

∥γgk−1∥ > |γ11ax11|A = |a|A ∥x11|A
x11はA×のコンパクト集合を走る。更に、S∩G(A)1上で ∥g∥ ≍ |a|Aであるから、γ, gに無
関係なある定数C > 0が存在して γ11 ̸= 0ならば常に ∥γg∥ > C ∥g∥ (∀g ∈ S ∩ G(A)1)であ
る。γ21 ̸= 0のときも同様。 �
高さ関数 ∥ ∥を使って緩増大関数、急減少関数と一様緩増大関数を定義しよう。まずS1 =

S ∩G(A)1と置く。

定義 32. (1) G(F )\G(A)1上のC値関数 fが緩増大関数であるとは、ある定数N ∈ Rお
よびC > 0が存在して

|f(g)| 6 C ∥g∥N , g ∈ G(A)1

が成り立つことと定義する。
(2) 関数 f ∈ C∞(G(F )\G(A)1)が一様緩増大であるとは、ある定数N0 > 0が存在して、
任意のD ∈ U(g)に対して、不等式

|(R(D)f)(g)| 6 CD ||g||N0 , ∀g ∈ G(A)1

を満たす定数CDが存在することと定義する。
(3) 関数 f ∈ C∞(G(F )\G(A)1)がS1上急減少関数であるとは、任意のN > 0に対して、
不等式

|f(g)| 6 CN ||g||−N , g ∈ S1

を満たす定数CN が存在することと定義する。

4.4.2. 保型形式. 函数 f : G(A) → Cが次の条件を満たすとき、G(F )\G(A)1上の保型形式
であるといい、その全体の空間をAGと書く：

• f ∈ CG
• f は右Z(g)-有限である。
• f はG(A)1上で緩増大である。

さらに、カスプ条件
• fP (g) = 0 (∀g ∈ G(A))

を満たす f ∈ AGをカスプ形式といい、その全体をAG,cusと定義する。

命題 33. f ∈ AGならば f はG(A)1上一様緩増大函数である。
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Proof : f が右K-有限かつ右Z(g)-有限であることから、ある函数 φ ∈ H(G(A))が存在して
f = R(φ̌)f が成り立つ ([18, §8, Theorem 1], [8, Theorem 2.14 (p.22)])。f は緩増大だから、
ある定数N ∈ R, C1 > 0が存在して |f(g)| 6 C1 ∥g∥N (∀g ∈ G(A)1)が成り立つ。補題 31 (1)
よりN > 0としてもよい。U = supp(φ)とすると、UはG(A)1のコンパクト集合であり、任
意のD ∈ U(g)に対してC2 = suph∈U |R(D)φ(h−1)|は有限である。

|R(D)f (g)| 6
∫
G(A)1

|f(gh)| |[R(D)φ](h−1)| d1h

=

∫
U
|f(gh)| |[R(D)φ](h−1)| d1h

6 C1C2

∫
U
∥gh∥N d1h

6 {C1C2

∫
U
∥h∥N d1h} × ∥g∥N (∵補題 31(2))

N はDに無関係だから、この評価から一様緩増大性がわかる。

命題 34. f ∈ CGが次ぎの２条件を満たすとすると、f はジーゲル領域上S上で急減少関数
である。

(1) f はS上一様緩増大である。
(2) 定数項が消える, i.e., fP (g) = 0 (∀g ∈ G(A)1)

Proof : [25, 命題 1.10]を参照せよ。

系 35. f ∈ AG,cusはジーゲル領域S上で急減少関数である。特に、AG,cus ⊂ Lq (∀q > 1)で
ある。

Proof :　命題 34、命題 33および補題 1より自明である。

ヘッケ環H(G(A))は右作用によって保型形式の空間AGに作用し、AG,cusは部分H(G(A))-
加群になることが分かる。

4.4.3. カスプ的保型表現.

命題 36. (Gelfand-Graev-Piatetsuki Shapiro) : L2
cusは既約閉部分空間のヒルベルト直和に分

解される。i.e., L2
cusの既約閉部分空間の族 {Vα}が存在して、L2

cus =
⊕̂

α
Vαとなる。更に、

既約ユニタリー表現の各同値類 π ∈ Ĝ(A)に対して、π ∼= Vαとなる αの濃度mcus(π)(=πの
重複度)は有限である。

Proof : [25, 定理 1.13]を参照せよ。

命題 37. (重複度１定理): mcus(π) 6 1 (∀π ∈ Ĝ(A))

Proof ：[25, 定理 4.5]を参照せよ。

定義 38. L2
cusの既約部分表現をカスプ的保型表現と呼ぶ。 　

補題 39. q > 1, φ ∈ H(G(A))とする。このとき、定数 cφ > 0が存在して、任意の f ∈ Lq

に対して

| [f ∗ φ](g) | 6 cφ ∥f∥G(A)1,q ∥g∥2/q, g ∈ G(A)1(4.18)

が成り立つ。ここで、∥f∥G(A)1,q =
(∫

G(A)1 |f(g)|
q d1g

)1/q
である。
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Proof : (cf. [8, Proposition 5.7]) T+
∞ = {[ t 0

0 1 ] ∈ G(F∞) | t ∈ (R×)0 }とおくと、岩澤分解は
G(A)1 = N(A)M(A)1 T+

∞ Kとなる。U = supp(φ)はコンパクト集合なので、

KU−1 ⊂ UP UT,∞ K

を満たすコンパクト集合 UP ⊂ N(A)M(A)1および UT,∞ ⊂ T+
∞が存在する。g ∈ G(A)1に対

して t(g) ∈ T+
∞を g ∈ N(A)M(A)1 t(g)Kで定義する。g ∈ Sとすると、

g U−1 ⊂ ω t(g)KU−1 ⊂ ω t(g)UP UT,∞ K ⊂ t(g) {t(g)−1 ω t(g)UP} t(g)−1 · t(g)UT,∞ ·K
g ∈ S = S(ω, t0)より、t(g) > t0である。したがって、t(g)−1 ω t(g)UP (g ∈ S)は一定のコ
ンパクト集合D ⊂ N(A)M(A)1に含まれる。

|[f ∗ φ](g)| =
∣∣∣∣∫

G(A)1
f(x)φ(x−1g) dx

∣∣∣∣(4.19)

6 ∥φ∥∞
∫
g U−1

|f(x)| dx

6 ∥φ∥∞
∫
h∈t(g)D t(g)−1

∫
a∈t(g)UT,∞

∫
k∈K

|f(hak)| δP (a)−1 dh da dk

P(g) = {δ ∈ P (F )| δω ∩ t(g)D t(g)−1 ̸= ∅ }とおくと、t(g)D t(g)−1は δω (δ ∈ P(g))で被覆
される。f は左 P (F )不変だから、∫

h∈t(g)D t(g)−1

|f(hak)| dh≪ {♯P(g)}
∫
h∈ω

|f(hak)| dh

更に、♯P(g) ≪ vol(t(g)D t(g)−1) ≍ δP (g)は容易に分かる。故に、Q(g) = ω t(g)UT,∞Kと
おくと、(4.19)から、

|[f ∗ φ](g)| ≪ δP (g)

∫
h∈ω

∫
a∈t(g)UT,∞

∫
k∈K

|f(hak)| δP (a)−1 dh da dk = δP (g)

∫
Q(g)

|f(x)| dx

(4.20)

となる。1/q + 1/r = 1で指数 r > 1を決めよう。すると、Hölderの不等式から∫
Q(g)

|f(x)| dx 6
(∫

Q(g)

|f(x)|q dx
)1/q (∫

Q(g)

dx

)1/r

(4.21)

6 ∥f∥G(A)1,q vol(Q(g))
1/r ≍ ∥f∥G(A)1,q δP (g)

−1/r

S1上で δP (g) ≍ ∥g∥2となることが容易に分かるので、(4.20), (4.21)より不等式 (4.18)がS1

上では成り立つ。f ∗ φは左G(F )-不変なので、補題 31 (7) より不等式 (4.18)はG(A)1全体
に拡張される。

命題 40. (1) 任意のカスプ的保型表現 (π,Vπ)に対して、Vπに含まれる右K-有限函数全
体の空間を Vπとおくと、Vπ ⊂ AG,cusであり、VπはVπで稠密である。特に、Vπに含
まれる Vπの正規直交基底 Bπが存在する。

(2) AG,cusはL2
cusにおいて稠密である。

Proof ： (1) f ∈ Vπ がカスプ形式の条件を満たすことを確かめる。まず、πは既約ユニタ
リー表現なので許容可能 ([10, Theorem 4])である。これと [24, Proposition 8.5]により、fは
G(A)上の smooth函数になる。左Z+

∞G(F )-不変性は明らかなので f ∈ CGとなる。また、カ
スプ条件は明らか。Z(g)は Vπにスカラーで作用する ([24, Corollary 8.14])ので、f はZ(g)-
有限になる。f はK-有限かつ Z(g)-有限なので、f = R(φ̌)f を満たす φ ∈ H(G(A)1)が存
在する ([18, §8 Theorem 1], [8, Theorem 2.14 (p.22)])。従って、補題 39から f は緩増大に
なる。
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H(G(A))の元は両側K-有限なので、包含R(H(G(A)))Vπ ⊂ Vπは明らかである。H(G(A))
はデルタ近似列（即ち、正の函数列φnであって、supp(φn) → {e}かつ

∫
G(A)1 φn(g) d

1g = 1

となるもの）を含む。limn→∞ ∥R(φn)f − f∥G = 0となるので、R(H(G(A)))VπはVπで稠密
である。

(2)は (1)と命題 36から従う。

補題 41. f ∈ Lq (q > 1)がカスプ的、即ち、⟨ f | θϕ ⟩G = 0 (∀ϕ ∈ DP )とする。このとき、任意
のφ ∈ H(G(A))に対してR(φ)f はジーゲル領域S上で急減少である。特に、R(φ)f ∈ L2

cus

である。

Proof : 任意のD ∈ U(g)に対してR(D) (f ∗ φ) = f ∗R(D)φだから、補題 39より

| [R(D)(R(φ)f)](g) ≪D,φ,f ∥g∥2/q, g ∈ G(A)1

となり、R(φ)fは一様緩増大となる。一方、⟨R(φ)f | θϕ ⟩G = ⟨ f |R(φ∗)θϕ ⟩G = ⟨ f | θR(φ∗)ϕ ⟩G =
0よりR(φ)fもカスプ的である。命題 30(3)の証明より、これは (R(φ)f)P = 0 (∀g ∈ G(A)1)
と同値。従って、函数R(φ)f に補題 34を適用すれば結論を得る。

命題 42. 任意の q > 1に対して、AG,cus +ΘはLqの稠密部分空間である。

Proof : 1
q
+ 1

r
= 1となる r > 1をとると、pairing ⟨ | ⟩GによってLrはLq位相的双対空間と

なる。よって、Hahn-Banachの定理から、f ∈ Lrに対して、

⟨Θ+AG,cus |f⟩G = {0}(4.22)

のもとでf = 0を示せばよい。条件 (4.22)より、⟨θϕ | f ⟩G = 0 (∀ϕ ∈ DP )となるので、補題 41
によれば、任意の φ ∈ H(G(A))に対してR(φ)f ∈ L2

cusである。命題 40(2)より、AG,cusの
函数列 (fn)でL2

cusにおいてR(φ)fに収束するものがある。R(φ∗)fn ∈ AG,cusなので、(4.22)
より

⟨R(φ)f | fn ⟩G = ⟨ f |R(φ∗)fn ⟩G = 0

となる。n→ ∞として、∥R(φ)f∥2G = 0、つまり、R(φ)f = 0を得る。φ ∈ H(G(A))は任意
なので、デルタ函数近似列を使うと f = 0が従う。

4.4.4. アイゼンシュタイン級数の波束. L2からL2
contへの射影を記述するためには、アイゼ

ンシュタイン級数E(f(s) : g) (Re(s) > 1)を虚軸まで解析接続することが必要になる。必要
とされる結果は次のようにまとめられる：

定理 43. 各 f ∈ H0に対して、次のような函数 E(f) : D ×G(A) → Cが存在する。
(1) g ∈ G(A)1, Re(s) > 1ならば、E(f; s, g) = E(f(s) : g)である。
(2) E(f; s, g)は sに関してC上有理型函数であり、極はDの補集合に含まれる。
(3) s ∈ Dを固定すると、E(f; s,−) ∈ AGである。
(4) g ∈ G(A)1を固定すると、s 7→ E(f; s, g)は右半平面Re(s) > 0では s = 1を除いて整
型である。

(5) 函数等式が成り立つ：

E(f; s, g) = E(M(s)f;−s, g), f ∈ H0, s ∈ D, g ∈ G(A)

Proof : 3.2.2節を参照せよ。

命題 44. f ∈ H0, s ∈ Dとすると、

⟨E(f; s,−) | f⟩G = 0, ∀f ∈ AG,cus
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Proof : 定理 43(3))よりE(|f(s)|,−) ∈ AGなので、あるN ∈ Rが存在して、
E(|f(s)|, g) ≪ δP (g)

N , g ∈ S

f ∈ AG,cusなので命題 35より

|f(g)| ≪ δP (g)
−N , g ∈ S

なる評価が存在する。従って、Re(s) > 1であれば∫
G(F )\G(A)1

|f(g)|
∑

γ∈P (F )\G(F )

|f(s)(γg)| d1g ≪
∫
S

|f(g)|E(|f(s)|, g) dg ≪
∫
S

dg = vol(S) < +∞

よって、命題 (14)(1)と同じ積分変形で

⟨E(f(s),−) | f ⟩G = ⟨ f(s) | fP ⟩P
が示されるが、f ∈ AG,cusゆえ、収束域Re(s) > 1において右辺は消える。収束域の外では、
解析接続によって ⟨E(f; s,−) | f ⟩G = 0が成立する。

Pcont : L
2 → L2

contを直交射影子とする。等長同型写像T : L2
cont

∼= Hとの合成として

S = T ◦ Pcont : L
2 −→ H

を定義する。この写像 Sを具体的に記述したい。定義から、ϕ ∈ DP に対しては S(θϕ) = aϕ
であることを注意しよう。

補題 45. 任意の ϵ > 0に対して、L2+ϵ ⊂ L2であり、包含写像は連続である。

Proof : 0 < q1 < q2として、Lq2 ⊂ Lq1 を示せばよい。l = q2/q1として、1/l + 1/m = 1に
よってm > 1を決めると、Hölderの不等式から

∥f∥G,q1 6 ∥1∥1/mG,m ∥|f |q1∥1/lG,l = vol
1/m
G ∥f∥1/lG,q2

これより包含Lq2 ⊂ Lq1とその連続性は明らか。

さて、φ ∈ L2+ϵとする。Sφ : R → Hは可側函数であった。よってこの函数を決めるには、
任意の元 f ∈ H0との内積 ⟨f, (Sφ)(y)⟩Kを記述すればよい。それは次の命題で与えられる：

命題 46. φ ∈ L2+ϵとする。このとき、任意の f ∈ H0に対して、

⟨f, (Sφ)(y)⟩K = vol−1
M

∫
G(F )\G(A)1

E(f; iy, g)φ(g) dg, (for a.e. in y ∈ R)(4.23)

右辺の積分は任意の y ∈ Rに対して絶対収束する。

Proof : m = (2 + ϵ)/(1 + ϵ)とおくと 1/m+ 1/(2 + ϵ) = 1となる。従って、Hölderの不等式
から ∫

G(F )\G(A)1
|E(f; s, g)| |φ(g)| d1g 6 ∥E(f; s,−)∥G,m ∥φ∥G,2+ϵ

ここで、s ∈ iRなので、ジーゲル領域 S上での評価 |E(f; s, g)| ≪ δP (g)
1/2 が成り立つ。

よって、

∥E(f; s,−)∥mG,m 6
∫
S

δP (g)
m/2 dg

≪
∫ +∞

t0

am/2−1 d×a

< +∞ (∵ m

2
− 1 =

−ϵ
2(1 + ϵ)

< 0)
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これで、(4.23)右辺の積分は絶対収束し、φの汎函数としてはL2+ϵ上連続なことも示された。
一方、左辺はφの汎函数としてはL2上連続であり、補題 45より、そのL2+ϵへの制限も連続
になる。故に、等式 (4.23)を、L2+ϵの稠密部分空間Θ+AG,cus (命題 42)上で示せば十分で
ある。φ ∈ AG,cusならば、(4.23)の左辺は Sの定義からゼロである。右辺は、命題 44により、
やはりゼロとなって等号が成立する。次に、φ = θϕ (ϕ ∈ DP )とする。任意の β ∈ C∞

c (R)お
よび任意の f ∈ H0に対して、b(y) = b(y) fによって函数 b : R → Hを定義すると、命題 15
の証明と同様に、命題 14および命題 6を使って

vol−1
M ⟨E(b(y); iy) | θϕ ⟩G = ⟨ b(y), ϕ̂1(iy) ⟩K + ⟨M(iy)b(y), ϕ̂(−iy) ⟩K(4.24)

が示せる。命題 11および命題 16(5)から右辺は急減少、特に、可積分であることを注意し
よう。

1

8π
vol−1

M

∫
R
⟨E(b(y); iy) | θϕ ⟩G dy

=
1

8π

∫
R
{⟨ b(y), ϕ̂(iy) ⟩K + ⟨M(iy) b(y), ϕ̂(−iy) ⟩K} dy (∵ (4.24))

=
1

8π

∫
R
⟨b(y), ϕ̂(iy) +M(−iy)ϕ̂(−iy) ⟩K dy (∵命題 16 (6))

=
1

8π

∫
R
⟨b(y), aϕ(y) ⟩K dy

=
1

8π

∫
R
⟨ b(y), [S(θϕ)] (iy) ⟩K dy

故に、
1

8π
vol−1

M

∫
R
β(y) ⟨E(f; iy) | θϕ ⟩G dy =

1

8π

∫
R
β(y) ⟨ f, [S(θϕ)] (iy) ⟩K dy(4.25)

となる。β ∈ C∞
c (R)は任意なので、φ = θϕに対して (4.23)が従う。

K-有限かつコンパクト台 ( i.e., ある T > 0が存在して、R − [−T, T ]上殆ど至るところ
a(y) = 0)をもつ元 a ∈ H全体のなすHの部分空間をH0とする。随伴作用素 S∗ : H → L2

cont

は次の命題で与えられる。

命題 47. a ∈ H0のとき、

[S∗(a)](g) =
1

8π

∫
R
E(a(y) : iy : g) dy (a.e. in g ∈ G(A)1)(4.26)

Proof : Hの正規直交基底 {fn}n∈N (⊂ H0)を固定してあることを想起しよう（定義 24）。
a ∈ H0とすると、有限集合 I ⊂ Nとコンパクト台のスカラー値可側函数の族 cn (n ∈ I)が存
在して

a(y) =
∑
n∈I

cn(y) fn, (a.e. in y ∈ R)

となる。命題 46の証明中で、任意のβ ∈ C∞
c (R)任意の f ∈ H0に対して、(4.25)を示した。極

限移行によって、この等式は βを任意のコンパクト台の可側函数としても成立する。従って、

1

8π
vol−1

M

∫
R
⟨E(a(y); iy) | θϕ ⟩G dy =

1

8π

∫
R
⟨ a(y), [S(θϕ)] (iy) ⟩K dy

が成り立つ。(4.26)右辺を gの函数としてφ(g)とすれば、これは、次のように書きなおせる。

⟨φ | θϕ ⟩G = ⟨ S∗a | θϕ ⟩G
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従って、φ − S∗(a)はΘと直交する。命題 44より、φ − S∗(a)はAG,cusとも直交することが
容易に分かる。さて、虚軸上の評価 |E(f; iy, g)| ≪ δP (g)

1/2 (g ∈ S)を積分することで、φも
ジーゲル領域上 δP (g)

1/2で上から評価される。特に、補題 1より、φ ∈ L1+ϵ (∃ϵ ∈ (0, 1))で
ある。また、命題 45より、S∗a ∈ L2 ⊂ L1+ϵだからφ− S∗a ∈ L1+ϵとなる。したがって、命
題 42から、φ− S∗(a)は殆どいたるところでゼロなことが結論される。

命題 48. φ ∈ L2がK-有限であれば、aφ ∈ Hが存在して

Pcont(φ) = lim
T→+∞

(
1

8π

∫ T

−T

E(aφ(y); iy,−) dy

)
(in L2)(4.27)

となる。更に、φがL2+ϵに属するならば、

aφ(y) = vol−1
M

∑
n

{∫
G(F )\G(A)1

φ(g)E(̄fn;−iy, g) dg
}

fn

と与えられる。

Proof : aφ = S(φ) ∈ Hとおく。任意の正数 T に対して、aTφ(y)を aφ(y)と区間 [−T, T ]の特
性函数の積とすれば、aφ = limT→∞ aTφ (Hでの収束）となる。よって、

Pcont(φ) = S∗ ◦ S(φ) = S∗(aφ) = lim
T→∞

S∗(aTφ)

ここで命題 47を使えば最初の主張が従う。aφ(y) =
∑

n⟨aφ(y), fn⟩K fn (a.e. y ∈ R)と展開さ
れる。φ ∈ L2+ϵならば命題 46より、⟨aφ(y), fn⟩Kが与えられる。

4.4.5. 留数形式.

命題 49. ηをユニタリーなイデール類群指標として、µ = (η, η) ∈ XMとする。任意の f ∈ H0
µ

に対して、

Ress=1E(f; s, g) = −vol(F×\A1)

∆
1/2
F ζF (2)

⟨f(1), η ◦ det⟩K vol
1/2
G φη(g), g ∈ G(A)

Proof : 補題 63より f(s) = B(s) fΦ(µ, s)となるΦ ∈ S0(A2)とRe(s) > −1でゼロを持たない
整型関数B(s)が存在する。従って、

Ress=1E(f; s, g) = B(1) ζF (2)Ress=1E(Φ, µ, s; g)

= −B(1) vol(F×\A1) η(det g)) Φ̂(0) (∵命題 61(2))

= −B(1) vol(F×\A1) η(det g)∆
−1/2
F ⟨fΦ(µ, 1), η ◦ det⟩K (∵ (5.7))

= −vol(F×\A1)

∆
1/2
F ζF (2)

⟨f(1), η ◦ det⟩K η(det g)

系 50. ηをユニタリーなイデール類群指標とすると、⟨φη | f ⟩G = 0 (∀f ∈ AG,cus)である。

Proof : f ∈ AG,cusとする。命題 44より ⟨E(f; s,−) | f ⟩G = 0である。この式で s = 1におけ
る留数を考える。f がジーゲル領域の上で急減少なことから積分と留数操作は可換であり、
結論は命題 49から従う。

30



4.4.6. スペクトル分解.

命題 51. L2
cus, L

2
cont, L

2
resはG(A)-不変な閉部分空間であって、直交直和分解

L2 = L2
cus⊕̂L2

cont⊕̂L2
res(4.28)

が成立する。f ∈ L2を直交分解 (4.28)に沿って f = Pcus(f)+Pres(f)+Pcont(f)と書くとき、

Pcus(f) =
∑

π∈Πcus(G)

∑
ϕ∈Bπ

⟨ f |ϕ ⟩G ϕ,(4.29)

Pres(f) =
∑
η

⟨ f |φη ⟩G φη(4.30)

であり、Pcont(f)は命題 48で与えられる。ここで、Πcus(G)はカスプ保型表現全体の集合で
あり、Bπは Vπの正規直交基底である（命題 40）。

Proof : 定義 29から、L2
res = Θ̄ ∩ (L2

cont)
⊥を示せばよい。系 50より L2

cus ⊥Lres、従って、
Lres ⊂ (L2

cus)
⊥ = Θ̄となる。命題30からL2

cont⊥L2
resである。これで、L

2
res ⊂ Θ̄∩(L2

cont)
⊥が分

かった。逆の包含を示すため、任意にf ∈ Θ̄∩(L2
cont)

⊥をとり、f0 = f−
∑

η⟨ f |φη⟩G φηとおく。
一方で、⟨ f0 |φη⟩G = 0 (∀η)は明らかであり、他方で、前半で示した包含よりf0 ∈ Θ̄∩(L2

cont)
⊥

となる。故に、T(f0) = 0である。Tの単射性から f0 = 0であるが、これは f ∈ L2
resを意味

する。これで、Θ̄ ∩ (L2
cont)

⊥ ⊂ L2
resが示された。

系 52. ∆FをF/Qの判別式、ζF (s)をガンマ因子で完備化したDedekindゼータ函数、r2 = ♯ΣC
とすると、

vol(G(F )\G(A)1) = 2∆
1/2
F πr2 ζF (2) vol(F

×\A1)

Proof : Tの等長性から、f ∈ Θ̄に対して、

∥f∥2G =
volM
8π

∫
R
∥[S(f)](y)∥2K dy +

C

2

volG
volM

∑
η

∥Pη(f)∥2G

である。命題 51からL2
res ⊂ Θ̄だから、特に、f = φηとることができて、1 = C

2
volG
volM
となる。

volM = vol(F×\A1)2であることと、命題 17(2)で与えられているCの値から結論が出る。

注意 : 一般には、(4.29), (4.30), (4.27)はL2のノルムの意味でしか収束していない。しかし、
K-有限かつ smoothな函数 f が、任意のm ∈ Nおよび任意の v ∈ Σ∞に対して R(Ωm

v )f ∈
L2+ϵ (∃ϵ > 0)（ただし、ΩvはG(Fv)のカシミール作用素）を満たせば、そのスペクトル展開∑
π∈Πcus(G)

∑
ϕ∈Bπ

⟨ f |ϕ ⟩G ϕ(g) +
∑
η

⟨ f |φη ⟩G φη(g) +
volM
8π

∫
R

∑
n∈N

⟨ f |E(fn; iy) ⟩G E(fn; iy, g) dy

における和と積分は、g ∈ G(A)に関して広義一様絶対収束して、この表示は全ての gで函
数の値 f(g)に一致することが示せる。

4.5. カスピダルデータ. XM への群W0 = {1, w0}の作用を w0µ = µ̌で定義し、µ ∈ XM の軌
道を [µ]と書こう。従って、µ = (µ1, µ2)としたとき、µ1 ̸= µ2ならば [µ] = {µ, µ̌}であり、
µ1 = µ2ならば [µ] = {µ}である。次のような形を持った対 χをGのカスピダルデータとよ
び、その全体をXGと書く：

χ = (G, π) (πはカスプ保型表現) または χ = (P, [µ]) ([µ] ∈ XM/W0)

χ ∈ XGに対して、L2の閉部分空間L2
χを次のように定義する。

• χ = (G, π)の場合、L2
χ = Vπ（重複度１定理より、これは L2

cusにおける π-等型成分
と等しい）
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• χ = (P, [µ])の場合、

L2
χ = Closure of {θϕ|ϕ ∈ DP (µ) +DP (µ̌)}

Θ̄ = L2
cont⊕̂L2

resが部分空間L2
(P,[µ]) ([µ] ∈ XM/W0) の直交直和になることに注意すれば、命

題 51は次のように言い換えられる。

命題 53. L2はG(A)-不変閉部分空間L2
χ (χ ∈ XG) の直和に分解される：

L2 =
⊕̂

χ∈XG
L2

χ

4.6. 中心指標付きの場合. ユニタリー指標 ω : Z+
∞Z(F )\Z(A) → C1に対して、

L2(G,ω) = {ϕ ∈ L2|ϕ(zg) = ω(z)ϕ(g) (∀ z ∈ Z(A)) }

と定義する。これはG(A)-不変閉部分空間であって、L2はL2(G,ω)全体の直和に分解される。
L2

cus(G,ω) = L2
cus ∩L2(G,ω), L2

cont(G,ω) = L2
cont∩L2(G,ω), L2

res(G,ω) = L2
res∩L2(G,ω)と

おくと、命題 51から容易にL2(G,ω)の分解が得られる：

L2(G,ω) = L2
cus(G,ω)⊕̂L2

cont(G,ω)⊕̂L2
res(G,ω)

5. アイゼンシュタイン級数の基本性質

5.1. 局所絡作用素. v ∈ Σとする。XM
v をM(Fv) ∼= F×

v × F×
v のポントリャーギン双対群と

する。XM
v は F×

v のユニタリー指標の組 µ = (µ1, µ2)全体からなる。µ ∈ XM
v , s ∈ Cに対

して、H0
v(µ, s)を主系列表現 Ind

G(Fv)
P (Fv)

(µ1| |s/2v � µ2| |−s/2
v )のKv-有限ベクトル全体の空間と

すると、これは自然にHecke環H(G(Fv))上の加群になる。H(G(Fv))-不変な非退化 pairing
⟨ , ⟩Kv : H0

v(µ, s)×H0
v(µ̌,−s) → Cが次のように定義される：

⟨f1, f2⟩Kv =

∫
Kv

f1(k) f̄2(k) dk

fv ∈ H0
v(µ, 0)に対して、

f(s)v (gv) = δP (gv)
s/2 fv(gv), s ∈ C, gv ∈ G(Fv)

として f
(s)
v ∈ H0

v(µ, s)を定義する。
F 2
v = {[x, y]|x, y ∈ Fv }上の Schwartz-Bruhat函数全体の空間 S(F 2

v )には群G(Fv)が自然
に作用する：

(gΦ)([x, y]) = Φ([x, y]g), Φ ∈ S(F 2
v ), g ∈ G(Fv)

次で定義される函数は S(F 2
v )のKv-不変ベクトルであることが容易にわかる：

Φ0
v([x, y]) =


exp(−π(|x|2R + |y|2R)), v ∈ ΣR,

exp(−2π(|x|C + |y|C)), v ∈ ΣC,

O2
vの特性函数, v ∈ Σfin

Kv-有限函数全体のなす S(F 2
v )の部分空間を S0(F

2
v )とする。v ∈ Σfinの場合は、S(F 2

v ) =
S0(F

2
v )であることに注意する。G(Fv)の表現から S0(F

2
v )には自然にH(G(Fv))-加群構造が

決まる。
Φ ∈ S0(F

2
v ), µ = (µ1, µ2) ∈ XM

v , s ∈ C (Re(s) > −1)に対して、

fΦ,v(µ, s : g) =
µ1| |(s+1)/2

v (det g)

L(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )

∫
F×
v

Φ([0, t]g) (µ1µ
−1
2 | |s+1

v )(t) d×t, g ∈ G(Fv)(5.1)
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と定義する。擬指標 η : F×
v → C×に対して、ZGL(1)

v (η) : S(Fv) → Cを Tateの局所ゼータ
distribution

ZGL(1)
v (η;φ) =

∫
F×
v

η(t)φ(t) d×t, φ ∈ S(Fv)

とすれば、

fΦ,v(µ, s : g)µ1| |(s+1)/2
v (det g−1) =

Z
GL(1)
v (µ1µ

−1
2 | |s+1

v ; Φ([0, •]g)
Lv(µ1µ

−1
2 | |s+1

v )
(5.2)

と書ける。ただし、擬指標 η : F×
v → C×に対して、Lv(η)を局所 L因子、ϵv(η, ψF,v)を局所

ϵ-因子とする。ZGL(1)
v に関して必要な結果を引用しておく：

命題 54. ηをユニタリー指標とする。

(1) Re(s) > 0ならば、任意の φ ∈ S(Fv)について積分 Z
GL(1)
v (η| |sv;φ)は絶対収束して s

の整型函数を定める。
(2) φ ∈ S(Fv)に対して、Z

GL(1)
v (η| |sv;φ)/Lv(η| |sv)は s ∈ Cの整型函数に延長されて次の

「局所函数等式」を満たす：

Z
GL(1)
v (η−1| |1−s

v ; φ̂)

Lv(η−1| |1−s
v )

= ϵv(η| |sv, ψF,v)
Z

GL(1)
v (η| |sv;φ)
Lv(η| |sv)

ただし、φ̂(t) =
∫
Fv
φ(u)ψF,v(tu) duはフーリエ変換である。また、Lv(η| |sv), ϵv(η| |sv;ψF,v)

はそれぞれ擬指標 η| |svに対する局所 L-因子および局所 ϵ-因子である。

Proof : [37], [35] を参照せよ。

命題 55. (1) fΦ,v(µ, s; g)は変数 g ∈ G(Fv)および s (Re(s) > −1)に関して広義一様に絶
対収束してH0

v(µ, s)の要素を決める。
(2) g ∈ G(Fv)を固定するとき、s 7→ fΦ,v(µ, s; g) (Re(s) > −1)はC上の整型函数に延長
される。

(3) µが不分岐 (i.e., µ1, µ2がO×
v 上で自明）とすると、Re(s) > −1なる任意の s ∈ Cに

ついて
fΦ0

v ,v
(µ, s; gv) = 1, gv ∈ Kv

(4) Φ 7→ fΦ,v(µ, s;−)はH(G(Fv))-絡作用素 S0(F
2
v ) −→ H0

v(µ, s)を定義する。Re(s) >
−1の範囲で、H(G(Fv))-絡作用素 S0(F

2
v ) −→ H0

v(µ, s)は全射である。
v ∈ Σfinならば、任意の fv ∈ H0

v(µv, 0)に対して、Φ ∈ S0(F
2
v )が存在して、

fΦ,v(µ, s; gv) =
1

Lv(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )
f(s)v (gv), gv ∈ G(Fv), Re(s) > −1

となる。v ∈ Σ∞ならば、Kv の任意の既約表現 τ と任意の fv ∈ H0
v(µv, 0)[τ ]に対し

て、Φ ∈ S0(F
2
v )および τ のみに依存しRe(s) > −1で零点を持たない多項式Pτ (s)が

存在して、

fΦ,v(µ, s; gv) = Pτ (s) f
(s)
v (gv), gv ∈ G(Fv), Re(s) > −1

となる。

Proof : コンパクト集合U ⊂ G(Fv)に依存して、ある Schwrtz-Bruhat函数φ ∈ S(Fv)が存在
して、

|Φ([0, t]g)| ≪ φ(t), t ∈ Fv, g ∈ U
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となることが容易に分かる。(1)は σ > 0に対して
∫ +∞

0

φ(t)|t|σ+1
v d×t < +∞であることよ

り従う。
(2)は 公式 (5.2)および命題 54(2)から従う。
v ∈ Σfin に対して、主張 (3), (4)の証明は [25, 命題 3.10, 3.11]を参照。以下 v ∈ ΣR と

する。µ1µ
−1
2 (t) = sgn(t)ϵ (ϵ ∈ {0, 1}とかける。Lv(µ1µ

−1
2 | |sv) = π−(s+ϵ)/2Γ((s + ϵ)/2)で

ある。各m ∈ 2Z + ϵに対して、fm(kθ) = emπiθ (∀kθ =
[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
∈ SO(2))となる函数

fm ∈ H0
v(µv, 0)がただ一つに決まり、{fm|m ∈ 2Z+ϵ }がH0

v(µv, 0)の基底になる。Φm([x, y]) =
(ix+ y)m exp(−π(x2 + y2))と定義すると、

fΦm(µ, s; kθ) =
1

π−(s+ϵ+1)/2Γ((s+ ϵ+ 1)/2)

∫
R×
emiθ exp(−πt2) |t|s+1 tm sgn(t)ϵ d×t

= 2
π−(s+m+1)/2 Γ((s+m+ 1)/2)

π−(s+ϵ+1)/2Γ((s+ ϵ+ 1)/2)
fm(kθ)

よって、Pm(s) = 2π−(m−ϵ)/2
∏[(m−ϵ)/2]−1

j=0

(
s+ϵ+1

2
+ j
)
とおけばPm(s)はRe(s) > −1で零点を

持たず、fΦm(µ, s) = Pm(s) fmとなる。v ∈ ΣCのときも同様の議論で示される。

Φ ∈ S0(F
2
v )のフーリエ変換 Φ̂ ∈ S0(F

2
v )は

Φ̂(Y ) =

∫
F 2
v

Φ(X)ψF,v(X
tY ) dY, Y ∈ F 2

v

で定義される。
µ ∈ XM

v , s ∈ C (Re(s) > 0)とする。函数 f ∈ H0
v(µ, s)に対して、積分

[Mv(s)f ] (g) =

∫
Fv

f (w0 [ 1 x
0 1 ] g) dx, g ∈ G(Fv)(5.3)

を考える。

命題 56. (1) Re(s) > 0 とする。(5.3) は g ∈ G(Fv) に関して広義一様絶対収束して
H0

v(µ̌,−s)に属する函数を定める。対応 f 7→Mv(s)f は絡作用素

Mv(s) : H
0
v(µ, s) −→ H0

v(µ̌,−s)

を定める。
(2) Φ ∈ S0(F

2
v ), g ∈ G(Fv)に対して、

φΦ,g(t) =

∫
Fv

Φ([x, t]w0g) dx, t ∈ Fv

とおくと φΦ,g ∈ S(Fv)であり、

[Mv(s)fΦ,v(µ, s)] (g) =
µ1| |(s+1)/2

v (det g)

Lv(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )
ZGL(1)

v (µ1µ
−1
2 | |sv;φΦ,g), Re(s) > 0

(3) Φ ∈ S0(F
2
v )とする。s 7→Mv(s)Φ (Re(s) > 0)はC上有理型に解析接続されて、

[Mv(s)fΦ,v(µ, s)] (g) = ϵv(µ1µ
−1
2 | |sv, ψF,v)

−1 Lv(µ1µ
−1
2 | |sv)

Lv(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )
fΦ̂,v(µ̌,−s; gw0)(5.4)
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Proof : (2)は次の計算によって示される。

[Mv(s)fΦ,v(µ, s)] (g) =
µ1| |(s+1)/2

v (det g)

L(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )

∫
F

{∫
F×
v

Φ([0, t]w0 [ 1 x
0 1 ] g) (µ1µ

−1
2 | |s+1

v )(t) d×t

}
dx

=
µ1| |(s+1)/2

v (det g)

L(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )

∫
F

{∫
F×
v

Φ([−tx, t]w0g) (µ1µ
−1
2 | |s+1

v )(t) d×t

}
dx

=
µ1| |(s+1)/2

v (det g)

L(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )

∫
F

{∫
F×
v

Φ([x, t]w0g) (µ1µ
−1
2 | |sv)(t) d×t

}
dx

=
µ1| |(s+1)/2

v (det g)

Lv(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )
ZGL(1)

v (µ1µ
−1
2 | |sv;φΦ,g)

(1)の証明およびこの計算の正当化には、U ⊂ G(Fv)を任意のコンパクト集合とるとき、
Re(s) > 0において

sup
g∈U

∫
x∈Fv

∫
t∈F×

v

|Φ([x, t]w0g)| |t|Re(s)
v d×t dx < +∞

を示せばよい。正値のΨ ∈ S0(F
2
v )が存在して、

|Φ([x, t]w0g)| ≪ Ψ(x, t), g ∈ U , (x, t) ∈ F 2
v

が成り立つ。よって、上の積分は g ∈ U に関して一様に∫
F 2
v

Ψ(x, t) |t|Re(s)−1
v dtdx

で上から押さえられる。この積分はRe(s) > 0ならば有限である。
(3) 命題 54と (2)から、(3)の最初の主張が従う。局所函数等式より

[Mv(s)fΦ,v(µ, s)] (g) =
µ1| |(s+1)/2

v (det g)

Lv(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )
ϵv(µ1µ

−1
2 | |sv, ψF,v)

−1 Lv(µ1µ
−1
2 | |sv)

Lv(µ2µ
−1
1 | |−s+1

v )

× ZGL(1)
v (µ2µ

−1
1 | |−s+1

v ; φ̂Φ,g)

であり、更に、Re(s) < 1のとき、

ZGL(1)
v (µ2µ

−1
1 | |−s+1

v ; φ̂Φ,g)

=

∫
t∈F×

v

φ̂Φ,g(t) (µ2µ
−1
1 | |−s+1

v )(t) d×t

=

∫
t∈F×

v

{∫
y∈Fv

φΦ,g(y)ψF,v(yt) dy

}
(µ2µ

−1
1 | |−s+1

v )(t) d×t

=

∫
t∈F×

v

{∫
y∈Fv

∫
x∈Fv

Φ([x, y]w0g)ψF,v(yt) dx dy

}
(µ2µ

−1
1 | |−s+1

v )(t) d×t

=

∫
t∈F×

v

| det g|−1
v Φ̂([0, t]t(w0g)

−1) (µ2µ
−1
1 | |−s+1

v )(t) d×t

= | det g|−1
v

∫
t∈F×

v

Φ̂([0, t](det g)−1gw0) (µ2µ
−1
1 | |−s+1

v )(t) d×t (∵ w−1
0 gw0 = (det g) tg−1)

= (µ2µ
−1
1 | |−s

v )(det g)

∫
t∈F×

v

Φ̂([0, t]gw0) (µ2µ
−1
1 | |−s+1

v )(t) d×t

= (µ−1
1 | |−(s+1)/2

v )(det g)Lv(µ2µ
−1
1 | |−s+1

v ) fΦ̂(µ̌,−s; gw0)

35



なので (5.4)が従う。

定義 57. 正規化されたG(Fv)-絡作用素Rv(µ, s) : H
0
v(µ, s) −→ H0

v(µ̌,−s)を

Rv(µ, s) = ϵv(µ1µ
−1
2 | |sv, ψF,v)

Lv(µ1µ2| |s+1
v )

Lv(µ1µ
−1
2 | |sv)

Mv(s)

で定義する。

系 58. Φ ∈ S0(F
2
v ), g ∈ G(Fv)に対して、s 7→ [Rv(µ, s)fΦ,v(µ, s)] (g)は C上整型である。

また、v ∈ Σfinかつ µ, ψF,v が不分岐ならば、f◦v (µ, s)|Kv = 1なるKv-不変函数 f ◦
v (µ, s) ∈

H0(µ, s)に対して、
Rv(µ, s)f

◦
v (µ, s) = f◦v (µ̌,−s)

Proof : 命題 56および命題 55(2)より従う。

補題 59. ηをF×
v のユニタリー指標として、µ = (η, η) ∈ XM

v とおく。f ∈ H0(µ, 1), g ∈ G(Fv)
に対して、

Rv(µ, 1)f = Cv ⟨f, η ◦ det⟩Kv η(det g)(5.5)

ただし、

Cv =


q−dv
v (v ∈ Σfin),

1 (v ∈ ΣR),

π−1 (v ∈ ΣC)

Proof : 命題 55 (4)より f = fΦ(µ, 1) (Φ ∈ S0(F
2
v ))として示せばよい。ϵv(| |v, ψF,v)が v ∈ Σfin

ならば q
−dv/2
v であり、v ∈ Σ∞ならば 1であることに注意すると、(5.5)は次の２式から従う。

[Rv(µ, 1)fΦ(µ, 1)] (g) = ϵv(| |v, ψF,v) Φ̂(0) η(det g),(5.6)

⟨fΦ(µ, 1), η ◦ det⟩Kv = Φ̂(0)×


q
dv/2
v (v ∈ Σfin),

1 (v ∈ ΣR),

π (v ∈ ΣC)

(5.7)

(5.6)の証明：

[Rv(µ, 1)fΦ(µ, 1)](g)

= ϵv(| |v, ψF,v)
ζF,v(2)

ζF,v(1)
· η(det g)| det g|v

ζF,v(2)
ZGL(1)

v (| |v;φΦ,g)

= ϵv(| |v, ψF,v)
η(det g)| det g|v

ζF,v(1)

∫
F×
v

{∫
Fv

Φ([x, t]w0g) dx

}
|t|v d×t

= ϵv(| |v, ψF,v) η(det g)| det g|v
∫
F 2
v

Φ([x, t]w0g) dx dt (∵ d×t = ζF,v(1)
dt

|t|v
)

= ϵv(| |v, ψF,v) η(det g)Φ̂(0)

(5.7) の証明 : F 2
v − {(0, 0)} は G(Fv) の軌道になっており、対応 g 7→ [0, 1]g によって

N(Fv)T (Fv)\G(Fv) ∼= F 2
v − {(0, 0)}である。任意のX ∈ F 2

v − {(0, 0)}はX = [0, t]k (t ∈
F×
v , k ∈ Kv)と表せる。このとき、F 2

v のハール測度 dX と Fv ×Kv上の積測度 |t|2vd×dkは
比例する：

cv dX = |t|2v d×t dk
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ここで、比例定数 cv > 0はこれら２つの測度による函数Φ0
vの積分を比較することで決めら

れる。実際、v ∈ Σfinの場合 ∫
F 2
v

Φ0
v(X) dX = vol(O2

v) = q−dv
v ,∫

F×
v

∫
Kv

Φ0
v([0, t]k) |t|2vd×t dk = vol(Kv)

∫
Ov

|t|2vd×t

= ζF,v(2) vol(O
×
v ) = ζF,v(2) q

−dv/2
v

より、cv = ζF,v(2) q
dv/2
v を得る。v ∈ ΣRのとき cv = ζF,v(2), v ∈ ΣCのとき cv = ζF,v(2)πも

同様にしめせる。さて、

⟨fΦ(µ, 1), η ◦ det⟩Kv =
1

ζF,v(2)

∫
Kv

∫
F×
v

Φ([0, t]k) |t|2vd×t dk

=
cv

ζF,v(2)

∫
F 2
v

Φ(X) dX =
cv

ζF,v(2)
Φ̂(0)

だから、(5.7)が従う。

5.2. アイゼンシュタイン級数と大域絡作用素. S0(A2)を次の形をもつ函数の有限線型結合全
体とする：

Φ(g) =
∏
v

Φv(gv), g ∈ G(A)

(Φv ∈ S0(F
2
v )で有限個の素点以外ではΦv = Φ◦

v)

Φ ∈ S0(A2), µ = (µ1, µ2) ∈ XM , s ∈ C (Re(s) > 0)に対して、

fΦ(µ, s; g) =
µ1| |(s+1)/2

A (det g)

L(s+ 1, µ1µ
−1
2 )

∫
A×

Φ([0, t]g) (µ1µ
−1
2 | |s+1

A )(t) d×t, g ∈ G(A)(5.8)

とおく。(ユニタリーな)イデール類群指標 η = ⊗vηvに対して、L(s, η) =
∏

v Lv(ηv| |sv)は（完
備化された）Hecke L函数である。

命題 60. (1) Re(s) > 0とする。変数 g ∈ G(A)に関して積分 (5.8)は広義一様絶対収束
してH0(µ, s)の要素を定める。対応 Φ 7→ fΦ(µ, s)はH(G(A))-絡作用素 S0(A2) →
H0(µ, s)を与える。

(2) 各 g ∈ G(A)に対して、s 7→ fΦ(µ, s; g) (Re(s) > 0)はC上の整型函数に延長される。

Proof : U ⊂ G(A)をコンパクト集合とすると、ある非負値Ψ ∈ S0(A2)が存在して、

|Φ(gh)| ≪U Ψ(g), g ∈ G(A), h ∈ U
となる。しかも、Ψ =

∏
v Ψv, (Ψv ∈ S0(F

2
v ))の形であるとしてよい。ただし、ある有限集合

S ⊂ Σの外でΨv = Φ◦
vである。Sを十分大きくとって v ̸∈ Sのとき, µv, ψF,vが不分岐にな

るようにすると、∫
A×

|Ψ([0, t])| |t|Re(s)+1
A d×t =

∏
v

∫
F×
v

|Ψv([0, t])| |t|Re(s)+1
v d×t

= {
∏
v∈S

∫
F×
v

|Ψv([0, t])| |t|Re(s)+1
v d×t} {

∏
v ̸∈S

(1− q−(Re(s)+1)
v )−1}

右辺の第一因子はRe(s) > −1の範囲で収束する（命題 56 (1))。第二因子のオイラー積の収
束条件はRe(s) > 0である。よって、(1)が従う。

37



(2) Φ =
∏

v Φvの形であるとする。命題 56 (3)より、g ∈ G(A)に応じて Sを十分広くと
れば fΦv ,v(µv, s; gv) = 1 (∀v ̸∈ S)となる。よって、

fΦ(µ, s; g) =
∏
v∈S

fΦv ,v(µv, s; gv), Re(s) > 0

右辺は有限積なので、主張は命題 56 (2) から従う。

fΦ(µ, s) ∈ H0(µ, s)対してアイゼンシュタイン級数

E(Φ, µ, s; g) =
∑

γ∈P (F )\G(F )

fΦ(µ, s; γg), g ∈ G(A)(5.9)

を考察する。
E∗(Φ, µ, s; g) = L(s+ 1, µ1µ

−1
2 )E(Φ, µ, s; g)

とおく。また、Φ ∈ S0(A2)のフーリエ変換を

Φ̂(X) =

∫
A2

Φ(Y )ψF (X
tY ) dY, Y ∈ A2

で定義する

命題 61. (1) Re(s) > 1のとき、級数 (5.9)は (s, g)に関して広義一様絶対収束する。
(2) s 7→ E∗(Φ, µ, s; g) (Re(s) > 1)は全複素平面に有理型に解析接続されて、s = ±1に
おいて単純な極がある可能性を除いては整型である。　

Ress=1E
∗(Φ, µ, s; g) = −δµ1,µ2 vol(F

×\A1)µ1(det g) Φ̂(0)

(3) s ̸= ±1に対してE∗(Φ, µ, s;−) ∈ AGである。
(4) 函数等式E∗(Φ, µ, s; g) = E∗(Φ̂; µ̌,−s; gw0)が成立する。

Proof : (1) まず、形式的に積分変形を行う：

E∗(Φ, µ, s; g) =
∑

γ∈P (F )\G(F )

(µ1| |(s+1)/2
A )(det γg)

∫
A×

Φ([0, t]γg) (µ1µ
−1
2 | |s+1

A )(t) d×t

(5.10)

= (µ1| |(s+1)/2
A )(det g)

∑
γ∈P (F )\G(F )

∫
A×/F×

∑
ξ∈F×

Φ([0, tξ]γg) (µ1µ
−1
2 | |s+1

A )(t) d×t

= (µ1| |(s+1)/2
A )(det g)

∫
A×/F×

 ∑
γ∈P (F )\G(F )

∑
ξ∈F×

Φ([0, tξ]γg)

 (µ1µ
−1
2 | |s+1

A )(t) d×t

= (µ1| |(s+1)/2
A )(det g)

∫
A×/F×

Θ(Φ; g, t)(µ1µ
−1
2 | |s+1

A )(t) d×t

ここで、
Θ(Φ; g, t) =

∑
γ∈P (F )\G(F )

∑
ξ∈F×

Φ([0, tξ]γg) =
∑

X∈F 2−{(0,0)}

Φ(Xgt)

とおいた。よって、U ⊂ G(A)を任意のコンパクト集合、c (> [F : Q])を任意定数とする
とき、

sup
g∈U

Θ(|Φ|; [ r 0
0 1 ] g, t) ≪c sup(r

2c, r−2c−1) inf(|t|−2c
A , |t|−2

A ), r ∈ (R×)0, t ∈ A×,(5.11) ∫
A×/F×

Θ(|Φ|; g, t) |t|(σ+1)
A d×t < +∞ g ∈ U if σ > 1(5.12)
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であることを示せば、(5.10)における変形の正当化と同時に級数 (5.9)の絶対収束性も証明
される。Φは分解可能、即ちΦ =

∏
v Φvの形であるとしてよい。ここで、, Φv ∈ S0(F

2
v )で

あり、有限個の例外を除いては Φv = Φ0
v である。直積分解 G(A) = G(F∞)G(Afin)に応じ

て U = U∞ Ufinと分解しているとしてもよい。すると、Φ, Ufinのみに依存したあるOF -格子
L ⊂ F 2

∞が存在して、任意の c > 0に対して

|Φ (Xm∞g) | ≪U ,c (1 + ∥Xm∞∥2)−c δL(X), X ∈ F 2, g ∈ U , m∞ ∈M(F∞)

なる評価がある。ただし, ∥X∥はF 2
∞上の適当なユークリッドノルムである。δL(X) ∈ {0, 1}は

X ∈ Lのときに限り1を表すとする。c > [F : Q]としておくことで
∑

X∈L(1+∥X∥2)−c < +∞
となって、a ∈ (R×)0に関する遠方評価

Θ(|Φ|; [ r 0
0 1 ] g, a) ≪U ,c

∑
X∈L−{(0,0)}

(
1 + ∥X [ r 0

0 1 ] a∥
2)−c ≪ (1 + r2)c a−2c, a > 1, r ∈ (R×)0, g ∈ U

(5.13)

が従う。Poisson和公式から∑
X∈F 2

Φ(Xgt) = | det g|−1
A |t|−2

A

∑
X∈F 2

Φ̂(X tg−1t−1), Φ ∈ S0(A2), t ∈ A×, g ∈ G(A)1

これは、

Θ(Φ; g, t) = | det g|−1
A |t|−2

A Θ(Φ̂; tg−1, t−1)− Φ(0) + | det g|−1
A |t|−2

A Φ̂(0)(5.14)

とかけるので、(5.13)とあわせると、aに関する微小評価

Θ(|Φ|; [ r 0
0 1 ] g, a) ≪ (1 + r−2)cr−1a−2, a ∈ (0, 1], r ∈ (R×)0, g ∈ U(5.15)

がわかる。(5.13), (5.15)より (5.11)が従う。
A1/F×はコンパクトなことに注意すると、(5.11)より∫

A×/F×
Θ(|Φ|; g, t) |t|σ+1

A d×t =

∫ +∞

0

∫
u∈A1/F×

Θ(|Φ|; [ u 0
0 u ] g, a) a

σ+1 d×a

≪U ,c

∫ 1

0

aσ−1 d×a+

∫ +∞

1

aσ+1−2c d×a

右辺最初の積分は σ > 1ならば収束、２番目の積分は c > (σ + 1)/2ならば収束する。これ
で (5.12)が示せた。(1)の証明おわり。

Re(s) > 1において成立する (5.10)の最後の積分表示において、積分域を |t|A > 1, |t|A 6 1
の２つに分割し、|t|A 6 1上の積分では公式 (5.14)を代入することで、

E∗(Φ, µ, s; g) = (µ1| |(s+1)/2
A )(det g) {J0(Φ, µ, s; g) + J1(Φ, µ, s; g)}

を得る。ただし、

J0(Φ, µ, s; g) =

∫
a∈(0,1]

∫
u∈A1/F×

{| det g|−1
A a−2Θ(Φ̂; tg−1, u−1a−1)

− Φ(0) + | det g|−1
A a−2 Φ̂(0)}(µ1µ

−1
2 )(u) d1u aRe(s)+1 d×a

J1(Φ, µ, s; g) =

∫
[1,+∞)

{∫
u∈A1/F×

Θ(Φ; g, ua) (µ1µ
−1
2 )(u) d1u

}
aRe(s)+1 d×a
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とおいた。評価 (5.11)から積分 J1(Φ, µ, s; g)は任意の sで絶対収束してC上の整型函数を定
める。Re(s) > 1において J0(Φ, µ, s; g)は次のようになる。

J0(Φ, µ, s; g) = | det g|−1
A

∫
a∈[1,+∞)

{∫
u∈A1/F×

Θ(Φ̂; tg−1, u−1a) (µ1µ
−1
2 )(u)d1u

}
a−Re(s)+1 d×a

+ δµ1,µ2 vol(F
×\A1)

(
Φ(0)

s+ 1
− | det g|−1

A
Φ̂(0)

s− 1

)

= | det g|−1
A J1(Φ̂, µ

−1,−s; tg−1) + δµ1,µ2 vol(F
×\A1)

(
Φ(0)

s+ 1
− | det g|−1

A
Φ̂(0)

s− 1

)
この式により、J0(Φ, µ, s; g)は全平面に有理型に解析接続されて、可能な極は s = ±1であ
ることも分かる。さて、

E∗(Φ, µ, s; g)(5.16)

= (µ1| |(s+1)/2)(det g) J1(Φ, µ, s; g) + (µ−1
1 | |(−s+1)/2

A )(det tg−1) J1(Φ̂, µ
−1,−s; tg−1)

+ δµ1,µ2 vol(F
×\A1)

(
(µ1| |(s+1)/2

A )(det g)
Φ(0)

s+ 1
+ (µ−1

1 | |(−s+1)/2
A (det tg−1)

Φ̂(0)

1− s

)
これより、E∗(Φ, µ, s; g) = E∗(Φ̂, µ−1; tg−1)を得る。f(Φ, µ−1, s; tg−1) = f(Φ, µ̌, s;w−1

0 gw0)

は容易に分かる。これより、E∗(Φ̂, µ−1; tg−1) = E∗(Φ̂, µ̌,−s;w−1
0 gw0)となる。

(3)を示そう。(5.11)から、コンパクト集合 U ⊂ G(A)と s ∈ Cに応じてある定数 C > 0
が存在して、

J1 (Φ, µ, s; [ r 0
0 1 ] g) ≪ rC , J1

(
Φ̂, µ̌,−s;

[
r−1 0
0 1

]
tg−1

)
≪ rC , r > 1, g ∈ U

となる。これと、(5.16)より、ある定数C1があって

|E∗ (Φ, µ, s; [ r 0
0 1 ] g) | ≪ rC1 , g ∈ U

なる評価を得る。これより、E∗(Φ, µ, s; g)はS上緩増大であることが従う。保型形式になる
ための他の条件は容易に確かめられる。

命題 62. 絡作用素M(s) : H0(µ, s) −→ H0(µ̌,−s) (Re(s) > 1)のΦ ∈ S0(A2)に付随する切
断 fΦ(µ, s) ∈ H0(µ, s)への作用は

[M(s)fΦ(µ, s)] (g) =
L(−s+ 1, µ2µ

−1
1 )

L(s+ 1, µ1µ
−1
2 )

fΦ̂(µ̌,−s; gw0), Re(s) > 1

で与えられる。g ∈ G(A)を固定するとき、函数 s 7→ [M(s)fΦ(µ, s)] (g)は全平面に有理型に
解析接続される。

Proof : f ∗
Φ(µ, s;−) = L(µ1µ

−1
2 | |s+1

A ) fΦ(µ, s;−)とおく。命題 6より、Re(s) > 1において

[M(s)f ∗
Φ(µ, s)] (g) = −f ∗

Φ(µ, s; g) +

∫
N(F )\N(A)

E∗(Φ, µ, s;ng) dn(5.17)

が成立する。E∗(Φ, µ, s; g)の有理型性と命題 60 (2)により、左辺は sの函数として全平面に
有理型に延長される。[M(s)fΦ(µ, s)](g) = L(s+1, µ1µ

−1
2 )−1 [M(s)f ∗

Φ(µ, s)](g)なので、Hecke
L函数の有理型性より命題の最後の主張を得る。函数等式E∗(Φ, µ, s; g) = E(Φ̂, µ̌,−s; gw0)
の定数項を考えると、

f ∗
Φ(µ, s; g) + [M(s)f ∗

Φ(µ, s)](g) = f ∗
Φ̂
(µ̌,−s; gw0) + [M(−s)f ∗

Φ̂
(µ̌,−s)](gw0)
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を得る。両辺のH0(µ̌,−s)への射影を考えれば
[M(s)f ∗

Φ(µ, s)](g) = f ∗
Φ̂
(µ̌,−s; gw0)

となり命題の最初の主張が従う。

K∞の既約表現 τ に対して、

H0
µ[τ ] = {f ∈ H0

µ| ⟨R(K∞)f⟩Cは τ の有限個のコピーの直和に分解する }
とする。

補題 63. µ = (µ1, µ2) ∈ XM とする。τ をK∞の既約表現として、任意の f ∈ H0
µ[τ ]をとる。

Sを素点の有限集合で、Σ∞を含み、Sの外では µ1, µ2, ψF がすべて不分岐で fはKv-不変に
なるものとする。すると、τ のみに依存するRe(s) > −1で零点を持たない多項式Pτ (s)およ
び sに無関係でK-有限なΦ ∈ S0(A2)が存在して、

f(s)(g) = {
∏

v∈S−Σ∞

Lv(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )} 1

Pτ (s)
f(Φ, µ, s; g), g ∈ G(A), Re(s) > −1

となる。

Proof : fは分解可能な元の有限線型結合である。故に f =
∏
v∈S

fv
∏
v ̸∈S

f◦v の形であるとして証明

すればよい。τ =
⊗

v∈Σ∞
τvと書ける。ここで、各素点 v ∈ Sに対して、fv ∈ H0(µv, 0)[τv]で

あり、f◦v ∈ H0
v(µv, 0) (v ̸∈ S)は f◦v (1) = 1なるKv-不変ベクトルとする。そこで命題 56 (3),

(4)を使えばよい。

5.2.1. 命題 16の証明. f ∈ H0
µ[τ ]を補題 63のとおりとする。補題 63、命題 62より任意の

f2 ∈ H0
νに対して、Re(s) > 1において

⟨M(s)f, f2⟩K = {
∏

v∈S−Σ∞

Lv(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )} 1

Pτ (s)

L(−s+ 1, µ−1
1 µ2)

L(s+ 1, µ1µ
−1
2 )

⟨fΦ̂(µ̌,−s), f2⟩K(5.18)

が成り立つ。これにより s 7→ ⟨M(s)f, f2⟩Kは全複素平面上の有理型函数に延長される。(極集
合C−Dは s = ±1および次の３集合の合併に含まれる： (i) L(s+1, µ1µ

−1
2 )の零点集合 (ii)∏

v∈S−Σ∞
Lv(µ1µ

−1
2 | |s+1

v )の極集合 (iii) Pτ (s)の零点集合。）w2
0 = −12, (Φ̂)̂(X) = Φ(−X)に

注意すれば、等式 (5.18)からM(−s)M(s)f = fがわかる。M(s)の虚軸におけるユニタリー性
はM(−s)M(s) = Idと (4.6)から従う。命題 16の主張のうち、あとは (5)を示せばよい。（他
は容易であるか、或いは自明。）σ > 0を任意にあたえる。f2 =

∏
v f2,vと分解されると仮定

し、S1を f2,v ̸= f◦v (νv, 0)または Φ̂v ̸= Φ◦
vなる vを全て含む素点の集合としておくと、命題 56

(3)より

⟨fΦ̂(µ̌,−s), f2⟩K =
∏
v∈S1

∫
Kv

fΦ̂v ,v
(µ̌v,−s; kv) f2,v(kv)dkv

となる。積分表示 (5.1)より右辺の各 v因子は [0, σ] + iR上有界である。よって、(5.18)右辺
の最後の内積は [0, σ] + iR上有界。第１および第２因子も [0, σ] + iR上有界になることは見
やすい。第３因子はHecke L函数の関数等式から

WDs−1/2 L(s, µ1µ
−1
2 )

L(s+ 1, µ1µ
−1
2 )

に等しい。(ここで、W はある絶対値１の複素数、Dはある正の数である。）この函数のガン
マ因子は Stirling公式から [0, σ] + iR上有界な寄与しか生まない。有限部分に関しては、de
la Vallée Poussin の議論から示される

|Lfin(s+ 1, µ1µ
−1
2 )−1| ≪ log(2 + |Ims|), s ∈ [0, σ] + iR

41



と合わせて、（例えば「凸評価」などの)多項式評価

|Lfin(s, µ1µ
−1
2 )| ≪ (1 + |Ims|)N , s ∈ [0, σ] + iR

を援用すれば [0, σ] + iR上で≪ (1 + |Im(s)|)N+ϵが分かる。

5.2.2. 定理 43の証明. 補題 63よりRe(s) > 1において

E(f(s) : g) = {
∏

v∈S−Σ∞

Lv(µ1µ
−1
2 | |s+1

v )} 1

Pτ (s)

1

L(s+ 1, µ1µ
−1
2 )

E∗(Φ, µ, s; g), g ∈ G(A),

(5.19)

となる。これと命題 61から、函数 s 7→ E(f(s) : g)は全複素平面に有理型に解析接続される
ことが分かる。この解析接続を E(f; s, g)と書くと、定理 43は命題 61から従う。例えば主張
(5) (函数等式)を導いてみる。命題 61 (4)、命題 62から

E(fΦ(µ, s) : g) =
L(−s+ 1, µ2µ

−1
1 )

L(s+ 1, µ1µ
−1
2 )

E(fΦ̂(µ̌,−s) : gw0)

= E(M(s)fΦ̂(µ̌,−s) : g)

これと (5.18), (5.19)より函数等式 E(f; s, g) = E(M(s)f;−s, g)を得る。

6. GL(2)の跡公式

6.1. Modified kernel. まずテスト関数 f ∈ C∞
c (G(A))を任意に一つ固定する。以下、サブ

セクション 6.1, 6.2, 6.3を通じて f を固定したまま話を進めていく。
関数 f に対して関数KP (g, h)を

KP (g, h) =

∫
N(A)

∑
γ∈M(F )

f(g−1γnh)dn , g, h ∈ N(A)M(F )\G(A)

と定義する。もしRP をヒルベルト空間 L2(N(A)M(F )\G(A)1)上の右正則表現とするなら
ば、KP (g, h)はRP (f)に関する核関数である。次に f ∈ C∞

c (G(A))に対して関数KG(g, h)
を

KG(g, h) =
∑

γ∈G(F )

f(g−1γh) , g, h ∈ G(F )\G(A)

と定義する。(4.3)で定義されたKf (g, h)とKG(g, h)は同じであるが、便宜上記号を変更す
る。R上の関数 τ̂P を

τ̂P (H) =

{
1 , H > 0 ,

0 , H 6 0

と定める。パラメーター T ∈ Rに対して、次のように Modified kernel kT (g, f)が定義さ
れる。

kT (g, f) = KG(g, g)−
∑

δ∈P (F )\G(F )

KP (δg, δg)τ̂P (H(δg)− T ).

T は正の実数であると仮定する。そして積分 JT (f)を

JT (f) =

∫
G(F )\G(A)1

kT (g, f) d1g

と定める。
42



定理 64. T を十分大きい正の実数とする。このとき、積分 JT (f)は絶対収束する。つまり、∫
G(F )\G(A)1

|kT (g, f)| d1g < +∞

が成り立つ。ただし、T の大きさは f のサポートにのみ依存している。

この定理を証明する前に、以下の補題を証明しておこう。

補題 65. 任意の g ∈ G(A)と h ∈ G(F )について、もし h ̸∈ P (F )ならばH(hg) 6 −H(g)が
成り立つ。

Proof. まず次のように記号を定める。

w =

(
0 1
1 0

)
∈ G(F ) ∩K, n ∈ N(A), m ∈M(A)1, a ∈ AM(R)0, k ∈ K.

任意の g = nmak ∈ G(A)について、n′ = (ma)−1nma ∈ N(A)と置くと、
H(wg) = −H(a) +H(wn′)

が成り立つ。これより、もし任意の n ∈ N(A)についてH(wn) 6 0であることを示せば、
H(wg) 6 −H(g)が示せる。そして Bruhat分解G(F ) = P (F ) ∪ (P (F )wN(F ))よりこの命
題が従う。したがって後は、任意の素点 v ∈ Σと nv ∈ N(Fv)についてH(wnv) 6 0である
ことを示せば良い。

wnv =

(
α β
0 ω

)
k, nv =

(
1 u
0 1

)
, k ∈ Kv, α, ω ∈ F×

v , β, u ∈ Fv

と置くと、

wk−1 =

(
1 0
−u 1

)(
α β
0 ω

)
=

(
α β

−αu −uβ + ω

)
を得る。wk−1 ∈ Kv だから、v ∈ Σ∞の場合は |α|2 + |αu|2 = 1を得て、v ∈ Σfinの場合は
α ∈ Ovを得る。また det(wn) = 1なのだから、|αω|v = 1となり、H(wn) = log |α|2vを得る。
これらよりH(wn) 6 0がすぐに従う。 �
ジーゲル領域Sに対して、g ∈ G(A)についての関数 FG(g, T )を{

g ∈ G(A) | ∃δ ∈ G(F ) s.t. δg ∈ S and H(δg) 6 T
}

の特性関数とする。

補題 66. 任意の g ∈ G(A)について、等式

FG(g, T ) +
∑

δ∈P (F )\G(F )

τ̂P (H(δg)− T ) = 1

が成り立つ。

Proof. g ∈ G(A)を一つ固定して考えよう。
FG(g, T ) = 1を仮定する。つまり、ある δ ∈ G(F )について log t0 < H(δg) 6 T が成り立

つ。さらに、ある δ′ ∈ G(F )についてH(δ′g) > T と仮定する。もし δδ′ −1 ∈ P (F )ならば

H(δ′g) = H(δδ′ −1δ′g) = H(δg) 6 T

となり矛盾する。もし δδ′ −1 ̸∈ P (F )ならば補題 65より

H(δ′g) 6 −H(δδ′ −1δ′g) = −H(δg) < log t0 < T

となりこれも矛盾する。しかがって任意の γ ∈ P (F )\G(F )についてH(γg) 6 T が成り立つ
ため、

∑
δ∈P (F )\G(F ) τ̂P (H(δg)− T ) = 0となる。
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FG(g, T ) = 0を仮定する。G(A) = G(F )Sなので、ある δ ∈ G(F )について τ̂P (H(δg) −
T ) = 1となる。δ′ ̸= δであるような δ′ ∈ G(F )について τ̂P (H(δ′g) − T ) = 1となるとしよ
う。そして、δδ′ −1 ̸∈ P (F )と仮定すると、

T < H(δ′g) 6 −H(δδ′ −1δ′g) = −H(δg) < −T

となり、T が正の実数であることに矛盾する。つまり、δ′ ∈ δP (F )となる。
以上より、この補題は示された。

�

Proof. 定理 64の証明を始めよう。まず記号を次の様に定める。

kG(g, f) = KG(g, g), kP (g, f) = KG(g, g)−KP (g, g).

補題 66より

kT (g, f) = kG(g, f)F
G(g, T ) +

∑
δ∈P (F )\G(F )

kP (δg, f) τ̂P (H(δg)− T )

を得る。したがって、∫
G(F )\G(A)1

|kT (x, f)| d1g 6
∫
G(F )\G(A)1

|kG(g, f)|FG(g, T ) d1g(6.1)

+

∫
P (F )\G(A)1

|kP (g, f)| τ̂P (H(g)− T ) d1g

となる。つまり右辺の二つの項をそれぞれ評価すれば良い。
(6.1)の右辺の第一項を評価しよう。G(A)のコンパクト集合とG(F )との共通部分は有限

集合であることに気をつける。CをG(F )\G(A)の任意のコンパクト集合とする。定義より
g, h ∈ Cに対してKG(g, h)のG(F )に関する和は有限和なので、KG(g, h)は C上有界とな
る。FG(g, T )のG(F )\G(A)1上のサポートはコンパクトなのだから、∫

G(F )\G(A)1
|kG(g, f)|FG(g, T ) d1g < +∞

が従う。
(6.1)の右辺の第二項を評価しよう。元 g ∈ P (F )\G(A)1が τ̂P (H(g)− T ) = 1を満たすと

する。つまりH(g) > T となる。次の様に記号を定める。

γ =

(
∗ ∗
c ∗

)
∈ G(F )− P (F ) , g =

(
u1 ∗
0 u2

)(
a 0
0 1

)
k ∈ P (F )\G(A)1 ,

u1, u2 ∈ F×\A1, a ∈ (R×)0, k ∈ K .

そして

(6.2) g−1γg = k−1

(
∗ ∗

au1u
−1
2 c ∗

)
k

となる。条件より c ̸= 0かつ log a > T なので、(6.2)の (2, 1)成分は |au1u−1
2 c|A = a > eT と

なる。よって、任意の γ ∈ G(F ) − P (F )について、(6.2)の (2, 1)成分が f のサポートから
外れるような正の実数 T が存在することが分かる。以下、T をそのような十分大きい実数と
する。これより任意の γ ∈ G(F )− P (F )について

f(g−1γg) τ̂P (H(g)− T ) = 0
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が成り立つ。ゆえに、後は

(6.3)

∣∣∣∣∣∣
∑

γ∈P (F )

f(g−1γg) −
∫
N(A)

∑
γ∈M(F )

f(g−1γng) dn

∣∣∣∣∣∣
が {g ∈ P (F )\G(A)1 | H(g) > T}上の積分で収束することを示せばよい。まずN(F )の和
にポアソン和公式 (2.1)を用いると、

(6.3) 6
∑

γ∈M(F )

∣∣∣∣∣∑
ξ∈F

∫
A
f(g−1γexp(x)g)ψF (xξ)dx−

∫
N(A)

f(g−1γng) dn

∣∣∣∣∣
を得る。ここで

hg,γ(y) =

∫
A
f(g−1γexp(x)g)ψF (xy)dx

と置くと、
(6.3) 6

∑
γ∈M(F )

∣∣∣ ∑
ξ∈F×

hg,γ(ξ)
∣∣∣

と整理できる。記号を次の様に定める。

g =

(
1 u
0 1

)(
a 0
0 1

)
mk ∈ P (F )\G(A)1, u ∈ F\A, a ∈ (R×)0, m ∈M(A)1, k ∈ K.

このとき

hg,γ(ξ) = a hg′,γ(aξ), g′ =

(
1 a−1u
0 1

)
mk

が成り立つ。その結果、(6.3)の {g ∈ P (F )\G(A)1 | H(g) > T}上の積分は

(6.4)

∫
F\A

du

∫ ∞

eT
d×a

∫
M(F )\M(A)1

d1m

∫
K

dk
∑

γ∈M(F )

∣∣∣∑
ξ∈F×

hg′,γ(aξ)
∣∣∣

で押さえられる。この積分において g′の動く範囲は明らかにコンパクト集合に含まれる。ま
た f のサポートはコンパクト集合に含まれるのだから、γ ∈M(F )の動く範囲を有限個とし
て良い。そして hg′,γ(y)は yの関数として Schwartz関数であり、aξは ξ ∈ F×より Fv0にお
いて十分に大きいことに注意しよう。ゆえに、任意の正の整数N に対して、f のサポートに
依存する形で T を十分に大きくとると、ある定数 cN が存在して、

(6.4) 6 cN ×
∫ ∞

eT
a−Nd×a 6 cN × e−TN

N

となり収束が示される。
以上より (6.1)の右辺の収束が示されたので、定理 64の証明が完了した。

�
定理 64より JT (f)が意味を持った。これより JT (f)を幾何サイドとスペクトルサイドに

展開していこう。

6.2. 幾何サイド. まずG(F )を分割するための同値類を導入しよう。元 γ ∈ G(F )のジョルダ
ン分解における半単純部分を γsとし、ユニポテント部分を γuとする。このとき γ = γsγu =
γu = γsが成り立つ。二つの元 γ, γ′ ∈ G(F )について、γと γ′がO-同値であるとは、γsと
γ′sがG(F )-共役であることを意味する。OをG(F )のO-同値類の集合とする。
G(F ) = GL(2, F )なので、G(F )の元たちは三つの場合: (1)(F -)楕円、(2)(F -)双曲、(3)(F -

)ユニポテント、に分類される。γをG(F )の元としよう。γに対して {γ}G(F )を γのG(F )-
共役類とする。
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(1) γが楕円であるとは、γの属するO-同値類 oについて o ∩ P (F ) = ∅が成り立つこと
を意味する。この場合、o = {γ}G(F )となり、γ = γsである。

(2) γが双曲であるとは、γの属するO-同値類 oについて o = {γ}G(F )であり、かつ o ∩

P (F ) ̸= ∅を意味する。この場合、γ = γsであり、もし γ ∈ P (F )ならば γ =

(
α ∗
0 β

)
と置くと α ̸= βが成り立つ。

(3) γがユニポテントであるとは、γの属するO-同値類 oについて、ある z ∈ Z(F )が存

在して o = {z} ∪ {z
(
1 1
0 1

)
}G(F )が成り立つことをいう。この場合のみ、γ ̸= γsと

なる。

o ∈ Oについて、

KG,o(g, h) =
∑
γ∈o

f(g−1γh) , KP,o(g, h) =

∫
N(A)

∑
γ∈M(F )∩o

f(g−1γnh)dn

と定義する。そして、f ∈ C∞
c (G(A))とパラメーター T について

kTo (g, f) = KG,o(g, g)−
∑

δ∈P (F )\G(F )

KP,o(δg, δg)τ̂P (H(δg)− T ),

JT
o (f) =

∫
G(F )\G(A)1

kTo (g, f) d
1g

と定める。定理 64の証明と同様の議論によって次の定理を得る。

定理 67. T を十分大きい正の実数とする。このとき、∑
o∈O

∫
G(F )\G(A)1

|kTo (g, f)| d1g < +∞

が成り立つ。ただし、T の大きさは f のサポートにのみ依存している。

この定理により、

JT (f) =
∑
o∈O

JT
o (f)

を得る。この等式の右側の和は有限和であることに気をつけよう。これより各 Jo(f)を詳し
く記述していく。
群H と元 γ ∈ H に対して、Hγ をH における γ の中心化群とする。つまりHγ = {h ∈

H |hγ = γh}と定める。元 γ ∈ G(F )について、dgγ を G(A)γ 上のハール測度としよう。
G(A)1γ ∼= G(A)γ/Z+

∞により定まる商測度をd1gγとし、vol(G(F )γ\G(A)1γ) =
∫
G(F )γ\G(A)1γ

d1gγ

と置く。また dġをG(A)γ\G(A)上の商測度とする。

命題 68. 楕円元 γ ∈ G(F )とO-同値類 o = {γ}G(F )について、

JT
o (f) = vol(G(F )γ\G(A)1γ)

∫
G(A)γ\G(A)

f(g−1γg) dġ

が成り立つ。
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Proof. Z+
∞がG(A)γ の部分群であることと定理 64の証明より和と積分の交換が可能である

ことに注意すると次のように証明できる。

JT
o (f) =

∫
G(F )\G(A)1

∑
δ∈{γ}G(F )

f(g−1δg)d1g =

∫
G(F )\G(A)1

∑
δ∈G(F )γ\G(F )

f(g−1δ−1γδg)d1g

=
∑

δ∈G(F )γ\G(F )

∫
G(F )\G(A)1

f(g−1δ−1γδg)d1g =
∑

δ∈G(F )γ\G(F )

∫
δ G(F )\G(A)1

f(g−1γg)d1g

=

∫
G(F )γ\G(A)1

f(g−1γg)d1g =

∫
G(F )γ\G(A)1γ

dgγ

∫
G(A)γ\G(A)

f(g−1γg)dġ.

�

次に双曲元について次の命題を得る。

命題 69. 双曲元 γ ∈ G(F )とO-同値類 o = {γ}G(F )について、

JT
o (f) =

1

2

∑
δ∈M(F )∩o

volM

∫
K

∫
N(A)

f(k−1n−1δnk) (−H(wn)) dn dk

+ T
∑

δ∈M(F )∩o

volM

∫
K

∫
N(A)

f(k−1δnk) dndk

が成り立つ。

Proof.

kG,o(g, f) = KG,o(g, g) , kP,o(g, f) = KG,o(g, g)−KP,o(g, g)

と置く。このとき、

kTo (g, f) = kG,o(g, f)F
G(g, T ) +

∑
δ∈P (F )\G(F )

kP,o(δg, f) τ̂P (H(δg)− T )

が成り立ち、そして、定理 64の証明より∫
G(F )\G(A)1

|kG,o(g, f)|FG(g, T ) d1g < +∞ ,∫
P (F )\G(A)1

|kP,o(g, f)| τ̂P (H(g)− T ) d1g < +∞

が従う。
まず積分

(6.5)

∫
N(F )\N(A)

kP,o(n1g)dn1

について考えよう。γ =

(
α 0
0 β

)
, α ̸= β, α, β ∈ F×と仮定しても一般性は失わない。この

場合

M(F ) ∩ o = { γ , wγw }
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となる。またG(F )γ =M(F )が成り立つ。こうすると、(6.5)は∫
N(F )\N(A)

∑
δ∈M(F )\G(F )

f(g−1n−1
1 δ−1γδn1g) dn1

−
∑

γ1∈{γ,wγw}

∫
N(F )\N(A)

∫
N(A)

f(g−1n−1
1 γ1nn1g) dn dn1

と等しくなる。 (
1 −u
0 1

)(
α 0
0 β

)(
1 u
0 1

)
=

(
α 0
0 β

)(
1 (1− α−1β)u
0 1

)
と 1− α−1β ∈ F×より、上の式の第二項の積分は変数変換によって∫

N(F )\N(A)

∫
N(A)

f(g−1n−1
1 γ1nn1g) dn dn1 =

∫
N(F )\N(A)

∫
N(A)

f(g−1n−1
1 n−1γ1nn1g) dn dn1

=

∫
N(F )\N(A)

dn1

∫
N(A)

f(g−1n−1γ1ng) dn =

∫
N(F )\N(A)

∑
ν∈N(F )

f(g−1n−1ν−1γ1νng) dn

となる。
∫
N(F )\N(A) dn = 1であることに注意しよう。この (6.5)の式変形と変数変換より∫
P (F )\G(A)1

kP,o(g, f) τ̂P (H(g)− T ) d1g(6.6) ∫
P (F )\G(A)1

∫
N(F )\N(A)

kP,o(n1g, f)dn1 τ̂P (H(g)− T ) d1g

=

∫
P (F )\G(A)1

∫
N(F )\N(A)

{ ∑
δ∈M(F )\G(F )

f(g−1n−1
1 δ−1γδn1g)

−
∑

γ1∈{γ,wγw}

∑
ν∈N(F )

f(g−1n−1
1 ν−1γ1νn1g)

}
dn1 τ̂P (H(g)− T ) d1g

=

∫
P (F )\G(A)1

{ ∑
δ∈M(F )\G(F )

f(g−1δ−1γδg)

−
∑

γ1∈{γ,wγw}

∑
ν∈N(F )

f(g−1ν−1γ1νg)
}
τ̂P (H(g)− T ) d1g

=

∫
P (F )\G(A)1

∑
δ∈M(F )\G(F ) , δ−1γδ ̸∈P (F )

f(g−1δ−1γδg) τ̂P (H(g)− T ) d1g

を得る。ただし、δ−1γδ ∈ P (F )と δ ∈ P (F ) ∪ wP (F )は必要十分である。定理 64の証明で
の議論により、T が十分に大きいので最後の積分の値は 0である。このことからも積分 (6.6)
は絶対収束し、その値が 0であることが分かる。

k̃To (g, f) =
∑
γ∈o

f(g−1γg)−
∑

δ∈P (F )\G(F )

∑
γ1∈{γ,wγw}

∑
ν∈N(F )

f(g−1δ−1ν−1γ1νδg) τ̂P (H(δg)− T )

と置く。等式 (6.6)と kG(x, f)の役割とそれぞれの積分の収束性より、

JT
o (f) =

∫
G(F )\G(A)1

k̃To (g, f) d
1g
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が成り立ち、積分は絶対収束する。明らかに

k̃To (g, f) =
∑

δ∈M(F )\G(F )

f(g−1δ−1γδg) {1− τ̂P (H(δg)− T )− τ̂P (H(wδg)− T )}

成り立つので、

JT
o (f) =

∫
M(F )\G(A)1

f(g−1γg){1− τ̂P (H(g)− T )− τ̂P (H(wg)− T )}d1g

となる。g ∈ G(A)1について

g = m

(
a 0
0 1

)
nk, m ∈M(A)1, a ∈ (R×)0, n ∈ N(A), k ∈ K

と分解すると、
H(g) = log |a| , H(wg) = − log |a|+H(wn)

が成りつのだから、

JT
o (f) =volM

∫
K

∫
N(A)

∫ ∞

0

f(k−1n−1γnk){1− τ̂P (H(g)− T )− τ̂P (H(wg)− T )}d×adndk

=volM

∫
K

∫
N(A)

f(k−1n−1γnk){2T −H(wn)}dndk

を得る。後は γをwγwに入れ替えても同じ議論になることに気をつければ、この命題がす
ぐに得られる。 �
最後にユニポテント元について次の命題を得る。

命題 70. 中心元 z ∈ Z(F )とO-同値類 o = {z} ∪ {z
(
1 1
0 1

)
}G(F )について、

JT
o (f) =volG f(z) + volZ lim

s→1

d

ds
(s− 1)

∫
A×

Fz(a) |a|sA d×a

+ T volM

∫
K

∫
N(A)

f(k−1znk) dndk

が成り立つ。ただし、Z(A)1 = Z(A)/Z+
∞上のハール測度 d1zをA1の測度で定めて volZ =∫

Z(F )\Z(A)1 d
1zと置き、C∞

c (A)に属する関数 Fz(u)を

Fz(u) =

∫
K

f(k−1z

(
1 u
0 1

)
k)dk

で定めた。

Proof. {(
1 1
0 1

)}
G(F )

=

{
δ−1

(
1 u
0 1

)
δ
∣∣∣u ∈ F× , δ ∈ P (F )\G(F )

}
となるのだから、

JT
o (f) =volG f(z) +

∫
G(F )\G(A)1

∑
δ∈P (F )\G(F )

{∑
u∈F×

f(g−1δ−1z

(
1 u
0 1

)
δg)

−
∫
N(A)

f(g−1δ−1znδg)dn τ̂P (H(δg)− T )

}
d1g
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となる。ここで、g ∈ G(A)1に対して

g = nz1z
+
∞

(
1 0
0 a

)
k, n ∈ N(A), z1 ∈ Z(A)1, a ∈ A×, z+∞ ∈ Z+

∞, H(z+∞) = log |a|A, k ∈ K

と分解すると、
JT
o (f) = volG f(z) + volZ Uz,

Uz =

∫
F×\A×

{∑
u∈F×

Fz(au)−
∫
A
Fz(au)du τ̂P (− log |a|A − T )

}
|a|Ad×a

を得る。
ポアソン和公式 (2.1)より ∑

u∈F

Fz(au) =
∑
u∈F

F̂z(a
−1u) |a|−1

A

が成り立つので、 ∑
u∈F×

Fz(au) =
∑
u∈F×

F̂z(a
−1u) |a|−1

A + F̂z(0) |a|−1
A − F (0)

を得る。これを用いると、等式

Uz =

∫
|a|A61

∑
u∈F×

F̂z(a
−1u) d×a +

∫
eT6|a|A61

d×a× F̂z(0)

−
∫
|a|A61

|a|d×a× Fz(0) +

∫
16|a|A

∑
u∈F×

F (au) |a|d×a

が得られる。これより Uzの収束性も分かる。続いて、s ∈ C, Re(s) > 1について、∫
A×
Fz(a)|a|sAd×a =

∫
F×\A×

∑
u∈F×

F (au)|a|sAd×a

=

∫
|a|A61

∑
u∈F×

F̂z(a
−1u)|a|s−1

A d×a +

∫
|a|A61

|a|s−1
A d×a× F̂z(0)

−
∫
|a|A61

|a|sd×a× Fz(0) +

∫
16|a|A

∑
u∈F×

F (au) |a|sd×a

が成り立つ。 ∫
|a|A61

|a|s−1
A d×a× F̂z(0) =

1

s− 1
vol(F×)× F̂z(0)

であり、他の項は s = 1で解析的なので、上の二つの等式から

Uz = lim
s→1

d

ds
(s− 1)

∫
A×
F (a)|a|sd×a+

∫
e−T6|a|A61

d×a

が得られる。これより命題が従う。 �

6.3. スペクトルサイド. スペクトルサイドはカスピダルデータによって展開する。Modified
kernelからTruncated kernelに移行することによってスペクトルサイドの詳細が記述される。
このサブセクションを通じて、これより f ∈ H(G(A))を仮定する。
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6.3.1. Modified kernelの分解. まずカスピダルデータχ ∈ XGについてRχをL2
χへの (R,L2)

の制限とする。そして、カスピダルデータ χ = (G, π) ∈ XGについて、BG,χをL2
χのK-有限

な元のみから成る正規直交基底として、

KG,χ(g, h) =
∑

ϕ∈BG,χ

(Rχ(f)ϕ)(g)ϕ(h) , KP,χ(g, h) = 0

と定義する。続いてカスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XG, µ ̸= µ̌について考える。Hµを内積
⟨ ⟩KによってH0

µを完備化して得られるヒルベルト空間とする。BµをH0
µの元から成るHµ

の正規直交基底とする。BP,χ = Bµ ∪ Bµ̌はH0
µ ⊕H0

µ̌の元から成るHµ ⊕Hµ̌の正規直交基底
であり、

KG,χ(g, h) =
1

8πvolM

∫
R

∑
ϕ∈BP,χ

E(πis(f)ϕ; is, g)E(ϕ; is, h) ds,

KP,χ(g, h) =
1

4πvolM

∫
R

∑
ϕ∈BP,χ

(πis(f)ϕ)(g)ϕ(h) ds

と定義する。最後にカスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XG, µ = (µ1, µ1)について、BP,χ = Bµ

として、

KG,χ(g, h) =
1

8πvolM

∫
R

∑
ϕ∈BP,χ

E(πis(f)ϕ; is, g)E(ϕ; is, h) ds

+ vol−1
G µ1(det g)µ1(deth)

∫
G(A)1

f(g)µ1(det g) d
1g,

KP,χ(g, h) =
1

4πvolM

∫
R

∑
ϕ∈BP,χ

(πis(f)ϕ)(g)ϕ(h) ds

と定義する。KG,χ(g, h)の sに関する積分の収束は、定理 76の証明の中で示される。特に
(6.9)に注意されたい。KP,χ(g, h)の積分

∫
R
∑

ϕ∈BP,χ
(πis(f)ϕ)(g)ϕ(h) dsの収束も同様の議論

で示される。
カスピダルデータ χ = (G, ϕ) ∈ XGの場合、KG,χ(g, h)は明らかにRχ(f)に関する核関数

である。カスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XGの場合のKG,χ(g, h)について考えよう。

Pcont ◦R(f) ◦ Pcont = S∗ ◦ ρ(f) ◦ S
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が成り立つので、命題 46と合わせて、φ1, φ2 ∈ DP に対して、

⟨Pcont ◦R(f) ◦ Pcont(θφ1) | θφ2⟩G = ⟨S∗ ◦ ρ(f) ◦ S(θφ1) | θφ2⟩G = ⟨ρ(f) ◦ S(θφ1) |S(θφ2)⟩H

= ⟨ρ(f) ◦ S(θφ1) |S(θφ2)⟩H = ⟨ρ(f)aφ1 | aφ2⟩H =
volM
4π

∫ ∞

0

⟨πis(f)aφ1(s) , aφ2(s)⟩Kds

=
volM
8π

∫
R
⟨πis(f)aφ1(s) , aφ2(s)⟩Kds =

volM
8π

∫
R

∑
f′∈B

⟨πis(f)aφ1(s) , f
′⟩K ⟨f ′ , aφ2(s)⟩Kds

=
volM
8π

∫
R

∑
f, f′∈B

⟨aφ1(s) , f⟩K ⟨πis(f)f , f ′⟩K ⟨f ′ , aφ2(s)⟩Kds

=
volM
8π

∫
R

∑
f∈B

⟨f , aφ1(s)⟩K ⟨πis(f)f , aφ2(s)⟩Kds

=
1

8πvolM

∫
R

∑
f∈B

∫
G(F )\G(A)1

E(f, is, h) θφ1(h)d
1h

∫
G(F )\G(A)

E(πis(f)f, is, g) θφ2(g) d
1g ds

= ⟨
∫
G(F )\G(A)1

1

8πvolM

∫
R

∑
f∈B

E(πis(f)f, is, ∗)E(f, is, h) ds θφ1(h) d
1h | θφ2⟩G

を得る。つまり、カスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XGについてKG,χ(g, h)はRχ(f)に関す
る核関数となっている。続いて、カスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XGについてのKP,χ(g, h)
を考えよう。このとき、上の計算とほぼ同じ手順によって、φ1, φ2 ∈ DP に対して、

⟨R(f)φ1 |φ2⟩P =
1

4π

∫
R
⟨R(f)φ̂1(is) |φ2⟩P ds =

volM
4π

∫
R
⟨πis(f)φ̂1(is) , φ̂2(is)⟩K ds

=
volM
4π

∫
R

∑
f∈B

⟨f , φ̂1(is)⟩K ⟨πis(f)f , φ̂2(is)⟩K ds

=
1

4πvolM

∫
R

∑
f∈B

⟨f |φ1⟩P ⟨πis(f)f |φ2⟩P ds

= ⟨
∫
N(A)M(F )\G(A)1

1

4πvolM

∫
R

∑
f∈B

(πis(f)f)(∗)f(h)ds φ1(h) dh |φ2⟩P

が成り立つ。よって、L2(N(A)M(F )\G(A)1)におけるDP (µ)+DP (µ̌)で張られる空間の閉包
へのRP の制限をRP,χとすると、カスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XGについてのKP,χ(g, h)
はRP,χに関する核関数となる。したがって、RP がN(A)M(F )の自明な表現からG(A)1へ
の誘導表現であることに注意すれば、スペクトル分解より、

KG(g, h) =
∑
χ∈XG

KG,χ(g, h) , KP (g, h) =
∑
χ∈XG

KP,χ(g, h)

が従う。
kTχ (g, f) = KG,χ(g, g)−

∑
δ∈P (F )\G(F )

KP,χ(δg, δg) τ̂P (H(δg)− T )

と置いて、

JT
χ (f) =

∫
G(F )\G(A)1

kTχ (g, f)d
1g

と定める。スペクトルサイドとして JT (f) =
∑

χ J
T
χ (f)と展開することが目的である。その

ために、
∑

χ

∫
G(F )\G(A)1 |k

T
χ (g, f)|d1g < +∞を示すことが目標になる。
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6.3.2. Truncation operator. まずはTruncation opeatorを定義しよう。Bloc(G(F )\G(A)1)を
G(F )\G(A)1上の局所有界な可測関数から成る空間とする。十分大きい正の実数 T と関数
ϕ ∈ Bloc(G(F )\G(A)1)に対して、Bloc(G(F )\G(A)1)の関数ΛTϕを

(ΛTϕ)(g) = ϕ(g)−
∑

δ∈P (F )\G(F )

∫
N(F )\N(A)

ϕ(nδg) dn τ̂P (H(δg)− T )

によって定義する。もし ϕ ∈ L2
cusならば定義よりΛTϕ = ϕが明らかに成り立つ。

ΛTϕがG(F )\G(A)上の関数になることを示しておこう。あるα ∈ G(F )についてH(αg) >
T となる場合に等式ΛTϕ(δg) = ΛTϕ(g), ( ∀δ ∈ G(F ))が成り立つことを示せばよい。補題 65
より δ ̸∈ P (F )についてH(δαg) 6 −H(αg) < −T < T となるので、

(ΛTϕ)(αg) = ϕ(αg)−
∫
N(F )\N(A)

ϕ(nαg) dn = ϕ(g)−
∫
N(F )\N(A)

ϕ(nαg) dn = (ΛTϕ)(g)

が成り立つ。よって示せた。

補題 71. 任意の ϕ ∈ Bloc(G(F )\G(A)1)とH(g) > T を満たす任意の g ∈ G(A)1について次
が成り立つ。

(ΛTϕ)P (g) =

∫
N(F )\N(A)

(ΛTϕ)(ng)dn = 0.

Proof. 上述と同様に補題 65より δ ̸∈ P (F )についてH(δg) < T となるので、

(ΛTϕ)(g) = ϕ(g)−
∫
N(F )\N(A)

ϕ(n1g) dn1

となり、∫
N(F )\N(A)

(ΛTϕ)(nx)dn =

∫
N(F )\N(A)

ϕ(nx)dn−
∫
N(F )\N(A)

∫
N(F )\N(A)

ϕ(n1nx)dn1dn = 0

を得る。 �

この補題と命題 34, 43によって、ΛTE(f; s)が急減少関数になることが分かる。
次の 2つの命題は後で使うことはないが、Truncation operatorの基本的な性質なので、紹

介する。

命題 72. ΛT ◦ ΛT = ΛT .

Proof. ϕ ∈ Bloc(G(F )\G(A)1)とH(g) > T を満たす g ∈ G(A)1について (ΛT (ΛTϕ))(g) =
(ΛTϕ)(g)となることを示しさえすればよい。補題 71より

(ΛT (ΛTϕ))(g) = (ΛTϕ)(g)−
∫
N(F )\N(A)

(ΛTϕ)(ng)dn = (ΛTϕ)(g)

となり、命題が従う。 �

命題 73. 任意の ϕ1 ∈ Bloc(G(F )\G(A)1)と ϕ2 ∈ Cc(G(F )\G(A)1)について

⟨ΛTϕ1 |ϕ2 ⟩G = ⟨ϕ1 |ΛTϕ2 ⟩G

が成り立つ。
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Proof.

⟨ΛTϕ1 |ϕ2 ⟩G

=

∫
G(F )\G(A)1

{
ϕ1(g)−

∑
δ∈P (F )\G(F )

∫
N(F )\N(A)

ϕ1(nδg)dn τ̂P (H(δg)− T )
}
ϕ2(g)d

1g

=

∫
G(F )\G(A)1

ϕ1(g)ϕ2(g) d
1g −

∫
P (F )\G(A)1

∫
N(F )\N(A)

ϕ1(ng)ϕ2(g) τ̂P (H(g)− T ) dnd1g

=

∫
G(F )\G(A)1

ϕ1(g)ϕ2(g) d
1g −

∫
P (F )\G(A)1

∫
N(F )\N(A)

ϕ1(g)ϕ2(ng) τ̂P (H(g)− T ) dnd1g

= ⟨ϕ1 |ΛTϕ2 ⟩G.

�

これら 2つの命題より ⟨(1 − ΛT )ϕ1 |ΛTϕ2⟩ = 0, ∀ϕ1, ϕ2 ∈ L2が成り立つので、Trunca-
tion operator ΛT は L2上の直交射影であることが分かる。また、命題 73とその証明より、
truncation operator ΛT はL2上の hermitian operatorであることが分かる。
K をG(Afin)の開コンパクト部分群とすると、G(A)1のある有限部分集合 {g1, g2, . . . , gl}

が存在して

G(A)1 =
l∪

t=1

G(F ) gtG(F∞)1K (disjoint union)

が成り立つことに注意しよう。そのため、ϕ ∈ C∞(G(F )\G(A)1)のG(F∞)での性質はG(F∞)1

についてのみ定めれば良いことが分かる。そして、

C∞(G(F )\G(A)1) = lim−→
K

C∞(G(F )\G(A)1/K)

であることにも気をつけよう。
正の整数 rに対して Cr(G(A))を G(F∞)上 Cr 級であり G(Afin)上 smoothであるような

G(A)上のC値関数全体の空間とする。

補題 74. 定数N , N0 ∈ Z>0とG(Afin)の開コンパクト部分群Kを任意に固定する。このと
き、G(F∞)上のある左不変微分作用素の有限集合 {Xt}とある定数 r ∈ Z>0が存在して、も
し (Ω, dω)が可測空間で

ϕ : Ω → Cr(G(F )\G(A)1/K) , ϕ(ω) : g 7→ ϕ(ω, g)

が任意の可測関数ならば

sup
g∈S1

(
||g||N

∫
Ω

|(ΛTϕ)(ω, g)|dω
)
< sup

h∈G(A)1

(
||h||−N0

∑
t

∫
Ω

|(Xtϕ)(ω, h)|dω
)

が成り立つ。

Proof. 定義と補題 66より

(ΛTϕ(ω))(g) =ϕ(ω, g)FG(g, T )

+
∑

δ∈P (F )\G(F )

(
ϕ(ω, δg)−

∫
N(F )\N(A)

ϕ(ω, nδg)dn
)
τ̂P (H(δg)− T )
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が成り立つ。FG(g, T )のサポートはS1上コンパクトなのだから上の式の第一項の評価に関
しては明らかである。補題 65を思い出せば上の式の第二項に関する評価について

sup
g∈S1

∣∣∣||g||N ∑
δ∈P (F )\G(F )

(
ϕ(ω, δg)−

∫
N(F )\N(A)

ϕ(ω, nδg)dn
)
τ̂P (H(δg)− T )

∣∣∣
= sup

g∈S1 , H(g)>T

∣∣∣||g||N(ϕ(ω, g)− ∫
N(F )\N(A)

ϕ(ω, ng)dn
)∣∣∣

を得る。評価すべき上の式の関数がだいたいカスプ形式であることから、命題 34を思い出
せば、いかにも同じような議論で証明できそうである。命題 34と同様、この式の評価に関
しては、[25, 命題 1.10]の証明を参照されたい。 �
命題 75. もし ϕ ∈ C∞(G(F )\G(A)1)が一様緩増大ならばΛTϕは急減少である。

Proof. G(Afin)のある開コンパクト部分群Kについてϕ ∈ C∞(G(F )\G(A)1/K)として良い。
(Ω, dω)を自明にして補題 74を適用すると、

sup
g∈S1

(
||g||N |(ΛTϕ)(g)|

)
< sup

h∈G(A)1

(
||h||−N0

∑
t

|(Xtϕ)(h)|
)

を得る。ϕは一様緩増大なのだからN0を適切にとれば右辺は定数で押さえられる。N は任
意なので命題が従う。 �
6.3.3. 収束性. 二変数 (g, h)の関数 f1(g, h) ∈ Bloc(G(F )\G(A)1 × G(F )\G(A)1)の変数 gに
関してΛT を作用させたものを (ΛT

1 f1)(g, h)と書き、変数 hについてΛT を作用させたものを
(ΛT

2 f1)(g, h)と書く。

定理 76. T を正の実数とする。∑
χ∈XG

∫
G(F )\G(A)1

|(ΛT
2KG,χ)(g, g)| d1g < +∞

が成り立つ。

Proof. 正の整数 rに対して f1 ∈ Cr
c (G(A))として、

∑
γ∈G(F ) f1(g

−1γh)について考える。和
における γ の動く範囲は g supp(f1)h

−1 であるので、補題 31の (2)(3)(6)より、ある定数
N1 ∈ Z>0と f1に依存した定数 c(f1) > 0によって

(6.7)
∣∣ ∑
γ∈G(F )

f1(g
−1γh)

∣∣ 6 c(f1) ||g||N1 ||h||N1 , ∀g, ∀h ∈ G(F )\G(A)1

が成り立つ。
r を十分大きい正の整数と仮定する。このとき、f は右かつ左 K-有限な関数 f1, f2 ∈

Cr
c (G(A))の畳み込み f1 ∗ f2の有限和で表せることが知られている。(cf. [9] and [2, p.928–

929])。ただし、(f1 ∗ f2)(g) =
∫
G(A)1 f1(gh)f2(h

−1)d1hとする。そして、t = 1 or 2として、

KG,t(g, h) =
∑

γ∈G(F )

(ft ∗ f ∗
t )(g

−1γh)

と置く。X を左不変微分作用素として、(X1KG,t)(g, h)を X を変数 g に作用させたもの、
(X2KG,t)(g, h)をXを変数 hに作用させたものとする。
テスト関数 f , f1, f2やXfがK-有限であるので、それぞれの核関数の定義における基底の

和は有限和になることに注意する。B′
G,χをBG,χの十分大きい有限部分集合とする。そして、

vg(h) =
∑

ϕ∈B′
G,χ

ϕ(g)ϕ(h)
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と置く。明らかにB′
G,χで張られる部分空間に属する元ψに対して、⟨ψ | vg⟩G = ψ(g)となる。

また左不変微分作用素X∗を ⟨ψ1 , Xψ2⟩G = ⟨X∗ψ1 , ψ2⟩Gで定める。このとき、∑
ϕ∈BG,χ

(Rχ(f1 ∗ f2)ϕ)(g) (Xϕ)(h) =
∑

ϕ∈BG,χ

⟨ϕ|Rχ((f1 ∗ f2)∗)vg⟩G ⟨vh |Xϕ⟩G

= ⟨
∑

ϕ∈BG,χ

⟨X∗vh |ϕ⟩Gϕ |Rχ((f1 ∗ f2)∗)vg⟩G = ⟨X∗vh|Rχ((f1 ∗ f2)∗)vg⟩G

= ⟨Rχ(f2)X
∗vh|Rχ(f

∗
1 )vg⟩G

が成り立つ。よってHölderの不等式と上の等式より、χ = (G, π) ∈ XGのときは、∣∣∣ ∑
ϕ∈BG,χ

(Rχ(f1 ∗ f2)ϕ)(g) (Xϕ)(h)
∣∣∣ = ∣∣⟨Rχ(f2)X

∗vh|Rχ(f
∗
1 )vg⟩G

∣∣
6 ⟨Rχ(f1 ∗ f ∗

1 )vg |vg⟩
1/2
G ⟨Rχ(f

∗
2 ∗ f2)X∗vh |X∗vh⟩1/2G

=
( ∑
ϕ∈BG,χ

(Rχ(f1 ∗ f ∗
1 )ϕ)(g)ϕ(g)

)1/2 ( ∑
ϕ∈BG,χ

(XRχ(f
∗
2 ∗ f2)ϕ)(h)(X∗ϕ)(h)

)1/2
が成り立つ。最後の等式は上の等式を逆にたどれば得られる。さらにHölderの不等式から
ak, bl ∈ R>0の収束可算和について∑

(akbk)
1/2 6

(∑
ak
)1/2(∑

bl
)1/2

が成り立つのだから、上の結果をまとめると、

∑
χ=(G,π)∈XG

∣∣∣ ∑
ϕ∈BG,χ

(Rχ(f1 ∗ f2)ϕ)(g)ϕ(h)
∣∣∣ 6 ( ∑

χ=(G,π)∈XG

∑
ϕ∈BG,χ

(Rχ(f1 ∗ f ∗
1 )ϕ)(g)ϕ(g)

)1/2(6.8)

×
( ∑
χ=(G,π)∈XG

∑
ϕ∈BG,χ

(XRχ(f
∗
2 ∗ f2)ϕ)(h)(X∗ϕ)(h)

)1/2
を得る。
χ = (P, [µ]) ∈ XGに対して不等式 (6.8)と同様のものを証明しよう。B′

Pχを BP,χの十分大
きい有限部分集合とする。さっきと同様に

wg(h) =
∑

ϕ∈B′
P,χ

ϕ(g)ϕ(h)

と置く。もしψがB′
P,χで張られる部分空間に属するならば ⟨ψ , wg⟩K = ψ(g)である。さらに

E(wg, s, h) =
∑

γ∈P (F )\G(F )

wγg(h)δP (γg)s/2 =
∑

ϕ∈B′
P,χ

ϕ(h)E(ϕ(s) : g)

と置くと、
⟨ψ , E(wg, s)⟩K = E(ψ(s) : g) , Re(s) > 1

が成り立つ。よって、E(ϕ; s, g), ϕ ∈ BP,χと E(ψ; s, g)の性質から有理型関数

E(wg, s, h) =
∑

ϕ∈B′
P,χ

ϕ(h)E(ϕ; s, g)

について、
⟨ψ , E(wg, is)⟩K = E(ψ; is, g) , s ∈ R
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が成り立つとして良い。またX に対して R(D) = X, D ∈ U(g)とすると、XE(ψ; s, g) =
E(πs(D)ψ; is, g)が成り立つ。そして、(πs(D))∗を ⟨ψ1 , πs(D)ψ2⟩K = ⟨(πs(D))∗ψ1 , ψ2⟩Kで
定め、X∗をX∗E(ψ; s, g) = E((πs(D))∗ψ; is, g)で定める。こうすると、∑

ϕ∈BP,χ

E(πis(f1 ∗ f2)ϕ; is, g)XE(ϕ; is, h)

=
∑

ϕ∈BP,χ

⟨πis(f1 ∗ f2)ϕ , E(wg, is)⟩K ⟨E(wh, is) , πis(D)ϕ⟩K

= ⟨
∑

ϕ∈BP,χ

⟨E(wh, is) , πis(D)ϕ⟩Kϕ , πis((f1 ∗ f2)∗)E(wg, is)⟩K

= ⟨(πis(D))∗E(wh, is) , πis((f1 ∗ f2)∗)E(wg, is)⟩K
= ⟨πis(f2)(πis(D))∗E(wh, is) , πis(f

∗
1 )E(wg, is)⟩K

を得る。Hölderの不等式と上の等式より、∣∣∣ ∑
ϕ∈BP,χ

E(πis(f1 ∗ f2)ϕ; is, g)XE(ϕ; is, h)
∣∣∣

6 ⟨πis(f1 ∗ f ∗
1 )E(wg, is) , E(wg, is)⟩1/2K ⟨πis(f ∗

2 ∗ f2)(πis(D))∗E(wh, is) , (πis(D))∗E(wh, is)⟩1/2K

=
( ∑
ϕ∈BP,χ

E(πis(f1 ∗ f ∗
1 )ϕ; is, g)E(ϕ; is, g)

)1/2
×
( ∑
ϕ∈BP,χ

E(πis(D)πis(f
∗
2 ∗ f2)ϕ; is, h)E((πis(D))∗ϕ; is, h)

)1/2
を得る。もう一回Hölderの不等式を使って、∑

χ=(P,[µ])∈XG

∫
R

∣∣∣ ∑
ϕ∈BP,χ

E(πis(f1 ∗ f2)ϕ; is, g)XE(ϕ; is, h)
∣∣∣ds(6.9)

=
( ∑
χ=(P,[µ])∈XG

∫
R

∑
ϕ∈BP,χ

E(πis(f1 ∗ f ∗
1 )ϕ; is, g)E(ϕ; is, g)ds

)1/2
×
( ∑
χ=(P,[µ])∈XG

∫
R

∑
ϕ∈BP,χ

E(πis(D)πis(f
∗
2 ∗ f2)ϕ; is, h)E((πis(D))∗ϕ; is, h)ds

)1/2
が導ける。したがって、(6.8)と (6.9)とL2

resの部分とHölderの不等式によって次の不等式を
得る。 ∑

χ∈XG

|(X2KG,χ)(g, h)| 6
∑

(f1,f2)

(
KG,1(g, g)

)1/2 (
(X1X

∗
2KG,2)(h, h)

)1/2
.

ただし、和
∑

(f1,f2)
は有限和である。さらに、(6.7)によって、ある正の整数N1と定数 cX(f)

について、 ∑
χ∈XG

|(X2KG,χ)(g, h)| 6 cX(f) ||g||N1 ||h||N1
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が成り立つ。そして、補題 74より

sup
h∈S1

(
||h||N

∑
χ∈XG

|(ΛT
2KG,χ)(g, h)|

)
< sup

h∈G(A)1

(
||h||−N0

∑
χ∈XG

|
∑
l

((Xl)2KG,χ)(g, h)|
)

6 sup
h∈G(A)1

(∑
l

||h||−N0

∑
χ∈XG

|((Xl)2KG,χ)(g, h)|
)

6 sup
h∈G(A)1

(∑
l

||h||−N0 cXl
(f) ||g||N1 ||h||N1

)
6(
∑
l

cXl
(f)) ||g||N1

を得る。最後に g = hとすれば、∑
χ∈XG

|(ΛT
2KG,χ)(g, g)| 6 constant× ||g||N1−N , ∀g ∈ S1

が成り立つ。N は任意なので十分大きい自然数とすれば、この定理が従う。 �
補題 77. T を十分大きい正の実数とする。任意の χ ∈ XGについて、∫

G(F )\G(A)1
| kTχ (g, f)− (ΛT

2KG,χ)(g, g) | d1g = 0

が成り立つ。ただし、T の大きさは f のサポートにのみ依存している。

Proof. まず χ = (G, π)のときは、定義より明らかに成り立つ。そのため、χ = (P, [µ])と
して等式を証明しよう。定義より、KG,χ(δg, h) = KG,χ(g, h),

∀δ ∈ G(F )と KP,χ(g, h) =∫
N(F )\N(A)KP,χ(g, nh)dnが成り立つので、

kTχ (g, f)− (ΛT
2KG,χ)(g, g)

=
∑

δ∈P (F )\G(F )

∫
N(F )\N(A)

{KG,χ(δg, nδg)−KP,χ(δg, nδg) }dn τ̂P (H(δg)− T )

を得る。もし µ ̸= µ̌ならば σ = µ+ µ̌と置き、もし µ = µ̌ならば σ = µと置く。指標の直交
性より

KP,χ(g, h) = vol−1
M

∫
M(F )\M(A)1

KP (g,mh)σ(m) dm

が成り立つ。命題 6から ϕ ∈ H0
µについて ϕ1 =M(s)ϕ ∈ H0

µ̌とおくと∫
N(F )\N(A)

E(ϕ, is, ng) dn = ϕ(is)(g) + ϕ
(−is)
1 (g) , g ∈ G(A)1

が成り立つのだから、g, h ∈ G(A)1を固定した状態でm ∈M(A)1について∫
N(F )\N(A)

∫
R
E(πis(f)ϕ; is, g)E(ϕ; is, nmh) ds dn

=

∫
R
E(πis(f)ϕ; is, g)ϕ(is)(h) ds× µ(m) +

∫
R
E(πis(f)ϕ; is, g)ϕ

(−is)
1 (h) ds× µ̌(m)

が成り立つ。ゆえに、これらの等式と指標の直交性とカスプ条件より∫
N(F )\N(A)

KG,χ(g, nh)dn = vol−1
M

∫
M(F )\M(A)1

∫
N(F )\N(A)

KG,χ(g, nmh)σ(m) dn dm
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を得る。つまり

kTχ (g, f)− (ΛT
2KG,χ)(g, g) =

∑
δ∈P (F )\G(F )

vol−1
M

∫
M(F )\M(A)1

∫
N(F )\N(A)

{KG(δg, nmδg)−KP (δg, nmδg) }σ(m)dnd1m τ̂P (H(δg)− T )

が導ける。そして、

KP (g, nh) =
∑

n2∈N(F )

∫
N(F )\N(A)

∑
γ∈M(F )

f(g−1γn2n1nh)dn1

となるから、変数変換 n1 → n1n
−1により∫

N(F )\N(A)
{KG(g, nh)−KP (g, nh) }dn =

∫
N(F )\N(A)

∑
γ∈G(F )−P (F )

f(g−1γnh)dn

と変形できる。これらの等式より∫
G(F )\G(A)1

| kTχ (g, f)− (ΛT
2KG,χ)(g, g) | d1g

6
∫
P (F )\G(A)1

∣∣∣vol−1
M

∫
M(F )\M(A)1

∫
N(F )\N(A)

∑
γ∈G(F )−P (F )

f(g−1γnmg)σ(m)dnd1m
∣∣∣

τ̂P (H(g)− T ) d1g

を得る。この不等式と定理64の証明での (6.2)に関する議論から、この補題がすぐに従う。 �
補題 77より十分大きい T について

JT
χ (f) =

∫
G(F )\G(A)1

kTχ (g, f)d
1g =

∫
G(F )\G(A)1

(ΛT
2KG,χ)(g, g)d

1g

が成り立つ。そのため、定理 76と補題 77より次の定理を得る。

定理 78. T を十分大きい正の実数とする。このとき、∑
χ∈XG

∫
G(F )\G(A)1

|kTχ (g, f)| d1g < +∞

が成り立つ。ただし、T の大きさは f のサポートにのみ依存している。

この定理により、
JT (f) =

∑
χ∈XG

JT
χ (f)

を得る。

6.3.4. 明示的公式. µ ∈ XM に対してHµ ⊕Hµ̌上の線型作用素 πis(f)のトレースは

tr(πis(f)|Hµ⊕Hµ̌) =
∑

ϕ∈BP,χ

⟨πis(f)ϕ , ϕ⟩K

と定義される。他のトレースも同様に定義される。

命題 79. T を十分大きい正の実数とする。χ = (P, [µ]) ∈ XG, µ = (µ1, µ2), µ1 ̸= µ2のとき、

JT
χ (f) = − 1

4π

∫
R
tr(M(−is)M′(is)πis(f)|Hµ⊕Hµ̌)ds+

T

4π

∫
R
tr( πis(f)|Hµ⊕Hµ̌)ds

が成り立つ。
59



Proof. 補題 77より十分大きい T について

JT
χ (f) =

∫
G(F )\G(A)1

1

8πvolM

∫
R

∑
ϕ∈BP,χ

E(πis(f)ϕ; is, g)ΛTE(ϕ; is, g)ds d1g

となることに注意して、内積

⟨E(πis(f)ϕ; is) |ΛTE(ϕ; is)⟩G , ϕ ∈ H0

を計算することから始めよう。Re(s) > 1の場合、

ΛTE(ϕ(s) : g) = E(ϕ(s) : g)−
∑

δ∈P (F )\G(F )

E(ϕ(s))P (δg) τ̂P (H(δg)− T )

となるので、E(ϕ(s) : g)の定義と命題 6より

ΛTE(ϕ(s) : g) =
∑

δ∈P (F )\G(F )

{ϕ(s)(δg){1− τ̂P (H(δg)− T )} − (M(s)ϕ(s))(δg) τ̂P (H(δg)− T )}

が従う。さらに命題 14の証明より、Re(s2) > Re(s1) > 1のとき

⟨E(R(f)ϕ(s1)) |ΛTE(ϕ(s2))⟩G × vol−1
M

= ⟨E(R(f)ϕ(s1))P |ϕ(s2) {1− τ̂P (H(−)− T )}⟩P × vol−1
M

− ⟨E(R(f)ϕ(s1))P | (M(s2)ϕ
(s2)) τ̂P (H(−)− T )⟩P × vol−1

M

= ⟨R(f)ϕ(s1) |ϕ(s2) {1− τ̂P (H(−)− T )}⟩P × vol−1
M

+ ⟨M(s1)R(f)ϕ
(s1) |ϕ(s2) {1− τ̂P (H(−)− T )}⟩P × vol−1

M

− ⟨R(f)ϕ(s1) | (M(s2)ϕ
(s2)) τ̂P (H(−)− T )⟩P × vol−1

M

− ⟨M(s1)R(f)ϕ
(s1) | (M(s2)ϕ

(s2)) τ̂P (H(−)− T )⟩P × vol−1
M

= ⟨R(f)ϕ(s1) |ϕ(s2)⟩K
e2

−1(s1+s2)T

2−1(s1 + s2)
+ ⟨M(s1)R(f)ϕ

(s1) |ϕ(s2)⟩K
e2

−1(−s1+s2)T

2−1(−s1 + s2)

− ⟨R(f)ϕ(s1) |M(s2)ϕ
(s2)⟩K

e−2−1(−s1+s2)T

2−1(−s1 + s2)
− ⟨M(s1)R(f)ϕ

(s1) |M(s2)ϕ
(s2)⟩K

e−2−1(s1+s2)T

2−1(s1 + s2)

が成り立つ。ここで解析接続を用いると、s1 = −s2 = is ̸= 0, s ∈ Rに対して、

⟨E(πis(f)ϕ; is) |ΛTE(ϕ; is)⟩G × vol−1
M(6.10)

= lim
t→0

⟨e
itTM(−it+ is)− e−itTM(it+ is)

it
πis(f)ϕ ,M(−it+ is)ϕ⟩K

− ⟨M(is)πis(f)ϕ , ϕ⟩K
e−isT

is
+ ⟨πis(f)ϕ ,M(is)ϕ⟩K

eisT

is
= 2T ⟨πis(f)ϕ , ϕ⟩K − 2 ⟨M(−is)M′(is)πis(f)ϕ , ϕ⟩K

+
eisT

is
⟨πis(f)ϕ ,M(is)ϕ⟩K − e−isT

is
⟨πis(f)ϕ ,M(−is)ϕ⟩K

を得る。この命題の χ = (P, [µ]) ∈ XGと ϕ ∈ BP,χに対して、µ ̸= µ̌なのでM(F )\M(A)1上
の積分と指標の直交性を用いれば、⟨πis(f)ϕ ,M(is)ϕ⟩K = ⟨πis(f)ϕ ,M(−is)ϕ⟩K = 0が従う。
よって、等式 (6.10)よりこの命題の等式が得られる。 �
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命題 80. T を十分大きい正の実数とする。χ = (P, [µ]) ∈ XG, µ = (µ1, µ2), µ1 = µ2のとき、

JT
χ (f) =− 1

4π

∫
R
tr(M(−is)M′(is)πis(f)|Hµ)ds+

T

4π

∫
R
tr( πis(f)|Hµ)ds

+
1

4
tr(M(0)π0(f)|Hµ) +

∫
G(A)1

f(g)µ1(det g) d
1g

が成り立つ。

Proof. 等式 (6.10)より ϕ ∈ BP,χに対して∑
ϕ∈BP,χ

∫
R

{eisT
is

⟨πis(f)ϕ ,M(is)ϕ⟩K − e−isT

is
⟨πis(f)ϕ ,M(−is)ϕ⟩K

}
ds = 2π tr(M(0)π0(f)|Hµ)

を十分大きい T に対して示せば、この命題が従う。この等式の左辺の有限和の中を∫
R

eisT − e−isT

is
⟨M(−is)πis(f)ϕ , ϕ⟩Kds(6.11)

+

∫
R

{
⟨πis(f)ϕ , M(is)ϕ⟩K − ⟨πis(f)ϕ , M(−is)ϕ⟩K

} e−isT

is
ds

と補題 81より変形できる。この第一項について考えよう。

v1(ϕ; s) = ⟨M(−is)πis(f)ϕ , ϕ⟩K

とする。補題 81より v1(s)は連続かつ可積分である。ここで、R上の Schwartz関数 v(s)で
v1(0) = v(0)となるものを考える。

w(ϕ; t) =

∫
R

eist − e−ist

is
v(ϕ; (2π)−1s) ds

と置く。よって、

w′(ϕ; t) =

∫
R
(eist + e−ist) v(ϕ; (2π)−1s) ds = 2π

∫
R
(e2πist + e−2πist) v(ϕ; s) ds

=2π{v̂(ϕ; s) + v̂(ϕ;−s)}

となる。そして、

w(ϕ;T ) = 2π

∫ T

0

{v̂(ϕ; s) + v̂(ϕ;−s)}ds = 2πv(ϕ; 0)− 2π

∫ ∞

T

{v̂(ϕ; s) + v̂(ϕ;−s)}ds

となる。v(ϕ; 0) = v1(ϕ; 0) = ⟨M(0)π0(f)ϕ , ϕ⟩Kなので、∑
ϕ∈BP,χ

∫
R
v1(ϕ; s)

eisT − e−isT

is
ds(6.12)

= 2π tr(M(0)π0(f)|Hµ) +
∑

ϕ∈BP,χ

∫
R
{v1(ϕ; s)− v(ϕ; s)}e

isT − e−isT

is
ds

− 2π
∑

ϕ∈BP,χ

∫ ∞

T

{v̂(ϕ; s) + v̂(ϕ;−s)}ds
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が成り立つ。一方、T とは別の任意の十分大きい T0について、定義より

JT
χ (f)− JT0

χ (f) =

∫
P (F )\G(A)1

KP,χ(g, g){−τ̂P (H(g)− T ) + τ̂P (H(g)− T0)} d1g

=
1

4π

∫
R
tr( πis(f)|Hµ)ds× (T − T0)

を得る。したがって、この差と (6.10)と (6.11)と (6.12)から、任意の十分大きい T と T0に
ついて

0 =
∑

ϕ∈BP,χ

∫
R

{
⟨πis(f)ϕ , M(is)ϕ⟩K − ⟨πis(f)ϕ , M(−is)ϕ⟩K

} e−isT − e−isT0

is
ds

+
∑

ϕ∈BP,χ

∫
R
{v1(ϕ; s)− v(ϕ; s)}e

isT − e−isT − eisT0 + e−isT0

is
ds

− 2π
∑

ϕ∈BP,χ

∫ T0

T

{v̂(ϕ; s) + v̂(ϕ;−s)}ds

を得る。補題 81と v1(0) = v(0)より、関数

⟨πis(f)ϕ , M(is)ϕ⟩K − ⟨πis(f)ϕ , M(−is)ϕ⟩K
is

,
v1(ϕ; s)− v(ϕ; s)

is

はどちらも R上に拡張でき、R上の可積分関数である。可積分関数 w1(s)について、その
フーリエ変換

∫
Rw1(s)e

isT0dsは T0 → ∞とすると 0に収束することが知られている。その結
果、上の等式において、T0 → ∞とすることができて、十分大きい任意の T について

0 =
∑

ϕ∈BP,χ

∫
R

{
⟨πis(f)ϕ , M(is)ϕ⟩K − ⟨πis(f)ϕ , M(−is)ϕ⟩K

} e−isT

is
ds

+
∑

ϕ∈BP,χ

∫
R
{v1(ϕ; s)− v(ϕ; s)}e

isT − e−isT

is
ds− 2π

∑
ϕ∈BP,χ

∫ ∞

T

{v̂(ϕ; s) + v̂(ϕ;−s)}ds

が成り立つ。よって、命題の等式を示すことができた。 �

補題 81. ϕ ∈ H0
µについて v1(s) = ⟨πis(f)ϕ , M(is)ϕ⟩K, v2(s) = ⟨πis(f)ϕ , M(−is)ϕ⟩Kとお

く。R上の関数 v1(s)と v2(s)はR上連続である。さらに、任意のm ∈ Z>0に対して、ある
正の定数 cmが存在して |v1(s)| < cm × (1 + |s|)−m, |v2(s)| < cm × (1 + |s|)−mが成り立つ。

Proof. 関数 v1(s)と v2(s)が連続であることは命題 16から明らかなので、可積分であること
を示そう。どちらも同様に示せるので v1(s)についてのみ証明する。素点 v ∈ Σ∞を一つ固定
して、その素点 v上のカシミール元をΩ ∈ U(g)とする。カシミール元については [33]を参
照されたい。このとき、πis(Ω)ϕ(is) = λ(is)ϕ(is)を満たす２次の多項式 λ(s)が存在する。し
たがって、M(A)1K上 ϕ(is) = ϕなので、任意の l, m ∈ Z>0について

λ(is)mv1(s) =λ(is)
m ⟨πis(f)ϕ , M(is)ϕ⟩K = ⟨πis(f)λ(is)mϕ , M(is)ϕ⟩K

=⟨πis(f)πis(Ω)mϕ , M(is)ϕ⟩K

を得る。よって、v1(s) = λ(is)−m ⟨πis(fm)ϕ , M(is)ϕ⟩Kが成り立つ。ただし、fm = R(Ωm)f
である。πisはユニタリー表現だから ∥πis(fm)ϕ∥K 6 ∥fm∥G(A)1,1∥ϕ∥Kである。更に、作用素
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M(is)もユニタリー (命題 16 (6))だから、

|λ(is)−m v1(s)| = |⟨πis(fm)ϕ,M(is)ϕ⟩K|
6 ∥πis(fm))ϕ∥K ∥M(is)ϕ∥K
6 ∥fm∥G(A)1,1∥ϕ∥2K

となりsについて有界になる。従って、任意のm ∈ Z>0について |v1(s)| < constant×(1+|s|)−m

が従う。 �

6.4. まとめ. テスト関数 f ∈ H(G(A))を任意に一つ固定する。定理 64、67、78を合わせる
と、十分大きい T について ∑

o∈O

JT
o (f) =

∑
χ∈XG

JT
χ (f)

と幾何サイドの展開とスペクトルサイドの展開の等式が得られる。この等式とJT
o (f)とJT

χ (f)
の明示的公式 (命題 68、69、70、79、80)を合わせてGL(2)の跡公式が完成した。これより
この公式の意味や使い方や改良について考えよう。
RcusはL2

cusへの (R,L2)の制限とする。ある µ ∈ XM によって χ = (P, [µ])となるような
XGの元全体をXP と書く。このとき、等式

(6.13) trRcus(f) =
∑
o∈O

JT
o (f)−

∑
χ∈XP

JT
χ (f)

を得る。GL(2)の跡公式を使う我々の主な目的は trRcus(f)を調べることにある。そのため、
以後、等式 (6.13)の右辺を応用し易い形に変形していくことになる。命題 68、69、70、79、
80により、十分大きい T に関して (6.13)の右辺は T の一次の多項式であることが分かる。
(6.13)の左辺はT に関係ない定数なので、当然、右辺のT の係数はキャンセルして 0になる。
trRcus(f)に関係する部分のみが必要なのだから T の部分は必要ない。そのため、各 JT

o (f)
と JT

χ (f)を T の多項式とみて T = 0を代入したものを考えればよい。つまり、T の多項式と
みて

Jo(f) = J0
o (f) , Jχ(f) = J0

χ(f)

と置く。trRcus(f)を調べることを目的として、これまでの結果は次のようにまとめられる。

定理 82. 任意の関数 f ∈ H(G(A))について等式

trRcus(f) =
∑
o∈O

Jo(f)−
∑
χ∈XP

Jχ(f)

が成り立つ。そして、右辺の各項は次のように与えられる。楕円元 γ ∈ G(F )とO-同値類
o = {γ}G(F )について

Jo(f) = vol(G(F )γ\G(A)1γ)
∫
G(A)γ\G(A)

f(g−1γg) dġ

である。双曲元 γ ∈ G(F )とO-同値類 o = {γ}G(F )について

Jo(f) =
1

2

∑
δ∈M(F )∩o

volM

∫
K

∫
N(A)

f(k−1n−1δnk) (−H(wn)) dn dk

である。中心元 z ∈ Z(F )とO-同値類 o = {z} ∪ {z
(
1 1
0 1

)
}G(F )について

Jo(f) = volG f(z) + volZ lim
s→1

d

ds
(s− 1)

∫
A×

Fz(a) |a|sA d×a
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である。ただし、Fz(u) =
∫
K
f(k−1z

(
1 u
0 1

)
k)dkと定めた。カスピダルデータχ = (P, [µ]) ∈

XG, µ ̸= µ̌について

Jχ(f) = − 1

4π

∫
R
tr(M(−is)M′(is)πis(f)|Hµ⊕Hµ̌)ds

である。カスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XG, µ = (µ1, µ1)について

Jχ(f) =− 1

4π

∫
R
tr(M(−is)M′(is)πis(f)|Hµ)ds

+
1

4
tr(M(0)π0(f)|Hµ) +

∫
G(A)1

f(g)µ1(det g) d
1g

である。

T の係数について少し考えておこう。(6.13)の右辺でキャンセルして零になる理由はなん
だろうか？

fP (m) = δ(m)1/2
∫
K

∫
N(A)

f(k−1mnk)dndk , m ∈M(A)

により fP ∈ C∞
c (M(A))を定義する。このように記号を定まると、

tr(πis(f)|Hµ) =

∫
M(A)1

∫
(R×)0

fP (m

(
a 0
0 1

)
)µ(m) ais/2 d1m d×a

と書けることに注意しよう。命題 69と 70より
∑

o∈O J
T
o (f)の T の係数は

volM
∑

γ∈M(F )

fP (γ)

となる。そして、命題 79と 80より
∑

χ∈XG JT
χ (f)の T の係数は

1

4π

∑
µ∈XM

∫
R

∫
(R×)0

∫
M(A)1

fP (m

(
a 0
0 1

)
)µ(m) ais/2d1m d×a ds

となる。つまり sと aによるフーリエ逆変換とM(F )\M(A)1のポアソン和公式 (cf. (2.2))に
よって、(6.13)の右辺のT の係数がキャンセルして零になることが分かる。逆に、T の係数の
キャンセルによって得られる等式は、M = GL(1)×GL(1)の跡公式であることが分かった。

6.5. テスト関数への仮定. 定理 82の右辺をより扱い易い形に変えていこう。

仮定 83. テスト関数 f ∈ H(G(A))を fv ∈ H(G(Fv))によって

f =
∏
v∈Σ

fv

と与える。

この仮定 83の下では幾何サイドの Jo(f)の積分は各素点上の積分に分解される。特にほと
んどすべての有限素点において fvはKvの特性関数であることに注意しよう。
スペクトルサイドのG(A)1の表現を各素点に綺麗に分解するために上と異なるテスト関

数への仮定を考えよう。JT (f)や JT
o (f), J

T
χ (f)の定義を見れば分かるように、それらは f

のG(A)1上の値にしか依存していない。そのため、H(G(A))の元とG(A)1上で一致するよ
うなG(A)上の任意の関数 f について、このセクションのこれまでの結果が成り立つ。空間
H(G(A)1)を

H(G(A)1) = {f ′|G(A)1 | f ′ ∈ H(G(A))}
によって定義する。
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仮定 84. f1 ∈ H(G(A))が fv ∈ H(G(Fv))によって f1 =
∏

v∈Σ fvと与えられるとする。そし
て、テスト関数 f を

f(g) =

∫
Z+
∞

f1(xg) d
×x , g ∈ G(A)

によって定義する。

この仮定 84のテスト関数 f はH(G(A)1)に属することが次のように示せる。つまり
f |G(A)1 = f ′

を満たす f ′ ∈ H(G(A)1)の存在を示そう。Z+
∞と (R×)0を同一視して、r(1) = 1を満たす

r ∈ C∞
c (Z+

∞)を一つ取って、

f ′
1(g) = r(| det g|A) f(g) , g ∈ G(A)

と置く。明らかに f ′
1 ∈ H(G(A))であり、f ′ = f ′

1|G(A)1 ∈ H(G(A)1)とすると f |G(A)1 = f ′が
成り立つ。よって仮定 84の f はH(G(A)1)の元とG(A)1上同一視できるので、仮定 84を
満たすテスト関数 f に対して、このセクションのこれまでの結果が成り立つ。この仮定のメ
リットはG(A)1上の表現を各素点 v上の表現の積にそのまま分解できることにある。例とし
て πs(f)の場合について説明しよう。µ = (µv) ∈ XM とする。H0

µv
をH0

µの局所類似として
次のように定義する。G(Fv)上の smoothかつ右Kv-有限なC関数 ϕvで等式 ϕv(nvmvgv) =
µv(mv)δP (mv)

1/2ϕv(gv),
∀mv ∈ M(Fv),

∀nv ∈ N(Fv)を満たすようなもの全体からなら空間
をH0

µv
と定める。もちろん、この空間は先に定義したH0

v(µ, 0)と同一である。そして、同じ
エルミート形式 ⟨ , ⟩Kv を用いる。Hµv を ⟨ , ⟩Kv によるH0

µv
の完備化して得られるヒルベル

ト空間とする。次に、fv ∈ H(G(Fv))について、

[πs,v(fv)ϕv](gv) =

∫
G(Fv)

f(hv)ϕ(gvhv) δP (gvhv)
s/2 δP (gv)

−s/2dhv

と πs,v(fv)を定める。πsを Z+
∞上の作用を自明なものとして、G(A)上の表現と同一視しよ

う。このとき、ϕ = (ϕv) ∈ H0
µに対して

πs(f)ϕ =

∫
G(A)1

f(g)πs(g)ϕ d
1g =

∫
G(A)

f1(g)πs(g)ϕ dg =
⊗
v∈Σ

πs,v(fv)ϕv

と各素点上の表現として分解される。
次のセクションで、仮定 83または仮定 84の下で定理 82の式の右辺を各素点上の積分の

形に変形する。大域的な部分と局所的な部分を分けて、局所的な話に持ち込める部分は局所
的に調べる方が、応用上好ましい。特に大域的な量と有限個の素点上の積分との積で記述さ
れることに注目してほしい。ただし、楕円元のO-同値類 oとカスピダルデータ χ = (G, π)
の場合に関してはこのノートでは言及しないので、本報告集の [39]を参照されたい。

6.6. Jo(f)と Jχ(f)の改良.

命題 85. テスト関数 fは仮定 83を満たすとする。双曲元 γ ∈ G(F )とO-同値類 o = {γ}G(F )

を一つ固定する。素点の有限集合 S で Σ∞を含み、そして vol(Ov) ̸= 1であるような素点
v ∈ Σfinも含むものを考える。fvがKvの特性関数でない、またはある δ ∈M(F )∩ oについ
て δ ̸∈ Kvとなるようなすべての素点 v ∈ Σfinを含むような Sが存在する。そして、そのよ
うな素点の有限集合 Sに対して、

Jo(f) =
1

2

∑
δ∈M(F )∩o

∑
v∈S

volM

∫
Kv

∫
N(Fv)

fv(k
−1
v n−1

v δnvkv) (−H(wnv)) dnv dkv

×
∏

v′∈S−{v}

∫
Kv′

∫
N(Fv′ )

fv′(k
−1
v′ n

−1
v′ δnv′kv′) dnv′ dkv′
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が成り立つ。ただし、重み因子−H(wnv)は、nv =

(
1 xv
0 1

)
とすると

−H(wnv) =

{
log(1 + |xv|2) if v ∈ Σ∞ ,

max{0 , log |xv|2v} if v ∈ Σfin

となる。もしテスト関数 f が仮定 84を満たす場合は、上の等式での無限素点 v0 ∈ Σ∞のテ
スト関数 fv0(∗)を

∫
Z+
∞
fv0(x∗) d×xに置き換えれば良い。無限素点 v0は Z+

∞を定義するとき
に固定した素点である。

Proof. ほとんどすべての素点v ∈ ΣfinについてfvはKvの特性関数であり、かつ δ ∈M(F )∩o
はKv に属するので、そのような S の存在は明らか。その条件下において、v ̸∈ S ならば
∀kv ∈ Kvについて fv(k

−1
v n−1

v δnvkv) = fv(n
−1
v δnv)となり、そして、fv(n−1

v δnv) = 1 if nv ∈
Ov, fv(n

−1
v δnv) = 0 if nv ̸∈ Ov がすぐに分かる。その結果、この命題の Jo(f)の等式が従う。

重み因子−H(wnv)については直接計算による。 �

命題 86. テスト関数 f は仮定 83を満たすとする。中心元 z ∈ Z(F )とO-同値類 o = {z} ∪

{z
(
1 1
0 1

)
}G(F )を一つ固定する。素点の有限集合 SでΣ∞を含み、そして vol(Ov) ̸= 1であ

るような素点 v ∈ Σfinも含むものを考える。fvがKvの特性関数でない、または z ̸∈ Kvと
なるようなすべての素点 v ∈ Σfinを含むような Sが存在する。そして、そのような素点の有
限集合 Sに対して、

Jo(f) = volG
∏
v∈Σ

fv(z)

+ volM
∑
v∈S

∫
Kv

∫
Fv

fv(k
−1
v z

(
1 xv
0 1

)
kv) log |xv|v dxv dkv

×
∏

v′∈S−{v}

∫
Kv′

∫
N(Fv′ )

fv′(k
−1
v′ znv′kv′) dnv′ dkv′

+ volZ a(S)
∏
v∈S

∫
Kv

∫
N(Fv)

fv(k
−1
v znvkv) dnv dkv

が成り立つ。ただし、定数 a(S)は

ζSF (s) =
∏
v ̸∈S

(1− q−s
v )−1 , a(S) =

d
ds
{(s− 1)ζSF (s)}|s=1∏

v∈S(1− q−1
v )

と定める。もしテスト関数 f が仮定 84を満たす場合は、上の等式での無限素点 v0 ∈ Σ∞の
テスト関数 fv0(∗)を

∫
Z+
∞
fv0(x∗) d×xに置き換えれば良い。

Proof. そして、命題 85の証明と類似の議論で、∫
A×
Fz(a) |a|sA d×a = ζSF (s)

∏
v∈S

∫
Kv

∫
F×
v

fv(k
−1
v z

(
1 av
0 1

)
kv) |av|sv d×av dkv
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を得る。局所ゼータ関数 ζF,v(s)はRe(s) > 0で正則なのだから、ζSF (s)は s = 1に一位の極
を持つことが分かる。そのため、

lim
s→1

d

ds
(s− 1)

∫
A×
Fz(a) |a|sA d×a

=
d

ds
{(s− 1)ζSF (s)}

∣∣
s=1

∏
v∈S

∫
Kv

∫
F×
v

fv(k
−1
v z

(
1 av
0 1

)
kv) |av|v d×av dkv

+Residues=1ζ
S
F (s)

∑
v∈S

∫
Kv

∫
F×
v

fv(k
−1
v z

(
1 av
0 1

)
kv) |av|v log |av|v d×av dkv

×
∏

v′∈S−{v}

∫
Kv′

∫
F×
v′

fv′(k
−1
v′ z

(
1 av′
0 1

)
kv′) |av′|v′ d×av′ dkv′

となる。あとは、d×av = (1− q−1
v )−1davと

Residues=1ζ
S
F (s)×

∏
v∈S

(1− q−1
v )−1 = vol(F×\A1)

に気をつければ命題が従う。 �

定義 57において、µv ∈ XM
v について正規化された絡作用素Rv(µv, s)が定義された。µ =

(µv) ∈ XM について、

R(µ, s) =
⊗
v∈Σ

R(µv, s) , m(µ, s) = ϵ(µ1µ
−1
2 | |sA , ψF )

L(µ1µ2| |s+1
A )

L(µ1µ
−1
2 | |sA)

と置く。このとき、M(µ, s) =M(s)|(πs,Hµ)とすると、M(µ, s) = m(µ, s)R(µ, s)である。

命題 87. テスト関数 f は仮定 84を満たすとする。カスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XG,
µ = (µ1, µ2), µ1 ̸= µ2, µ1 = (µ1,v), µ2 = (µ2,v)を一つ固定する。素点の有限集合 SでΣ∞を
含み、そして vol(Ov) ̸= 1であるような素点 v ∈ Σfinも含むものを考える。fvがKvの特性
関数でない、もしくは µ1,vまたは µ2,vが分岐しているようなすべての素点 v ∈ Σfinを含むよ
うな Sが存在する。そして、そのような素点の有限集合 Sに対して、

Jχ(f) =− 1

4π

∑
ξ=(ξv)=µ or µ̌

{ ∫
R

m′(ξ, is)

m(ξ, is)

∏
v∈S

tr(πis,v(fv)|Hξv
) ds

+
∑
v∈S

∫
R
tr(Rv(ξv, is)

−1R′
v(ξv, is)πis,v(fv)|Hξv

)
∏

v′∈S−{v}

tr(πis,v′(fv′)|Hξv′
) ds
}

が成り立つ。

Proof. M(ξ, s) = m(ξ, s)⊗v∈Σ Rv(ξv, s)とM(ξ,−s) = 1

m(ξ, s)
R(ξ, s)−1が成り立つので、

M(ξ,−s)M ′(ξ, s) =
m′(ξ, s)

m(ξ, s)
id +

∑
v∈Σ

Rv(ξv, s)
−1R′

v(ξv, s)⊗v′ ̸=v idv′

が成り立つ。よって、あとは各素点 v ̸∈ Sにおけるトレースを考えれば良い。素点 v ̸∈ Sと
する。このとき、fvはKvの特性関数でありµ1,vとµ2,vは不分岐である。この場合、Hξvにお
けるπis,vのKv-不変ベクトル全体の部分空間の次元は 1であることが知られている。そこで、
Kv-不変ベクトル ϕ0を含むようなHξvの正規直交基底Bξvを考える。任意の ϕ ∈ Bξv , ϕ ̸= ϕ0

について πis,v(fv)ϕはKv-不変かつ ⟨πis,v(fv)ϕ , ϕ0⟩Kv = ⟨ϕ , πis,v(fv)ϕ0⟩Kv = ⟨ϕ , ϕ0⟩Kv = 0
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なので、πis,v(fv)ϕ = 0となる。したがって v ̸∈ Sならば tr(πis,v(fv)|Hξv
) = 1を得る。また

系 58より

⟨Rv(ξv, is)
−1R′

v(ξv, is)πis,v(fv)ϕ0 , ϕ0⟩Kv = ⟨Rv(ξv, is)
−1R′

v(ξv, is)ϕ0 , ϕ0⟩Kv

=
d

dt
⟨Rv(ξv, is)

−1Rv(ξv, is+ it)ϕ0 , ϕ0⟩Kv

∣∣
t=0

=
d

dt
⟨Rv(ξv, is)

−1ϕ0 , ϕ0⟩Kv

∣∣
t=0

= 0

を得る。これらの値よりこの命題の仮定 84に関する部分が従う。 �

命題 88. テスト関数 f は仮定 84を満たすとする。カスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XG,
µ = (µ1, µ1), µ1 = (µ1,v)を一つ固定する。素点の有限集合SでΣ∞を含み、そしてvol(Ov) ̸= 1
であるような素点 v ∈ Σfinも含むものを考える。fvがKvの特性関数でない、または µ1,vが
分岐しているようなすべての素点 v ∈ Σfinを含む Sが存在する。そして、そのような素点の
有限集合 Sに対して、

Jχ(f) =− 1

4π

{ ∫
R

m′(µ, is)

m(µ, is)

∏
v∈S

tr(πis,v(fv)|Hµv
) ds

+
∑
v∈S

∫
R
tr(Rv(µv, is)

−1R′
v(µv, is)πis,v(fv)|Hµv

)
∏

v′∈S−{v}

tr(πis,v′(fv′)|Hµv′
) ds
}

+
1

4
m(µ, 0)

∏
v∈S

tr(Rv(µv, 0)π0,v(fv)|Hµv
) +

∏
v∈S

∫
G(Fv)

fv(g)µ1,v(det gv) dgv

が成り立つ。

Proof. 命題 87の証明と同様の議論により証明される。 �

テスト関数 f が仮定 83を満たす場合にも、命題 87と 88と同様に各素点上の積分の積の
形にすることができる。そのためには、Z+

∞の作用を考える必要がある。R上のルベーグ測
度 drを取り、t ∈ Rについて

ft = fv0,t
∏
v ̸=v0

fv , fv0,t(g) =

∫
R
fv0(e

rg) e2πirt dr

と関数 ftと fv0,tを定義する。次にG(A)のHµ上のユニタリ表現 πis,itを

πis,it(φ) =

∫
G(A)

φ(g)eπit log |det g|A πis(g)dg , φ ∈ H(G(A))

によって定義する。また各素点 v ∈ Σについても同様に

πis,it,v(φv) =

∫
G(Fv)

φv(gv) e
πit log | det gv |v πis,v(gv) dgv , φv ∈ H(G(Fv))

とHµv 上のユニタリ表現 πis,it,v を定義する。こうすると、ϕ = ⊗vϕv ∈ Hµ = ⊗vHµv につ
いて

tr(πis(ft)|Hµ) =
∏
v∈Σ

tr(πis,it,v(fv)|Hµv
)

が成り立つことがすぐにわかる。また、フーリエ逆変換により∫
R
tr(πis(ft)|Hµ) d t = tr(πis(f)|Hµ)

が成り立つことに注意する。その結果、命題 87の証明と同様の議論で、以下の命題を得る。
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命題 89. テスト関数 f は仮定 83を満たすとする。カスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XG,
µ = (µ1, µ2), µ1 ̸= µ2, µ1 = (µ1,v), µ2 = (µ2,v)を一つ固定する。そして、命題 87と同じ素点
の有限集合 Sに対して、

Jχ(f) = − 1

4π

∑
ξ=(ξv)=µ or µ̌

{ ∫
R

∫
R

m′(ξ, is)

m(ξ, is)

∏
v∈S

tr(πis,it,v(fv)|Hξv
) ds dt

+
∑
v∈S

∫
R

∫
R
tr(Rv(ξv, is)

−1R′
v(ξv, is)πis,it,v(fv)|Hξv

)
∏

v′∈S−{v}

tr(πis,it,v′(fv′)|Hξv′
) ds dt

}
が成り立つ。

命題 90. テスト関数 f は仮定 83を満たすとする。カスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XG,
µ = (µ1, µ1), µ1 = (µ1,v)を一つ固定する。そして、命題 88と同じ素点の有限集合 S に対
して、

Jχ(f) = − 1

4π

{ ∫
R

∫
R

m′(µ, is)

m(µ, is)

∏
v∈S

tr(πis,it,v(fv)|Hµv
) ds dt

+
∑
v∈S

∫
R

∫
R
tr(Rv(µv, is)

−1R′
v(µv, is)πis,it,v(fv)|Hµv

)
∏

v′∈S−{v}

tr(πis,it,v′(fv′)|Hµv′
) ds dt

}
+

1

4
m(µ, 0)

∫
R

∏
v∈S

tr(Rv(µv, 0)π0,it,v(fv)|Hµv
) dt

+

∫
R

∏
v∈S

∫
G(Fv)

fv(g)µ1,v(det gv) e
πit log | det gv |v dgv dt

が成り立つ。

7. 応用に関連した公式

このセクションでは、前セクションで与えられたGL(2)の跡公式より導かれる応用上有用
な公式をいくつか紹介する。特にこれらの公式は本報告集の伊吹山 [20]と都築 [39]で用いら
れる。

7.1. Simple trace formula. まず [39]の Jacquet-Langlands対応の証明で用いられる「Sim-
ple trace formula」について説明しよう。
任意の素点 v ∈ Σと fv ∈ C∞

c (G(Fv))について

fP
v (mv) = δP (mv)

1/2

∫
Kv

∫
N(Fv)

f(k−1
v mvnvkv) dnv dkv , mv ∈M(Fv)

によって fP
v ∈ C∞

c (M(Fv))が定義される。µv ∈ XM
v と πis,vについて

tr(πis,v(fv)|Hµv
) =

∫
M(Fv)

fP
v (mv)µv(mv) δP (mv)

is/2 dmv

が成り立つことに注意する。そして、fvがカスピダルであるとは、任意のµv ∈ XM
v について∫

M(Fv)

fP
v (mv)µv(mv) dmv = 0

となることを意味する。
dµvをXM

v 上のハール測度とする。任意の φ ∈ C∞
c (M(Fv))についてフーリエ逆変換

φ(m′
v) =

∫
XM
v

∫
M(Fv)

φ(mv)µv(mv) dmv µv(m
′
v)

−1dµv
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が成り立つことが知られている。ただし、dµvは上の等式が成り立つように正規化する。

補題 91. fv ∈ C∞
c (G(Fv))について次の三つの条件は同値となる。

(1) fvはカスピダルである。
(2) ∀γv ∈M(Fv)− Z(Fv)について

∫
Kv

∫
N(Fv)

fv(k
−1
v n−1

v γvnvkv) dnv dkv = 0が成り立つ。
(3) ∀γv ∈M(Fv)− Z(Fv)について fP

v (γv) = 0が成り立つ。

Proof. (1)ならば (3)であることは、上述のフーリエ逆変換より明らか。(3)ならば (1)は∫
M(Fv)−Z(Fv)

dmv =
∫
M(Fv)

dmv より従う。変数変換より (2)と (3)が同値であることが従
う。 �
補題 92. fv ∈ C∞

c (G(Fv))がカスピダルならば、∀zv ∈ Z(Fv)について fP
v (zv) = 0が成り

立つ。

Proof. 任意の元 zv ∈ Z(Fv)の任意の近傍にM(Fv)の元が存在するので、fP
v ∈ C∞

c (M(Fv))
と補題 91より明らか。 �
RresをL2

resへの (R,L2)の制限とする。f ∈ H(G(A))について、

trRres(f) =
∑
µ∈XM

∫
G(A)1

f(g)µ(det g) d1g

となる。次の定理が Simple trace formulaと呼ばれる公式である。

定理 93. テスト関数 f は仮定 83または 84を満たすとする。さらに二つの素点 v1 と v2,
(v1 ̸= v2)について、fv1と fv2はカスピダルとする。このとき、

trRcus(f) + trRres(f) =
∑

z∈Z(F )

volG f(z) +
∑

o={γ}G(F ) , γは楕円

Jo(f)

が成り立つ。ただし、和において o = {γ}G(F )は γが楕円であるようなO-同値類全体を走る。

Proof. 定理 82と命題 85, 86, 87, 88, 89, 90に補題 91, 92を合わせれば明らか。 �
さらに、この定理を中心指標ごとの空間に分けよう。ωをZ+

∞Z(F )\Z(A)上のユニタリ指
標とする。仮定 84を満たすテスト関数 f ∈ H(G(A)1)から、関数 fω ∈ C∞(G(A))を

fω(g) =

∫
Z(A)1

f(zg)ω(z) d1z

によって定義する。この fωは

fω(zg) = ω(z)−1f(g) , ∀z ∈ Z(A)1

を満たし、modulo Z(A)でコンパクトサポートを持つ。G̃ = Z\Gと置き、dg̃は Z(A)と
G(A)上のハール測度による G̃(A)上の商測度とする。Rω(fω)のL2(G,ω)上への作用が

R(fω)ϕ =

∫
G̃(F )\G̃(A)

fω(g)R(g)ϕ dḡ , ϕ ∈ L2(G,ω)

で定められる。Rω(fω)のL2
cus(G,ω)への制限をRcus,ω(fω)、L2

res(G,ω)への制限をRres,ω(fω)
とする。明らかに

trRres,ω(fω) =
∑

µ∈XM , µ2=ω

∫
G̃(A)

fω(g)µ(det g)dg̃

となる。また trRcus,ω(fω)が存在することは定理 76より明らかである。そして、γ ∈ G(F )

の G̃(F )への像の元を γ̃と記述する。
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定理 94. テスト関数 f は仮定 84を満たすとする。さらに二つの素点 v1と v2, (v1 ̸= v2)につ
いて、fv1と fv2はカスピダルとする。そして、Z

+
∞Z(F )\Z(A)上のユニタリ指標 ωを一つ固

定して、上述の通り f より fωを定める。このとき、

trRcus,ω(fω) + trRres,ω(fω)

= vol(G̃(F )\G̃(A)) fω(I2) +
∑

{γ̃}G̃(F ) , γは楕円

vol(G̃(F )γ\G̃(A)γ) ι(γ)−1

∫
G(A)γ\G(A)

fω(g
−1γg)dġ

が成り立つ。ただし、和において {γ̃}G̃(F )は γが楕円であるような G̃(F )における G̃(F )共
役類全体を走る。そして、

ι(γ) =

{
1 if − γ ̸∈ {γ}G(F )

2 if − γ ∈ {γ}G(F )

とする。

Proof. (π,Vπ)をG(A)1のユニタリー表現とする。有界作用素 π(f) : Vπ → Vπを

π(f) =

∫
G(A)1

f(g) π(g) d1g

で定義する。πを既約とし、その中心指標を ωπとする。

π(f) =

∫
G̃(A)

∫
Z(A)

f1(zg)π(zg) dz dg̃ =

∫
G̃(A)

fωπ(g) π(g) dg̃

が成り立つ。さて、定理 93により、m(π)をLcus ⊕ Lresにおける πの重複度とすると、∑
π∈Ĝ(A)

m(π) trπ(f) = volG
∑

ζ∈Z(F )

f(ζ) +
∑

o={γ}G(F )

Jo(f)

が成り立つ。もちろん、右辺の oの和は楕円のみ走る。UをZ+
∞Z(F )\Z(A)の一つの基本領

域として固定する。そして、z = (zv) ∈ Uに対して fv,z(gv) = fv(zvgv)と置く。これら fv,zよ
り仮定 84を満たすテスト関数 fzが得られる。もちろん、fz(g) = f(zg)となる。この fzと
f を置き換えると、次の式を得る。

(7.1)
∑

π∈Ĝ(A)

m(π) trπ(fz) = volG
∑

ζ∈Z(F )

fz(ζ) +
∑

o={γ}G(F )

Jo(fz).

この (7.1)に ω(z)をかけて z ∈ U について積分する。その左辺は∫
z∈U

ω(z){
∑
π

m(π) trπ(fz)} dz =
∫
z∈U

ω(z)
∑
π

m(π) tr

(∫
G(A)1

f(zg)π(g) d1g

)
dz

=
∑
π

m(π)tr

(∫
z∈U

ω(z)

∫
G(A)1

f(g)π(z−1g) d1g dz

)
=
∑
π

m(π)tr

(∫
z∈U

ω(z)ωπ(z
−1)dz

∫
G(A)1

f(g)π(g) d1g

)
= vol(U)

∑
π , ωπ=ω

m(π) trπ(f) = vol(U) {trRcus,ω(fω) + trRres,ω(fω)}

となる。
次に (7.1)に ω(z)をかけて z ∈ U について積分したものの右辺について考える。第一項は∫

z∈U
ω(z) {

∑
ζ∈Z(F )

f(zζ)} dz =
∫
z∈U

∑
ζ∈Z(F )

∫
a∈Z+

∞

ω(aζz) f1(aζz) da dz = fω(I2)
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より明らか。第二項について考えよう。まず次の注意を与える。楕円元 γのO-同値類 o =
{γ}G(F )に対して、z ∈ Z(F )を

z · {γ}G(F ) = {zγ}G(F )

と作用させる。これは楕円元からなるO-同値類全体の集合Oellへの Z(F )の作用を定義す
る。この作用での {γ}G(F )の固定部分群をZ(F ){γ}と書くと、

Z(F ){γ} = {z ∈ Z(F ) | zγと γはG(F )共役 }

となる。zγとγの行列式を比較すれば、Z(F ){γ} ⊂ {I2,−I2}で高々２元集合であり、Z(F ){γ}
の位数は上で定めた ι(γ)と一致する。これを踏まえた上で、右辺の第二項は次の様に計算さ
れる。∫

z∈U
ω(z)

{ ∑
{γ}G(F )∈Oell

vol(G(F )γ\G(A)1γ)
∫
G(A)γ\G(A)

f(zg−1γg) dġ
}
dz

=

∫
z∈U

ω(z)
∑

{γ}G(F )∈Oell/Z(F )

vol(G(F )γ\G(A)1γ)
∑

ζ∈Z(F )/Z(F ){γ}

∫
G(A)γ\G(A)

f(zg−1ζγg) dġ dz

=
∑

{γ}G(F )∈Oell/Z(F )

vol(G(F )γ\G(A)1γ)
∫
G(A)γ\G(A)

∫
Z(A)/Z(F ){γ}

ω(z)f1(zg
−1γg) dz dġ

=
∑

{γ}G(F )∈Oell/Z(F )

vol(G(F )γ\G(A)1γ) ι(γ)−1

∫
G(A)γ\G(A)

∫
Z(A)

ω(z)f1(zg
−1γg) dz dġ

=
∑

{γ}G(F )∈Oell/Z(F )

vol(G(F )γ\G(A)1γ) ι(γ)−1

∫
G(A)γ\G(A)

fω(zg
−1γg) dġ.

以上をまとめると、

vol(U) {trRcus,ω(fω) + trRres,ω(fω)}

= volG fω(I2) +
∑

{γ}G(F )∈Oell/Z(F )

vol(G(F )γ\G(A)1γ) ι(γ)−1

∫
G(A)γ\G(A)

fω(zg
−1γg) dġ

を得る。したがって、後は両辺を vol(U)で割れば、求める公式が得られる。 �

7.2. ヘッケ作用素の跡についての明示的公式. このセクションでは、正則カスプ形式の空間
上に作用するヘッケ作用素の跡についての明示的公式について説明する。

7.2.1. 不変跡公式. 実素点の表現が離散系列表現であるようなカスピダルデータ χ = (G, π)
の情報を跡公式から引き出すためには、表現の指標が不変超関数であることに注目する必要
がある。テスト関数 f ∈ H(G(A))と g ∈ G(A)に対して関数 f gを f g(h) = f(ghg−1)で定義
する。このとき、G(A)のユニタリ表現 πのトレースは trπ(f g) = trπ(f), ∀g ∈ G(A)という
G(A)-不変な性質を持つ。しかし、一般には Jo(f

g) = Jo(f)と Jχ(f
g) = Jχ(f)は成り立たな

い。そのため、各項がG(A)-不変な性質を持つように跡公式を変形しよう。
説明の簡略化のため、このセクションでは、これよりテスト関数 f が仮定 83を満たすと

仮定する。
楕円元 γ ∈ G(F )によるO-同値類 o = {γ}G(F )とカスピダルデータ χ = (G, π) ∈ XGにつ

いて
Io(f) = Jo(f) , Iχ(f) = Jχ(f)

で Io(f)と Iχ(f)を定義する。
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次に双曲元 γ ∈ G(F )によるO同値類 o = {γ}G(F )について考える。M̂(A)をM(A)のポ
ントリャーギン双対群とし、M̂(A)1をM(A)1のポントリャーギン双対群とする。dµをXM

v

上のハール測度 dµvの積測度によって定まる M̂(A)上のハール測度とする。(R×)0 × (R×)0

のポントリャーギン双対群上のハール測度を指標 (a, b) 7→ (a2πix, b2πiy)に対して dx dyで与
える。d1µをそのハール測度と dµの商測度によって定まる M̂(A)1上のハール測度とする。
m ∈M(A)1について

ϕ∨
M(f ;m) =

∫
µ∈M̂(A)1

∫
s∈R

tr(R(µ, is)−1R′(µ, is)πis(f)|Hµ) ds µ(m)−1 d1µ

と定める。そして、

Io(f) = Jo(f) +
1

4π
volM

∑
δ∈M(F )∩o

ϕ∨
M(f ; δ)

と Io(f)を定義する。

中心元 z ∈ Z(F )によるO-同値類 o = {z} ∪ {z
(
1 1
0 1

)
}については、

Io(f) = Jo(f) +
1

4π
volM ϕ∨

M(f ; z)

と Io(f)を定義する。
カスピダルデータ (P, [µ]) ∈ XG, µ ̸= µ̌については、

Iχ(f) = − 1

4π

∑
ξ=µ or µ̌

∫
R

m′(ξ, is)

m(ξ, is)
tr(πis(f)|Hξ

) ds

と Iχ(f)を定義する。
カスピダルデータ (P, [µ]) ∈ XG, µ = (µ1, µ1)については、

Iχ(f) =− 1

4π

∫
R

m′(µ, is)

m(µ, is)
tr(πis(f)|Hµ) ds+

1

4
m(µ, 0) tr(R(µ, 0)π0(f)|Hµ)

+

∫
G(A)1

f(g)µ1(det g) d
1g

と Iχ(f)を定義する。以上で、Io(f)と Iχ(f)の定義が出来た。次の定理の最初の等式が不変
跡公式と呼ばれている公式である。

定理 95. テスト関数 f は仮定 83を満たすとする。このとき、等式

(7.2)
∑
o∈O

Io(f) =
∑
χ∈XG

Iχ(f)

が成り立つ。そして、任意の g ∈ G(A)について

(7.3) Io(f
g) = Io(f) , Iχ(f

g) = Iχ(f)

が成り立つ。

Proof. M(F )に関する ϕ∨
M(f)のポアソン和公式を示せば Io(f)と Iχ(F )の定義と定理 82よ

り等式 (7.2)が従うので、ϕ∨
M(f)がC∞

c (M(A)1)に属することを証明しよう。命題 87と 89の
周辺での議論を思い出しながら関数 ftを使うと、m ∈M(A)1について

ϕ∨
M(f ;m) =

∫
M̂(A)1

∫
R

∫
R
tr(R(µ, is)−1R′(µ, is)πis(ft)|Hµ)µ(m)−1ds dt d1µ
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が成り立ち、さらに µv = (µ1,v, µ2,v)に対して

µs,t,v = (µ1,v | |is/2 | |πit , µ1,v | |−is/2 | |πit)

おくと, fvがKvの特性関数でないような素点の有限集合 Sについて

1

4π
ϕ∨
M(f ;m) =

1

4π

∫
M̂(A)1

∫
R

∫
R

{∑
v∈S

tr(R(µs,t,v, 0)
−1R′(µs,t,v, 0)π0,v(fv)|Hµs,t,v

)(7.4)

×
∏
v′ ̸=v

tr(π0,v′(fv′)|Hµs,t,v′
)
}
µ(m)−1ds dt d1µ

=

∫
M̂(A)

{∑
v∈S

tr(R(µv, 0)
−1R′(µv, 0)π0,v(fv)|Hµv

)µv(m)−1

×
∏
v′ ̸=v

tr(π0,v′(fv′)|Hµv′
)µv′(m)−1

}
dµ

=
∑
v∈S

∫
XM
v

tr(R(µv, 0)
−1R′(µv, 0)π0,v(fv)|Hµv

)µv(m)−1 dµv

∏
v′ ̸=v

fP
v′ (m)

を得る。ここでフーリエ逆変換を使ったことに注意する。fP
v はC∞

c (M(Fv))に属し、ほとん
どすべての素点においてM(Ov)の特性関数となっている。また∫

XM
v

tr(R(µv, 0)
−1R′(µv, 0)π0,v(fv)|Hµv

)µv(m)−1 dµv

はm ∈ M(Fv)上の関数として明らかに smoothである。さらに固定した素点 vについてCv

を
∏

v′ ̸=v F
×
v′ の任意のコンパクト部分集合とすると、共通部分A1 ∩ (F×

v × Cv)はA1におけ
るコンパクト部分集合になる。その結果、ϕ∨

M(f)は C∞
c (M(A)1)に属することが分かった。

よってA1の跡公式 (2.2)より

volM
4π

∑
m∈M(F )

ϕ∨
M(f ;m) =

∑
µ∈XM

1

4π

∫
R
tr(R(µ, is)−1R′(µ, is)πis(f)|Hµ) ds

が成り立つ。これから等式 (7.2)が従う。
次に等式 (7.3)を証明しよう。Iχ(f g) = Iχ(f)は定義より明らか。oの代表元が楕円元であ

る場合も、定義より Io(f
g) = Io(f)は明らか。そこで、oの代表元は双曲元もしくはユニポ

テント元とする。そして、Io(f g) = Io(f)を示そう。g ∈ G(A)について

fP,g(m) = δP (m)1/2
∫
K

∫
N(A)

f(k−1mnk) {−H(kg)} dn dk , m ∈M(A)

とC∞
c (M(A))に属する関数 fP,gを定義する。JT

o (f)の定義と変数変換より、

JT
o (f

g) =

∫
G(F )\G(A)1

{
KG,o(h, h)−

∑
δ∈P (F )\G(F )

KP,o(δh, δh) τ̂P (H(δhg)− T )
}
d1h

を得る。そして、これから

JT
o (f

g)− JT
o (f) =

∫
P (F )\G(A)1

KP,o(h, h) {−τ̂P (H(hg)− T ) + τ̂P (H(h)− T )} d1h(7.5)

=volM
∑

γ∈M(F )∩o

fP,g(γ)
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が得られる。同様にして χ = (P, [µ]) ∈ XGに対して

JT
χ (f

g)− JT
χ (f) =

∫
P (F )\G(A)1

KP,χ(h, h) {−τ̂P (H(hg)− T ) + τ̂P (H(h)− T )} d1h(7.6)

=
1

4π

∑
ξ∈[µ]

∫
M(A)1

fP,g(m) ξ(m) d1m

を得る。等式 (7.6)とM(A)1上のフーリエ逆変換と ϕ∨
M(f)の定義と命題 89と 90より、

volM
4π

{
ϕ∨
M(f g;m)− ϕ∨

M(f ;m)
}
= −volM

∑
γ∈M(F )∩o

fP,g(γ)

が成り立つ。したがって、等式 (7.5)とこの ϕ∨
M(f)の等式から Io(f

g) = Io(f)が従う。よっ
て等式 (7.3)が示せた。 �

7.2.2. 離散系列表現と明示的公式. F = Qの場合、正則カスプ形式の空間上に作用するヘッ
ケ作用素の跡は πの実素点の表現が離散系列表現である χ = (G, π) ∈ XGに関する Iχ(f)
の和と等しい。F が総実体の場合にも類似の公式が不変跡公式を用いて得られる。しかし、
GL(2)の跡公式だと、通常考えられるカスプ形式の複数の空間上の跡の和になってしまうた
め、面白い公式とは思えない。そこで、記述の簡略化のため、公式については F = Qの場
合に限定して説明する。これ以降、F = Qを仮定する。F∞ = Rとなることに注意する。以
下、∞は実素点を意味するものとする。
まずはSL(2,R)上のハール測度を定めておく。M ′(R) =M(R)∩SL(2,R), K′

∞ = SO(2,R)
と置く。K′

∞上のハール測度を dk′とし、
∫
K′

∞
dk′ = 1と正規化する。SL(2,R)上のハール測

度 dg′を∫
SL(2,R)

ϕ(g′)dg′ = 2

∫
R×

∫
N(R)

∫
K′

∞

ϕ(

(
x 0
0 x−1

)(
1 y
0 1

)
k′) d×x dy dk′ , ϕ ∈ C∞

0 (SL(2,R))

によって定める。このように定めると、f∞ ∈ C∞
0 (GL(2,R))に対して、∫

G(R)
f∞(g∞)dg∞ =

∫
Z+
∞

∫
SL(2,R)

f∞(zg′) dg′ d×z +

∫
Z+
∞

∫
SL(2,R)

f∞(z

(
1 0
0 −1

)
g′) dg′ d×z

が成り立つことに注意しよう。
G(R)1 = G(R)∩G(A)1と置く。SL(2,R)の離散系列表現D+

k とD−
k を森山 [33]と同様に定

める。そして、G(R)1の離散系列表現σk, (k ∈ Z, k > 1)を、そのSL(2,R)への制限σk|SL(2,R)
が σk|SL(2,R) ∼= D+

k ⊕D−
k を満たすものとして定める。AG(R)0についての σkの作用は自明だ

と思うと、σk は G(R)上の表現でもある。次に SL(2,R)の離散系列表現に対する擬係数を
使って必要なテスト関数を導入しよう。擬係数と呼ばれるC∞

c (SL(2,R))の元ψ+
k は次の性質

を満たすことが知られている。

(i) trD+
l (ψ

+
k ) =

{
1 if l = k ,

0 if l ̸= k
が成り立つ。

(ii) SL(2,R)の自明な表現 trivSL(2,R)について、tr trivSL(2,R)(ψ
+
k ) =

{
−1 if k = 2 ,

0 if k > 0
が成

り立つ。
(iii) D+

k でも trivSL(2,R)でもない SL(2,R)の任意のユニタリ表現 πに対して、tr π(ψ+
k ) = 0

が成り立つ。
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擬係数に関しては織田 [34]を参照されたい。関数 r∞ ∈ C∞
c ((R×)0)を一つ取って、g∞ ∈ G(R)

について

f∞,k(g∞) =

{
r∞(| det g∞|1/2)ψ+

k (| det g∞|−1/2 g∞) if det g∞ > 0 ,

0 if det g∞ < 0

とおいて、関数 f∞,k ∈ C∞
c (G(R))を定める。

補題 96. 関数 f∞,k ∈ C∞
c (G(R))は次の性質を満たす。

(1) f∞,kはカスピダルである。

(2) trσl(f∞,k) =

{
1 if l = k ,

0 if l ̸= k
が成り立つ。

(3) G(R)1の自明な表現 trivG(R)1 について、tr trivG(R)1(f∞,k) =

{
−1 if k = 2 ,

0 if k > 0
が成り

立つ。
(4) 離散系列表現でも自明な表現でもない G(R)1 の任意のユニタリ表現 π∞ に対して、

trπ∞(f∞,k) = 0が成り立つ。

Proof. 性質 (i)(ii)(iii)より (2)(3)(4)が従う。カスピダルの定義は誘導表現の指標が消えるこ
となので (1)は (2)(3)(4)より従う。 �
重さ kの正則カスプ形式の空間上のヘッケ作用素との関係を考えよう。自然数Nを一つ固

定する。素数 pkと自然数 ekで、N = pe11 p
e2
2 . . . pell と素因数分解を与える。有限素点 v = pk

に対して、

KN,v =

{(
a b
c d

)
∈ G(Zv)

∣∣∣ c ∈ vekZv

}
とする。有限素点 v ̸ |N に関しては、KN,v = G(Zv)とする。そして、KN =

∏
v∈Σfin

KN,vと
置く。G(R)+ = {g ∈ G(R) | det g > 0}とする。こうすると、KN に対応する SL(2,R)の離
散群 Γ0(N)が等式

Γ0(N) = G(Q) ∩ (G(R)+KN)

によって定められる。以下、
Γ = Γ0(N)

として話を進めていく。[33]と同様に Sk(Γ)を Γに関する重さ kの正則カスプ形式の空間と
する。そして、元 α ∈ Mat(2,Z)を任意に一つ固定し、n = detαと置く。自然数 nは n > 0
と (N, n) = 1を満たすとする。Sk(Γ)上には両側剰余類ΓαΓにより定められるヘッケ作用素
[ΓαΓ]が作用する。ヘッケ作用素の定義についても [33]を参照されたい。

仮定 97. 各有限素点 v ∈ Σfinについて、fvを

(7.7) fv(gv) = vol(KN,v)
−1 ×

{
1 if gv ∈ KN,vαKN,v ,

0 if gv ̸∈ KN,vαKN,v

と定める。そして、f∞ = f∞,kかつ r∞(n1/2) = 1とし、kは偶数と仮定する。

もし kが奇数ならば Sk(Γ) = {0}になることに気をつけよう。これら条件の下で次の補題
が従う。

補題 98. 仮定 97を仮定する。このとき、カスピダルデータ χ = (P, [µ]) ∈ XG, µ = (µ1, µ2)
について、k > 2のとき Iχ(f) = 0であり、k = 2のとき

Iχ(f) =

{
−
∏

v∈Σfin

∫
G(Qv)

fv(gv)µ1,v(det gv) dgv if µ1 = µ2 ,

0 if µ1 ̸= µ2
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が成り立つ。

Proof. 命題 89と 90と補題 96より、この補題が従う。シューアの補題よりRv(µv, 0)はHµv

上に定数倍で作用することと、
∏

v∈Σfin
fv(gv) ̸= 0ならば

∏
v∈Σfin

| det gv| = n−1に注意する。
そして、µ = (µv) ∈ XM について∫

R

∫
G(R)

f∞(g∞)µ∞(det g∞) eπit log | det g∞| dg∞ e−πit logn dt

=

∫
G(R)1

f∞(g∞)dg∞

∫
R

∫ ∞

0

r∞(a)µ∞(a2) e2πit log a d×a e−πit logn dt

=

∫
G(R)1

f∞(g∞)dg∞ × µ∞(n)

かつ µ2
∞ = 1であることに注意すれば明らか。 �

命題 99. 仮定 97を仮定する。このとき、等式

∑
χ∈XG

Iχ(f) = tr([ΓαΓ]|Sk(Γ))× n− k
2
+1 −


0 if k > 2 ,∏
v∈Σfin , v|n

vol(KvαKv) if k = 2

が成り立つ。特に α = I2のとき、∑
χ∈XG

Iχ(f) = dimC Sk(Γ)−

{
0 if k > 2 ,

1 if k = 2

となる。

Proof. 任意の有限素点 v ∈ ΣfinについてKN,v ∩ Z(Qv) = Z(Zv)かつ detKN,v = Z×
v になる

ことと、 (
1 0
0 −1

)
ΓαΓ

(
1 0
0 −1

)
= ΓαΓ

に注意すれば、補題 98と [33]の内容より、この命題が得られる。 �
この命題により、スペクトルサイドと正則カスプ形式の空間上のヘッケ作用素の跡との関

係が明らかになった。

これより幾何サイドを計算可能な形にもっていこう。m =

(
m1 0
0 m2

)
∈M(R)−Z(R)に

対して、

IM(m, f∞) =δP (m) |1−m−1
1 m2|

∫
K∞

∫
N(R)

f∞(k−1n−1mnk) log(1 + x2) dn dk

+ 2

∫
XM
∞

tr(R(µ∞, 0)
−1R′(µ∞, 0)π0,∞(f∞)|Hµ∞ )µ∞(m)−1dµ∞

と定義する。ただし、n =

(
1 x
0 1

)
と置いた。そして、z ∈ Z(R)に対して、

IM(z, f∞) =

∫
K∞

∫
N(R)

f∞(k−1znk) (2 log |x|) dn dk

+ 2

∫
XM
∞

tr(R(µ∞, 0)
−1R′(µ∞, 0)π0,∞(f∞)|Hµ∞ )µ∞(z)−1dµ∞

と定義する。
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補題 100. f∞ = f∞,kとする。元 γ ∈ G(Q)を双曲元として、そのO-同値類 o = {γ}G(Q)に
ついて

Io(f) =
1

2
volM

∑
δ∈M(Q)∩o

IM(δ, f∞)
∏

v∈Σfin

fP
v (δ)

が成り立つ。また z ∈ Z(Q)について、そのO-同値類 o = {z} ∪ {z
(
1 1
0 1

)
}G(Q)について

Io(f) = volG IG(z, f∞)
∏

v∈Σfin

fv(z) +
1

2
volM IM(z, f∞)

∏
v∈Σfin

fP
v (z)

が成り立つ。ただし、IG(z, f∞) = f∞(z)と置いた。

Proof. 命題 85と 86と等式 (7.4)と補題 91と 92と補題 96の (1)を用いれば、すぐに得られ
る。 �

任意の g∞ ∈ G(R)について f g∞
∞ (h) = f∞(g∞hg

−1
∞ )とすると、 IM(m, f g∞

∞ ) = IM(m, f∞)
が成り立つ。つまりG(R)-不変であることに注意する。

元 γ ∈ G(R)がR-楕円であるとは、ある | det(γ)|1/2
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
, θ ∈ R, θ ̸= πZと γ

がG(R)-共役であることを意味する。元 γ ∈ G(R)がR-双曲であるとは、γの固有値が二つ
の異なる実数からなることを言う。Q-楕円元 γ ∈ G(Q)は、R-楕円もしくはR-双曲である。
R-楕円元 γに対して

IG(γ, f∞) =

∫
G(R)1

f∞(g−1
∞ γ g∞) d1g∞

と定義する。R-双曲元 γ ∈M(R)に対して

IG(γ, f∞) =

∫
K∞

∫
N(R)

f(k−1
∞ n−1

∞ γn∞k∞) dn∞ dk∞

R-双曲元 γが γ ̸∈M(R)である場合は、G(R)共役により g−1
∞ γg ∈M(R), g∞ ∈ G(R)として、

IG(γ, f∞) = IG(g
−1
∞ γg∞, f

g∞
∞ )により IG(γ, f∞)を定義する。元γ ∈ G(Q)に対して、{γ}Γをγ

のΓ-共役類とする。つまり、{γ}Γ = {δ−1γδ | δ ∈ Γ}となる。そして、Γγ = {h ∈ Γ |hγ = γh}
と γの中心化群 Γγを定める。γがR-楕円ならば Γγは有限群であり、♯(Γγ)をその位数とす
る。γがR-双曲ならば、G(R)γ ∼= M(R)なので、この同型によりG(R)γ 上へハール測度を
移送する。Γ1 = G(Q) ∩ (G(R)KN)と置き、{γ}Γ1は γの Γ1-共役類とする。

補題 101. 仮定 97を仮定する。Q-楕円元 γ ∈ G(Q)の O-同値類 o = {γ}G(Q) を考える。
det γ > 0を仮定する。もし γがR-楕円ならば

Io(f) =
∑

{δ}Γ⊂ΓαΓ∩o

1

2 ♯(Γδ)
IG(δ, f∞)

が成り立つ。そして、もし γがR-双曲ならば、

Io(f) =
∑

{δ}Γ1
⊂ΓαΓ∩o

vol((Γ1)δ\G(R)1δ) IG(δ, f∞)

が成り立つ。ただし、和は ΓαΓ ∩ oに含まれるような Γ-共役類全体を走る。

Proof.

G(Q)\G(A)1 = (Γ1\G(R)1)KN
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が成り立つことに注意する。定義からスタートして

Io(f) =

∫
G(Q)\G(A)1

∑
δ∈o

f(g−1δg) d1g

=

∫
Γ1\G(R)1

∫
KN

∑
δ∈o

f∞(g−1
∞ δg∞)

∏
v∈Σfin

fv(g
−1
v δgv) d

1g∞
∏

v∈Σfin

dgv

=

∫
Γ1\G(R)1

∑
δ∈o∩Γ1αΓ1

f∞(g−1
∞ δg∞) d1g∞ =

∑
{δ}Γ1

⊂o∩Γ1αΓ1

∫
(Γ1)δ\G(R)1

f∞(g−1
∞ δg∞) d1g∞

となる。σ =

(
1 0
0 −1

)
と置く。Γ1 = Γ ∪ σΓが成り立つので、{δ}Γ1 = {δ}Γ ∪ {σδσ}Γとな

る。そして、σΓσ = Γであり、σΓαΓσ = ΓαΓが成り立つので、Γ1αΓ1 = (ΓαΓ)∪ (ΓασΓ)で
ある。det(ΓασΓ) < 0より γがR-双曲である場合の等式は示された。

γがR-楕円である場合、
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
と
(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
は SL(2,R)-共役でないので、

δと σ−1δσは Γ-共役に成りえない。そして、σΓの任意の元は Γγに属さない。よって補題の
等式が成り立つ。 �

補題 100と 101により、幾何サイドの目標の公式を得るために必要なことは IM(γ, f∞,k)と
IG(γ, f∞,k)を計算することである。これらはユニタリ表現の指標によって展開されることが
知られており、そのフーリエ展開によって計算される。証明に関しては SL(2,R)の場合への
帰結のさせ方のみ説明する。SL(2,R)の軌道積分のフーリエ変換の計算に関しては、[34]を
参照されたい。SL(2,R)の重み付き軌道積分のフーリエ変換の計算に関しては、[7]や [19]や
Arthurのフーリエ変換に関する論文を参照されたい。

補題 102. f∞ = f∞,kとする。正の実数 βを一つ固定する。そして、r∞(β) = 1とし、kは偶

数と仮定する。m = β

(
λ 0
0 λ−1

)
∈M(R), detm > 0について、

IM(m, f∞) = −1

2
min{|λ|, |λ|−1}k−1

が成り立つ。中心元 βI2 ∈ Z(R)について、

IG(βI2, f∞) =
1

8π
(k − 1)

である。m ∈M(R), detm < 0については IM(m, f∞) = 0である。R-楕円元 γ ∈ G(R)につ

いて、γが β

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
とG(R)-共役ならば

IG(γ, f∞) = −e
−i(k−1)θ − ei(k−1)θ

e−iθ − eiθ

となる。R-双曲元 γ ∈ G(R)については、IG(γ, f∞) = 0である。

Proof. M̂ ′(R)をM ′(R)のポントリャーギャン双対群とする。そして、dµ′
∞を M̂ ′(R)上のハー

ル測度とする。次の計算では r∞への仮定とK∞ = K′
∞ ∪

(
1 0
0 −1

)
K′

∞と
∫
K∞

dk = 1に気

をつける。m ∈ M(R), detm > 0とする。m ̸∈ Z(R)の場合、適切に dµ′
∞を正規化すると、
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n =

(
1 x
0 1

)
について

IM(m, f∞) =δP (m) |1−m−1
1 m2|

∫
K′

∞

∫
N(R)

ψ+
∞(k′ −1n−1

(
λ 0
0 λ−1

)
nk′) log(1 + x2) dn dk′

+

∫
M̂ ′(R)

tr(R(µ′
∞, 0)

−1R′(µ′
∞, 0)π0,∞|SL(2,R)(ψ∞)|Hµ′∞

)µ′
∞(

(
λ 0
0 λ−1

)
)−1dµ′

∞

を得る。その結果、SL(2,R)の重み付き軌道積分のフーリエ変換に関する諸結果に帰結され
る。m ∈ Z(R)の場合は極限公式から導かれる。他の場合も同様の議論で SL(2,R)の軌道積
分に帰結できる。 �
系 52より volG = π/3なので、もし z ∈ ΓαΓ ∩ Z(Q)ならば

volG
∏
v∈Σv

fv(z) =
π

3
[SL(2,Z) : Γ] =

π

3
N
∏
p|N

(1 + p−1)

となる。ただし、積における pは素数のみ走る。あとは volM = 1であることに気をつけれ
ば、補題 100と 101と 102を合わせて次の命題を得る。

命題 103. 仮定 97を仮定する。∑
o∈O

Io(f) =
k − 1

24
[SL(2,Z) : Γ] ♯(ΓαΓ ∩ Z(Q))

−
∑

{γ}Γ⊂ΓαΓ

1

2 ♯(Γγ)

e−i(k−1)θ − ei(k−1)θ

e−iθ − eiθ
(7.8)

−
∑

γ∈M(Q) ,det γ>0

1

4
min{|λγ|, |λγ|−1}k−1

∏
v∈Σfin

fP
v (γ)(7.9)

が成り立つ。ただし、(7.8)の和はΓαΓに含まれる固有値 n1/2eiθ, n1/2e−iθを持つ楕円元 γの

Γ-共役類全体を走るとする、そして、(7.9)における λγは γ = n1/2

(
λγ 0
0 λ−1

γ

)
により定めら

れる。

定理 95と命題 99, 103を合わせれば、次の tr([ΓαΓ]|Sk(Γ))についての明示的公式を得る。

定理 104. Nと nを互いに素な正の整数とする。Γ = Γ0(N)とし、α ∈ Mat(2,Z), detα = n
を任意に一つ取る。kを 2以上の偶数としたとき、Sk(Γ)上に作用するヘッケ作用素 [ΓαΓ]の
跡 tr([ΓαΓ]|Sk(Γ))について

tr([ΓαΓ]|Sk(Γ)) =n
k
2
−1 k − 1

24
[SL(2,Z) : Γ] ♯(ΓαΓ ∩ Z(Q))

− n
k
2
−1

∑
{γ}Γ⊂ΓαΓ

1

2 ♯(Γγ)

e−i(k−1)θ − ei(k−1)θ

e−iθ − eiθ
(7.10)

− n
k
2
−1

∑
γ∈M(Q) ,det γ>0

1

4
min{|λγ|, |λγ|−1}k−1

∏
v∈Σfin

fP
v (γ)(7.11)

+


0 if k > 2 ,∏
v∈Σfin , v|n

vol(KvαKv) if k = 2
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が成り立つ。ただし、(7.10)の和は ΓαΓに含まれる固有値 n1/2eiθ, n1/2e−iθを持つ楕円元 γ

の Γ-共役類全体を走るとする、そして、(7.11)における λγは γ = n1/2

(
λγ 0
0 λ−1

γ

)
により定

められる。関数 fvは (7.7)において定めた。

最後に定理 104の等式の項 (7.11)を離散群 Γの言葉に翻訳しておこう。証明に関しては補
題 101の証明と同じ議論で出来るので割愛する。計算上のメリットはあまりないと思われる。
しかし、[20]での二元二次形式の話と関係するし、良く知られた本 [31]では離散群の言葉で
記述されているため言及しておきたい。

命題 105. 等式

(7.11) =− n
k
2
−1

∑
{γ}Γ⊂ΓαΓ

1

2

|λ|−k+1

|λ− λ−1|
− n

k
2
−1 lim

s→+0

s

8

∑
{γ}Γ⊂ΓαΓ

1

|m(γ)|s+1

が成り立つ。ただし、第一項の {γ}Γの代表元 γは n1/2

(
λ 0
0 λ−1

)
, |λ| > 1と SL(2,Q)-共役

である、第二項の {γ}Γの代表元 γには ∃ξ ∈ SL(2,Q)が存在して ξγξ−1 = n1/2

(
1 h(γ)
0 1

)
,

h(γ) ∈ Q×と Γγ = ξ−1{
(
1 th
0 1

)
| t ∈ Z}ξ, h ∈ Q×が成り立つ、そしてm(γ) = h(γ)/hと定

める。

定理 104と命題 105の公式は明示的だと言っても、まだ計算可能な公式とは言い難い。跡
の具体的な数値が計算可能な公式になるためには、離散集合 ΓαΓもしくはそれらの和集合
のΓ-共役類に関する大域的な値を明らかにする必要がある。計算の続きに関しては [20]もし
くは [31]を参照されたい。
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81



[15] Godement,R., Jacquet, H., Zeta functions of simple algebras, Lecture Notes in Mathematics 260,
Springer Verlag, Berlin, Heidelberg, New-York, 1972

[16] 権寧魯「セルバーグ跡公式，セルバーグゼータ関数」, 本報告集.
[17] Harish-Chandra, Automorphic forms on semisimple Lie groups, Lecture Notes in Mathematics, 62,

Springer-Verlag, Berlin Heidelberg NewYork, 1968.
[18] Harish-Chandra, Discrete series for semi-simple Lie groups II, Acta Math. 116 (1966), 1-111.
[19] Hoffmann, W., The Fourier transforms of weighted orbital integrals on semisimple groups of real rank

one, J. Reine Angew. Math. 489, 53-97 (1997).
[20] 伊吹山知義, 「SL2(Z)の共役類と跡公式」, 本報告集.
[21] Iwaniec, H., Spectral methods of automorphic forms (second edition), Graduate Studies in Mathematics

53, American Mathematical Society Providence, Rhode Islamd (2002).
[22] Jacquet, H., Langlands, L.P.,Automorphic forms on GL(2), Lecture Notes in Mathematics, 114,

Springer-Verlag, Berline, Heiderberg, New York (1970).
[23] Knapp, A.W., Theoretical aspects of the trace formula for GL(2), Proceedings of Symposia in Pure

Mathematics 61, 355–405 (1997).
[24] Knapp, A.W., Representation theory of semisimple groups, An over view based on examples, Princeton

University Press, Rrinceton New Jersey, (1986).
[25] 今野拓也, 「GL2 上の保型形式と標準 L函数」, (第１６回整数論サマースクール報告集「保型 L関数」)
[26] Lai, K.F., On the Tamagawa numbers of reductive algebraic groups, Comp. Math. 41, 153–188 (1980).
[27] Langlands, R. P., Euler products, Yale University Press (1971).
[28] Langlands, R. P., On the functional equation satisfied by Eisenstin series, Lecture Notes in Mathematics,

544, Springer-Verlag, Berlin, 1976.
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