
GL(3)の跡公式

若槻 聡

このノートの目的はGL(3)のアーサー跡公式の粗い展開と細かい展開を解説するこ
とである. アーサー跡公式は一般の Q上の連結簡約代数群で定式化されているので,

GL(3)のみを説明するよりも一般論の枠組みで説明した方が全体像が分かりやすい. そ
こで, 一般論について簡潔に説明した後に, 連結簡約代数群がGL(3)である場合に具体
的な例をいくつか与える形で跡公式を説明することにした. 一般論に関しては全く証
明を与えないが, 具体的に記述するために必要な知識に関しては出来る限り言及した.

GL(3)の具体的な例を通じて, 群の階数が上がった場合の難しさや定式化の雰囲気を感
じ取ってもらえると嬉しい.

もしアーサー跡公式を本格的に学ぶのであれば, 現在はArthurの「An introduction

to the trace formula」[A1] を読むことがベストだと思う. このノートの内容の一般論
の部分は, その [A1]を参考に書かれている. そして, [A1]に書かれている図や例を演習
問題だと思うと, このノートのGL(3)に関する解説はそれらの解答例だと思うことが
できる. このノートがアーサー跡公式の勉強のお役に立てば幸いである.
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1 代数群とルート系について
このセクションでは, Q上の連結簡約代数群に関する放物型部分群や Levi部分群に
ついて説明する. このノートの内容はQへのスカラーの制限により任意の代数体上の
連結簡約代数群に適用できることに注意する. 有理数体やアデ－ル等の基本的な記号
に関しては F = Qとした場合の [TW]の記号と同様とする. 代数群の基礎的な事柄に
関しては, 例えば [Bor]や [PR]を参照されたい. ただし, このノートでは線型代数群の
ことを略して代数群と言っている.

1.1 一般の場合

1.1.1 基本的な設定と記号

GをQ上の連結簡約代数群とする. AGをGのmaximal Q-split central torusとし,そ
してAG(R)0をAG(R)の 1の連結成分とする. X(G)QをQ上定義されたGからGL(1)

への有理準同型の加法群とする. ある k ∈ Z≥0についてAGはGL(1)kとQ上同型とな
る. このとき, X(G)Qは階数 kの自由アーベル群である. そして, k次元実ベクトル空間
aG = HomZ(X(G)Q,R)を得る. また a∗G = X(G)Q ⊗ Rは aGの双対空間となる. 以下,

a ∈ aG, a
∗ ∈ aGについて, ⟨a, a∗⟩ = a(a∗)と記号を定める. 全射HG : G(A) → aGを

⟨HG(x), χ⟩ = log |χ(x)|, x ∈ G(A), χ ∈ X(G)Q
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によって定義する. G(A)の正規部分群G(A)1を

G(A)1 = {x ∈ G(A) | HG(x) = 0}

と定める. このとき, G(A) ∼= G(A)1 × AG(R)0を得る.

M が Gの Q上の Levi部分群であるとは, Gのある Q上の放物型部分群 P につい
てM が P の Levi部分群になることを言う. M をGのQ上の Levi部分群とする. M

は Q上の連結簡約代数群であることに注意する. L(M) = LG(M)をM を含む Gの
Q上の Levi部分群全体の集合とする. F(M) = FG(M)をM を含むGのQ上の放物
型部分群全体の集合とする. P ∈ F(M)の Levi分解を P = MPNP , (MP ∈ L(M),

NP は unipotent radical)として定める. MP は一意的に定まることに注意する. 最後に
P(M) = PG(M) = {P ∈ F(M) |MP = M}とおく. L(M), F(M), P(M)はすべて有
限集合である.

GのQ上の極小 Levi部分群M0を固定する. L = LG = L(M0), F = FG = F(M0),

P = PG = P(M0)と置く. 各素点 vに対してKv ⊂ G(Qv)を [A6, p.9]で定義された
“admissible relative to M0”と呼ばれる極大コンパクト群の一つとする. そして, G(A)
の極大コンパクト群Kを

K =
∏
v

Kv

と固定する. このKも “admissible relative to M0”と呼ばれる. このとき任意の P ∈ P
について G(A) = P (A)Kが成り立つ. さらに任意のM ∈ Lについても, K ∩M(A)
はM(A)における “admissible relative to M0”となる. P ∈ F に対して, AP = AMP

,

aP = aMP
と置く. 各 P ∈ F について, G(A)から aP への全射HP を

HP (nmk) = HMP
(m), n ∈ NP (A), m ∈MP (A), k ∈ K

によって定義する.

1.1.2 aM と a∗M の直和分解

M ∈ Lについて, 制限X(M)Q → X(AM)Qは単射なので, 線型同型

a∗M = X(M)Q ⊗ R → X(AM)Q ⊗ R = a∗AM
(1.1)

を得る. 次にM1, M2 ∈ L, M1 ⊂M2について考える. このとき次のようなQ上の埋め
込みが成り立つ.

AM2 ⊂ AM1 ⊂M1 ⊂M2.

制限X(M2)Q → X(M1)Qは単射なので, 線型単射 a∗M2
→ a∗M1

が得られ, この単射から
線型全射 aM1 → aM2 を得る. また, この線型単射により a∗M2

は a∗M1
の部分空間となる.

制限X(AM1)Q → X(AM2)Qは全射なので, 全射 a∗AM1
→ a∗AM2

がその拡張から得られる.

よって (1.1)より線型全射 a∗M1
→ a∗M2

が得られ, この全射から線型単射 aM2 → aM1 を
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得る. この線型単射により aM2は aM1の部分空間となる. aM1の部分空間 aM2
M1
を上述の

線型全射 aM1 → aM2の核として定める. つまり

aM2
M1

= {a1 ∈ aM1 | ⟨a1, a∗2⟩ = 0, ∀a∗2 ∈ a∗M2
}

と定める. 定義より aM2 ∩ aM2
M1

= {0}と aM1 = aM2 + aM2
M1
が成り立つので, aM1 の直和

分解
aM1 = aM2 ⊕ aM2

M1

を得る. さらに,

(aM2
M1

)∗ = {a∗1 ∈ a∗M1
| ⟨a2, a∗1⟩ = 0, ∀a2 ∈ aM2}

と a∗M1
の部分空間 (aM2

M1
)∗を定める. (aM2

M1
)∗は aM2

M1
の自然な双対である. 同様に a∗M1

の
直和分解

a∗M1
= a∗M2

⊕ (aM2
M1

)∗

を得る.

aM2 と a∗M2
についての ⟨ , ⟩は, それぞれ部分空間としての aM1 と a∗M1

についての
⟨ , ⟩と一致することに注意しよう. 線型単射 a∗M2

→ a∗M1
は χ ⊗ x 7→ χ|M1 ⊗ x, (χ ∈

X(M2)Q, x ∈ R)で与えられる. ς を上で述べた a∗M1
→ a∗M2

への線型全射とする
と, ς(

∑
l σl ⊗ xl) =

∑
l′ σ

′
l′ ⊗ x′l′ , (σl ∈ X(M1)Q, σ′

l′ ∈ X(M2)Q, xl, x
′
l′ ∈ R) は∑

l σl|AM2
⊗ xl =

∑
l′ σ

′
l′ |AM2

⊗ x′l′ で定められる. 線型単射 aM2 → aM1 は a2 7→ a2 ◦ ς,
(a2 ∈ aM2)で与えられる. したがって, 任意の χ ∈ X(M2)Q, x ∈ R, a2 ∈ aM2について

⟨a2 ◦ ς , χ|M1 ⊗ x⟩ = a2(ς(χ|M1 ⊗ x)) = ⟨a2 , χ⊗ x⟩

が成り立つので, 上述の注意が正しいことがわかる.

1.1.3 ルート系と標準放物型部分群

放物型部分群とルートについて考えよう. gをGのリー代数とし, Ad : G → GL(g)

を随伴表現とする. つまり, Ad(g)X = gXg−1, (g ∈ G, X ∈ g)と作用する. P ∈ F と
する. P について, a∗P = a∗MP

, aP2
P1

= a
MP2
MP1

, (aP2
P1
)∗ = (a

MP2
MP1

)∗と置く. nP をNP のリー代
数とする. α ∈ X(AP )Qについて, nP のQ上定義された部分空間 nαを

nα = {X ∈ nP | Ad(a)X = α(a)X, ∀a ∈ AP}

と定める. そして,

ΦP = {α ∈ X(AP )Q | α ̸= 0, nα ̸= {0}}

とする. 特にΦP はX(AP )Qの零でない元の有限集合である. このとき, nP は次の様に
分解される.

nP =
⊕
α∈ΦP

nα.
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自然な埋め込み
ΦP ⊂ X(AP )Q ⊂ X(AP )Q ⊗ R = a∗P

により, ΦP は a∗P の部分集合となる. また定義より明らかに, 任意のH ∈ aGについて
α(H) = 0, (α ∈ ΦP )なので, ΦP は (aGP )

∗に含まれる. (aGP )
∗の元 ρP を

ρP =
1

2

∑
α∈ΦP

(dim nα) α

と定める. 特に e2ρP (HP (x)), (x ∈ P (A))は P のmoduleとなる.

これより, 極小放物型部分群 P0 ∈ P を一つ固定する. そして, 集合 ΦP0 について考
えよう. a0 = aM0 , a

∗
0 = a∗M0

, aP0 = aMP
0 = aMP

M0
, (aP0 )

∗ = (aMP
0 )∗ = (aMP

M0
)∗, Φ0 = ΦP0と

置く. Φ0 ∪ (−Φ0)は (aG0 )
∗のルート系になる. 以下, しばらく [Ser, Chapter V]を参考

にルート系を簡単に復習する. ベクトル空間 V の部分集合Rが以下の条件を満たすと
き, Rは V のルート系であると言う.

(1) Rは有限であり, V を生成する. そして, 0を含まない.

(2) 各 α ∈ Rについて, Rを保存する αについての対称 sαが存在する.

(注. (1)より sαは唯一定まる.)

(3) 各 α, β ∈ Rについて, sα(β)− βは αのスカラー倍である.

ただし, 対称 sαとは, sα(α) = −αを満たし, かつ, sαで固定される V の元の集合が V

の超平面となる, V の自己同型写像のことを言う. これより, Rを V のルート系とする.

Rの元をルートと呼ぶ. そして, α ∈ RについてHαを sαで固定される V の超平面と
する. α ∈ Rに対して, sαは位数 2であり, Hαは V におけるRαの補空間である. そし
て−α = sα(α) ∈ Rとなることも分かる. V ∨を V の双対空間とする. α ∈ Rのコルー
ト α∨ ∈ V ∨は, ⟨α∨, α⟩ = 2かつ α∨(x) = 0 ( ∀x ∈ Hα)を満たす唯一の元として定めら
れる. よって,

sα(x) = x− ⟨α∨, x⟩α, x ∈ V

が成り立つ. またW の作用で不変な V 上の正値対称双一次形式 ( , )が存在すること
が知られている. この ( , )で V から V ∨への同型写像が与えられる. この同型で V と
V ∨を同一視したとき,

α∨ =
2α

(α, α)
, sα(x) = x− 2

(x, α)

(α, α)
α

が成り立つ. R∨ = {α∨ |α ∈ R}と置くと, R∨は V ∨のルート系となる. そして,

sα∨(y) = y − ⟨y, α⟩α∨, y ∈ V ∨

が成り立つ. 特に α, β ∈ R, x ∈ V , y ∈ V ∨ について ⟨sα∨(y), sα(x)⟩ = ⟨y, x⟩と
(sα(β))

∨ = sα∨(β∨)が成り立つ. Rのワイル群W は sα, (α ∈ R)によって生成される群
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のことを言う. 対応 sα 7→ sα∨ によりW は V ∨にも作用する. 次の条件を満たすとき,

Rの部分集合∆はRの基本ルート系であるという.

(1) ∆は V の基底である.

(2) 各 β ∈ Rは, β =
∑

α∈∆mααと書くことができる.

ただし, ∀α ∈ ∆について, mα ∈ Zはすべて 0以上もしくは 0以下とする.

ルート系Rに対して基本ルート系∆は必ず存在する. これより∆をRの基本ルート
系とする. ∆の元を単純ルートと言う. β ∈ Rについて上の (2)の記述でmαがすべて
0以上になる場合, βを正ルートと呼ぶ. ここでルート系の復習は終わりにして, もと
のΦ0の話に戻ろう. V = (aG0 )

∗, R = Φ0 ∪ (−Φ0)と置くと, Rは V のルート系になる.

W0 = WG
0 をRのワイル群とする. Φ0のすべての元が正ルートになるような基本ルー

ト系∆0が一つ定まる. コルートの集合

∆∨
0 = {α∨ ∈ aG0 |α ∈ ∆0}

は R∨ の基本ルート系であり, その元は単純コルートと呼ばれる. 次に ϖα ∈ (aG0 )
∗,

ϖ∨
α ∈ aG0 , (α ∈ ∆0)を β ∈ ∆0に対して

⟨β∨, ϖα⟩ =

{
1 if β = α ,

0 if β ̸= α
, ⟨ϖ∨

α , β⟩ =

{
1 if β = α ,

0 if β ̸= α

と定める. ϖαを単純ウェイト, ϖ∨
αを単純コウェイトと呼ぶ.

∆̂0 = {ϖα ∈ (aG0 )
∗ |α ∈ ∆0}, ∆̂∨

0 = {ϖ∨
α ∈ aG0 |α ∈ ∆0}

と置く. ∆̂0は∆∨
0 に双対である (aG0 )

∗の基底であり, ∆̂∨
0 は∆0に双対である aG0 の基底

である.

固定した極小放物型部分群 P0を含むようなQ上の放物型部分群のことを標準とい
う. 標準放物型部分群 P に関連したルートについて考えよう. P0 ⊂ P なので明らかに
P ∈ F である. ∆0の部分集合∆P

0 を

aP = {a ∈ a0 | ⟨a, α⟩ = 0, ∀α ∈ ∆P
0 }

によって定める. ∆P
0 は (aP0 )

∗の基底となる. 対応 P 7→ ∆P
0 によって, 標準放物型部分

群の集合と∆0の部分集合との間に一対一対応が与えられる.

∆P = {α|aP ∈ (aGP )
∗ | α ∈ ∆0 −∆P

0 }

とする. ただし, α|aP は αの aP への制限とする. ∆P は (aGP )
∗の基底であり, ΦP の任意

のルートを∆P の元の非負整数の一次結合で一意的に表すことができる. 続いて,

∆̂P = {ϖα ∈ (aGP )
∗ | α ∈ ∆0 −∆P

0 }
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とする. ∆̂P も (aGP )
∗の基底となる. 次に α∨ ∈ aGP , (α ∈ ∆P )を, β ∈ ∆0 −∆P

0 によって

⟨α∨, ϖβ⟩ =

{
1 if β|aP = α ,

0 if β|aP ̸= α

と定める. 同様にϖ∨
α ∈ aGP , (α ∈ ∆0 −∆P

0 )を, β ∈ ∆P によって

⟨ϖ∨
α , β⟩ =

{
1 if β = α|aP ,
0 if β ̸= α|aP

と定める.

∆∨
P = {α∨ ∈ aGP | α ∈ ∆P}, ∆̂∨

P = {ϖ∨
α ∈ aGP | α ∈ ∆0 −∆P

0 }.

と置く. ∆∨
P は ∆̂P と双対である aGP の基底となり, ∆̂∨

P は∆P と双対である aGP の基底と
なる. α∨ ∈ ∆∨

P について次のことに注意する. β ∈ ∆0 −∆P
0 について α = β|aP ∈ ∆P

とすると, α∨は直和 aG0 = aGP ⊕ aP0 によるコルート β∨ ∈ ∆∨
0 の aGP への射影となる.

P1, P2 ∈ F , P0 ⊂ P1 ⊂ P2について考える.

∆P2
P1

= {α|
a
P2
P1

∈ (aP2
P1
)∗ | α ∈ ∆P2

0 −∆P1
0 }, ∆̂P2

P1
= {ϖ|

a
P2
P1

∈ (aP2
P1
)∗ | ϖ ∈ ∆̂P1 − ∆̂P2}

と定義する. ∆P2
P1
と ∆̂P2

P1
は (aP2

P1
)∗の基底となる. (∆P2

P1
)∨と (∆̂P2

P1
)∨も上述と同じように

定義する. つまり, (∆P2
P1
)∨は ∆̂P2

P1
と双対である aP2

P1
の基底とし, (∆̂P2

P1
)∨は∆P2

P1
と双対で

ある aP2
P1
の基底とする. ここでP0 ∩MP2 , P1 ∩MP2 ∈ FMP2 と, P0 ∩MP2はMP2の極小

放物部分群になることに注意する. 定義より, aP1∩MP2
= aP1 , そして a

MP2
P1∩MP2

= aP2
P1
と

なるので,

∆P1∩MP2
= ∆P2

P1
, ∆̂P1∩MP2

= ∆̂P2
P1

を得る.

1.1.4 ワイル群と放物型部分群とルート

標準放物型部分群全体とFの元全体との関係をW0の作用で記述しよう. A0 = AM0 ,

H0 = HM0 と置く. s ∈ W0に対して wsをG(Q)における sの代表元とする. つまり,

wsA0w
−1
s = A0を満たし, かつ (sα)(wsaw

−1
s ) = α(a), ( ∀a ∈ A0,

∀α ∈ Φ0 ∪ (−Φ0))が
成り立つ. 代表元 wsはmodulo M0(Q)で定まる. また wsM0w

−1
s = M0にも注意する.

s ∈ W0と P ∈ F について, sP = wsPw
−1
s と定義する. 任意のQ ∈ F に対して, ある

唯一つの標準放物型部分群 P が存在して, ある s ∈ W0についてQ = sP が成り立つこ
とが知られている. ゆえに, {P ∈ F |P0 ⊂ P} ×W0からF への写像Υを

Υ(P, s) = sP

7



によって定義すると, Υは全射となる. 各M ∈ Lについて,

WM
0 = {s ∈ WG

0 | ws ∈M(Q)}

と置く. このとき, Q ∈ F について, ある標準放物型部分群 P とある s′ ∈ W0が存在し
て, その逆像が

Υ−1(Q) = {(P, s) | s ∈ W
MQ

0 s′}

と与えられる. そして, 位数について |Υ−1(Q)| = |WMQ

0 |が成り立つ. 特に極小放物型
部分群に関してのみ考えると, W0からPへの写像 s 7→ sP0を考えることになり, その
写像は全単射である. ルートについても考えよう. 定義より, a ∈ A0, n ∈ nαについて

Ad(wsaw
−1
s )wsnw

−1
s = ws(Ad(a)n)w

−1
s = α(a)wsnw

−1
s = (sα)(wsaw

−1
s )wsnw

−1
s

なのだから, s ∈ W0について

ΦsP0 = sΦ0, ∆sP0 = s∆0, ∆∨
sP0

= s∆∨
0 , ∆̂sP0 = s∆̂0, ∆̂∨

sP0
= s∆̂∨

0

が成り立つ. 各Q ∈ F に対しては, ある s ∈ W0によって sP0 ⊂ Qとなるので, ∆Qが
上と同様の議論で定義される. その sはmodulo W

MQ

0 で定まるのだから, ∆Qは sの選
択に依存しないことが分かる. 他の ∆̂Qや∆Q2

Q1
についても同様に定めることができる.

M ∈ Lとする. 最後に P(M)と L(M)と F(M)のそれぞれの元を実ベクトル空間
aM の部分集合と対応させよう. α ∈ Φ0, α|aM ̸= 0について, aM の超平面 YaM ,αを

YaM ,α = {a ∈ aM | ⟨a, α|aM ⟩ = 0}

と定義する. 各 P ∈ P(M)について

a+P = {a ∈ aM | ⟨a, α⟩ > 0, ∀α ∈ ∆P}

と置く. このとき, 対応 P 7→ a+P は, P(M)と aM における ∪α∈Φ0, α|aM ̸=0YaM ,αの補集合
の連結成分の集合との間に一対一対応を与える. 先に述べたように各 L ∈ L(M)に対
して, aLは aM の部分空間になる. 対応L 7→ aLは, L(M)と {YaM ,α}α∈Φ0の元たちの共
通部分から成る集合との間に一対一対応を与える. さらに, F = ∪L∈L(M)P(L) (disjoint

union)であるため, 対応 Q 7→ a+Qは, F(M)と各 L ∈ L(M)についての aLにおける
∪α∈Φ0, α|aL ̸=0YaL,αの補集合の連結成分から成る集合との間に一対一対応を与える.

1.2 GL(3)の場合

1.2.1 基本的な設定

GL(n)を代数群としての通常の n次一般線型群とする (cf. [Bor, p.49]). GL(n)はQ
上定義された連結簡約代数群であることが知られている. 環RについてM(n,R)をR

上の n次の全行列環とする. R×をRの単元群とすると, GL(n)のR-点全体は

GL(n,R) = {x ∈M(n,R) | det x ∈ R×}
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と与えられる. 以下, 「GL(3)の場合」というサブセクションにおいては,

G = GL(3)

とする.

このG = GL(3)に対して上述で説明したLevi部分群やルート系を具体的に記述して
いこう. 良く知られているように正則な上三角行列全体からなる部分群は, GのQ上の
極小放物型部分群 (Borel部分群)となる. そして, 極小 Levi部分群として正則な対角行
列全体からなる部分群をとる. よって,

M0 =


∗ 0 0

0 ∗ 0

0 0 ∗

 ∈ G

 , P0 =


∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 0 ∗

 ∈ G


と置く. さらに,

K =
∏
v

Kv, K∞ = O(3) = {g ∈ G(R) | tgg = I3}, Kv = G(Zv) (v <∞)

とすると, Kは求められた条件を満たすG(A)の極大コンパクト部分群である.

1.2.2 a0と aG0

GL(n)からGL(1)へのQ上定義された任意の準同型は, ある k ∈ Zが存在して,

x 7→ det(x)k, x ∈ GL(n)

と与えられる. よって

χj(

a1 0 0

0 a2 0

0 0 a3

) = aj, 1 ≤ j ≤ 3

と χj ∈ X(M0)Qを定めると,

X(M0)Q = {χk1
1 χ

k2
2 χ

k3
3 | k1, k2, k3 ∈ Z}

となる. ξj ∈ a0を
ξj(χ

k1
1 χ

k2
2 χ

k3
3 ) = kj

で定める. このとき,

a0 = Rξ1 ⊕ Rξ2 ⊕ Rξ3

を得る. 次に
ηj = χj ⊗ 1
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と置くと,

a∗0 = Rη1 ⊕ Rη2 ⊕ Rη3

を得る. 特に, クロネッカーのデルタ δjkについて,

⟨ξj , ηk⟩ = δjk

となっている. 次にR3の単位ベクトルとして

e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)

と置く. 以後, a0からR3への線型同型写像

a1ξ1 + a2ξ2 + a3ξ3 7→ a1e1 + a2e2 + a3e3 , a1, a2, a3 ∈ R

によって, a0とR3を同一視する. 同様に, a∗0からR3への線型同型写像

b1η1 + b2η2 + b3η3 7→ b1e1 + b2e2 + b3e3 , b1, b2, b3 ∈ R

によって, a∗0とR3も同一視する. R3上のユークリッド内積 ( , )によってR3とその双
対空間を同一視する. これらの同一視のもとで, R3上のユークリッド内積 ( , )と a0と
a∗0の ⟨ , ⟩は一致する. つまり,

⟨
3∑

j=1

ajξj,

3∑
k=1

bkηk⟩ = (
3∑

j=1

ajej,

3∑
k=1

bkek) =
3∑

j=1

ajbj

となる. 定義より,

H0(m) =
3∑

j=1

log |mj| ej ∈ a0 , m =

m1 0 0

0 m2 0

0 0 m3

 ∈M0(A)

がすぐに分かる.

M0と同じようにして,

a∗G = R det⊗1, aG = Rξ, ξ(detk) = k

を得る. a∗Gから a∗0への線型単射は

det⊗1 7→ η1 + η2 + η3

で与えられる. したがって,

a∗G = R(e1 + e2 + e3)

となる. サブサブセクション 1.1.2の線型全射 ς : a∗0 → a∗Gについて,

ς(χj ⊗ 1) =
1

3
det⊗1
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となるのだから, aGから a0への線型単射は

ξ 7→ 1

3
(ξ1 + ξ2 + ξ3)

で与えられる. よって,

aG = R(e1 + e2 + e3)

を得る. 定義より, R3の部分空間として aG0 と (aG0 )
∗を考えると,

aG0 = (aG0 )
∗ = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x1 + x2 + x3 = 0}

となる. また定義より,

HG(m) =
log | det(m)|

3
(e1 + e2 + e3) ∈ a0, m ∈ G(A)

を得る.

1.2.3 P0とルート系

1 ≤ j < k ≤ 3について

αjk = ej − ek = χjχ
−1
k ∈ a∗0

と置くと, 明らかに

nP0 = nα12 ⊕ nα13 ⊕ nα23 , Φ0 = {α12, α13, α23 }

が成り立つ. 良く知られているように, Φ0 ∪ (−Φ0)は (aG0 )
∗のルート系となる. (jk)を

jと kの互換とする. σ = (jk)と置いて, αjkについて,

sαjk
(x1, x2, x3) = (xσ(1), xσ(2), xσ(3)), (x1, x2, x3) ∈ (aG0 )

∗ (1.2)

によって αjkの対称 sαjk
が得られる. もちろん, −αjkに対しては, s−αjk

= sαjk
である.

以下, ワイル群W0と 3次対称群を同一視する. そして, ユークリッド内積 ( , )はW0不
変な (aG0 )

∗上の正値対称双一次形式なので, 上述のR3とその双対空間の同一視とルー
ト系は両立する. ワイル群W0は (1.2)と同様に aG0 にも作用する. αjkに対するコルー
ト α∨

jkは
α∨
jk = ej − ek ∈ aG0

となる. すぐに分かるように,

∆0 = {α12 , α23}, ∆∨
0 = {α∨

12 , α
∨
23}

となる. さらに, 定義より

ϖα12 = ϖ∨
α12

=
2

3
e1 −

1

3
(e2 + e3), ϖα23 = ϖ∨

α23
=

1

3
(e1 + e2)−

2

3
e3

となり,

∆̂0 = {ϖα12 , ϖα23}, ∆̂∨
0 = {ϖ∨

α12
, ϖ∨

α23
}

を得る.
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1.2.4 標準放物型部分群

P0の標準放物型部分群について考える. 標準放物型部分群はP0を含む部分群なので,

{P ∈ F | P0 ⊂ P} = {P0, P1, P2, G},

P1 =


∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
0 0 ∗

 ∈ G

 , P2 =


∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

 ∈ G


が簡単な計算で得られる.

P1について考えよう. サブサブセクション 1.2.2とほぼ同様の議論により, aP1と a∗P1

はR3の部分空間として,

aP1 = a∗P1
= {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x1 = x2} = {x ∈ R3 | (x, α12) = 0}

となる. そして, m1 ∈ GL(2,A), m2 ∈ GL(1,A)について

HMP1
(

(
m1

m2

)
) =

log | det(m1)|
2

(e1 + e2) + log |m2|e3

となる. さらに計算を進めて,

aGP1
= (aGP1

)∗ = {(x, x,−2x) ∈ R3 | x ∈ R} = Rϖα23 ,

aP1
0 = (aP1

0 )∗ = {(x,−x, 0) ∈ R3 | x ∈ R} = Rα12

を得る. 定義と∆0 −∆P1
0 = {α23}より∆P1の唯一の元は α23|aP1

となる. aP1に制限す
ることと直和分解 a∗0 = a∗P1

⊕ (aP1
0 )∗の a∗P1

-成分をとることは同一であることに注意し
よう. これにより,

∆P1 = ∆∨
P1

= {3
2
ϖα23}, ∆̂P1 = ∆̂∨

P1
= {ϖα23}

となる. さらに,

∆P1
0 = (∆P1

0 )∨ = {α12}, ∆̂P1
0 = (∆̂P1

0 )∨ = {1
2
α12}

も得る.

P2についても P1と同じ議論で以下を得る.

aP2 = a∗P2
= {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x2 = x3} = {x ∈ R3 | (x, α23) = 0},

であり, m1 ∈ GL(1,A), m2 ∈ GL(2,A)について

HMP2
(

(
m1

m2

)
) = log |m1|e1 +

log | det(m2)|
2

(e2 + e3)
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図 1: Levi部分群

6

3

s

aG0 (平面)
aGM12

(直線)

aGM23
(直線)

aGM13
(直線)

aGG(点)

e2 − e3

e1 − e3

e1 − e2

となる. さらに,

aGP2
= (aGP2

)∗ = {(−2x, x, x) ∈ R3 | x ∈ R} = Rϖα12 ,

aP2
0 = (aP2

0 )∗ = {(0, x,−x) ∈ R3 | x ∈ R} = Rα23,

∆P2 = ∆∨
P2

= {3
2
ϖα12}, ∆̂P2 = ∆̂∨

P2
= {ϖα12},

∆P2
0 = (∆P2

0 )∨ = {α23}, ∆̂P2
0 = (∆̂P2

0 )∨ = {1
2
α23}

となる.

1.2.5 Levi部分群と放物型部分群

まず次のように Levi部分群たちを定義する.

M12 =


∗ ∗ 0

∗ ∗ 0

0 0 ∗

 ∈ G

 ,M13 =


∗ 0 ∗
0 ∗ 0

∗ 0 ∗

 ∈ G

 ,M23 =


∗ 0 0

0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

 ∈ G

 .

このとき明らかに,

L = L(M0) = {M0, M12, M13, M23, G},

L(M12) = {M12, G}, L(M13) = {M13, G}, L(M23) = {M23, G}, L(G) = {G}

となる.

MP1 =M12, MP2 =M23
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図 2: 放物型部分群

P0, a
+
P0

∩ aG0

(12)P0

(123)P0

(13)P0

(132)P0

(23)P0

P1, a
+
P1

∩ aG0

P2, a
+
P2

∩ aG0

(23)P1(13)P2

(13)P1

(12)P2

G

�

(13)

-

(12)

-

(23)

となっているので、aM12などに関しては, すでに前のサブサブセクションで記述されて
いる. M13に関しても (23) ∈ W0のM12への作用を考えれば明らかで,

aM13 = {x ∈ a0 | (x, α13) = 0}, aGM13
= R (23)ϖα23 , aM13

0 = Rα13,

(23)ϖα23 =
1

3
(e1 + e3)−

2

3
e2 = ϖα12 −ϖα23 ,

HM13(

m11 0 m13

0 m22 0

m31 0 m33

) =
log |m11m33 −m31m13|

2
(e1 + e3) + log |m22|e2

を得る. aG0 平面の上に aGM に対応する超平面を描くと図 1のようになる.

ワイル群の作用により放物型部分群の集合P(M)は次のように記述できる.

P = P(M0) = {sP0 | s ∈ W0}, P(G) = {G},

P(M12) = {P1, (13)P2}, P(M13) = {(23)P1, (12)P2}, P(M23) = {(13)P1, P2}.

そして,

F(M) =
∪

L∈L(M)

P(L)

となる. s ∈ W0について∆sP = s∆P と∆sQ
sP = s∆Q

P が成り立つのだから, 任意の P ,

Q ∈ Fについての∆P や∆Q
P は簡単に求めることができる. aG0 平面の上に a+P に対応す

る図形を描くと図 2のようになる. 図形における (jkl)は巡回置換

(
j k l

k l j

)
を意味す

る (例えば (13)(12) = (123)).
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2 粗い展開
これより跡公式についての解説を始める. アーサー跡公式の第一段階として, Modified

kernelのG(Q)\G(A)1上の積分に幾何サイドとスペクトルサイドの２つの粗い展開を
与える. このセクションでは主に [A1, Part I]もしくは [A3, A4]の内容に相当すること
を説明する.

2.1 Modified kernel

このセクションでは P を標準放物型部分群とする.

まず選択される測度について述べよう. NP0 の任意のQ上定義された連結部分群 V

に対して, V (A)上のハール測度を V (Q)\V (A)の測度が 1となるように正規化する. そ
の一つとして dnをNP (A)のハール測度とする. 同様にK上のハール測度 dkについ
ても, その測度を 1と正規化する. aP 上のハール測度 dH を一つ固定する. そのとき,

AP (R)0上のハール測度 daが同型HP : AP (R)0 ∼= aP により定まる. i =
√
−1とする.

ia∗P 上のハール測度 dλを dH と双対な測度とする. つまり, 任意の h ∈ C∞
c (aP )につ

いて ∫
ia∗P

∫
aP

h(H)e−λ(H)dHdλ = h(0)

が成り立つ. 最後にG(A)上のハール測度 dxを一つ固定する. このとき, 次が成り立つ
ようなMP (A)1上の測度 dmが唯一存在する. 任意の f ∈ C∞

c (G(A))について,∫
G(A)

f(x)dx =

∫
NP (A)

∫
MP (A)1

∫
AP (R)0

∫
K

f(nmak)e−2ρP (HP (a))dn dm da dk

が成り立つ.

τ̂P を aP の部分集合

{H ∈ aP | ϖ(H) > 0, ∀ϖ ∈ ∆̂P}

の特性関数とする. テスト関数 f ∈ C∞
c (G(A))について, L2(NP (A)MP (Q)\G(A))上の

核関数KP (x, y)を

KP (x, y) =

∫
NP (A)

∑
γ∈MP (Q)

f(x−1γny)dn

と定義する. a+0 = a+P0
と置く. パラメーター T ∈ a+0 に関するG(A)上の関数 kT (x, f)

を
kT (x, f) =

∑
P⊃P0

(−1)dim aGP
∑

δ∈P (Q)\G(Q)

KP (δx, δx) τ̂P (HP (δx)− T )

と定義する. T は直和分解 a0 = aP ⊕ aP0 の射影によって aP の点とも思えることに注意
しよう. テスト関数 f ∈ C∞

c (G(A))とパラメーター T ∈ a+0 に関する積分 JT (f)を

JT (f) =

∫
G(Q)\G(A)1

kT (x, f)dx
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と定義する. T ∈ a+0 が十分に正則であるとは, 任意の α ∈ ∆0に対して α(T )が十分に
大きいことを意味する.

定理 2.1. T ∈ a+0 は十分正則とする. そのとき,∫
G(Q)\G(A)1

|kT (x, f)|dx < +∞

が成り立つ. ただし T の大きさは f のサポートにのみ依存する.

この定理より積分 JT (f)は値を持つことが分かる. この後, 十分正則な T について積
分 JT (f)を幾何サイドとスペクトルサイドに展開していく.

2.2 幾何サイド

G(Q)の元 γに対して, γ = γsγu = γuγs, 元 γs ∈ G(Q)は半単純, 元 γu ∈ G(Q)はユ
ニポテントと γのジョルダン分解を定める. G(Q)の元 γと γ′がO-同値であるとは, γs
と γuがG(Q)-共役であることを意味する. O = OGをG(Q)のO-同値類の集合とする.

o ∈ O, T ∈ a+0 , f ∈ C∞
c (G(A))について,

KP,o(x, y) =

∫
NP (A)

∑
γ∈MP (Q)∩o

f(x−1γny)dn,

kTo (x, f) =
∑
P⊃P0

(−1)dim aGP
∑

δ∈P (Q)\G(Q)

KP,o(δx, δx) τ̂P (HP (δx)− T ),

JT
o (f) =

∫
G(Q)\G(A)1

kTo (x, f)dx

と置く.

定理 2.2. T ∈ a+0 は十分正則とする. そのとき,∑
o∈O

∫
G(Q)\G(A)1

|kTo (x, f)|dx < +∞

が成り立つ. ただし T の大きさは f のサポートにのみ依存する.

したがって, この定理より
JT (f) =

∑
o∈O

JT
o (f)

と幾何サイドの粗い展開を得る.
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2.3 スペクトルサイド

関数ϕ ∈ L2(G(Q)\G(A)1)がカスピダルであるとは, 任意の標準放物型部分群P ̸= G

とほとんどすべての x ∈ G(A)1について∫
NP (A)

ϕ(nx)dn = 0

が成り立つことを意味する. L2
cusp(G(Q)\G(A)1)をL2(G(Q)\G(A)1)のカスピダルであ

る関数全体から成る部分空間とする. G(A)1は右正則表現により L2(G(Q)\G(A)1)上
に作用している. そして, L2

cusp(G(Q)\G(A)1)はG(A)1の作用について不変である. 空
間 L2

cusp(G(Q)\G(A)1)はG(A)1の作用の下で, 有限重複度の既約表現の離散和となる
ことが知られている. つまり,

L2
cusp(G(Q)\G(A)1) ∼=

⊕
π∈Ĝ(A)1

mcusp(π) · π

と書くことができる. ただし, mcusp(π) ∈ Z≥0 は π の重複度であり, 位相群 H に対
して Ĥ はH の既約ユニタリ表現のユニタリ同値類の集合とする. L2

disc(G(Q)\G(A)1)
をG(A)1-不変な閉既約部分空間によって張られるL2(G(Q)\G(A)1)の部分空間とする.

L2
cusp(G(Q)\G(A)1)は L2

disc(G(Q)\G(A)1)の部分空間となる.

P と P ′を標準放物型部分群とする. そして, σをMP (A)1の既約ユニタリ表現とし,

σ′をMP ′(A)1の既約ユニタリ表現とする. W (aP , aP ′)をW0の元を制限することで得
られる aP から aP ′への異なる線型同型の集合とする. 二つのペア (P, σ)と (P ′, σ′)が同
値であるとは,

σ ∼= s−1σ′(m) = σ′(wsmw
−1
s ), m ∈MP (A)1

となるようなs ∈ W (aP , aP ′)が存在することを意味する. 上述のL2
cusp(MP (Q)\MP (A)1)

の既約分解の成分に既約ユニタリ表現 σ が現れるとき (mcusp(σ) ̸= 0), 同値類 χ =

{(P, σ)}をカスピダルデータといい, X = XGをその同値類の集合とする.

HP を次の条件 (i)と (ii)を満たすNP (A)MP (Q)AP (R)0\G(A)上の C値可測関数 ϕ

からなる空間とする. (i) 任意の x ∈ G(A)について, ϕx(m) = ϕ(mx)によって定まる
MP (Q)\MP (A)1上の関数 ϕxは

ϕx ∈ L2
disc(MP (Q)\MP (A)1)

を満たす. (ii) 関数 ϕは

||ϕ||2 =
∫
K

∫
MP (Q)\MP (A)1

|ϕ(mk)|2dm dk < +∞

を満たす.
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a∗P,C = a∗P ⊗Cと記号を定める. λ ∈ a∗P,Cとする. 空間HP 上に作用するG(A)の表現
IP (λ)を ϕ ∈ HP に対して

(IP (λ, y)ϕ)(x) = ϕ(xy) e(λ+ρP )(HP (xy)) e−(λ+ρP )(HP (x)), y ∈ G(A)

と定義する. H0
P をK-有限な元からなる HP の部分空間とする. ほとんどすべての

x ∈ G(A)について ϕx ∈ L2
cusp(MP (Q)\MP (A)1)となるような ϕ ∈ H0

P からなる空間を

H0
P,cuspとする. さらに, σ ∈ M̂P (A)1について, ϕx ∈ σ⊕mcusp(σ)となるようなϕ ∈ H0

P,cusp

からなる空間をH0
P,cusp,σとする.

χ = {(P, σ)} ∈ Xとする. Ψ(λ)を Paley-Wiener typeの λ ∈ a∗P,Cについて整関数と
し, x ∈ G(A)についてΨ(λ, x) ∈ H0

P,cusp,σが成り立つとする. このとき, Ψ(λ, x)は, あ
る aP 上の滑らかなコンパクト台をもつ関数の λに関するフーリエ変換で与えられる.

任意のΛ ∈ a∗P について, NP (A)MP (Q)\G(A)上の関数 ψ(x)を

ψ(x) =

∫
Λ+ia∗P

e(λ+ρP )(HP (x))Ψ(λ, x)dλ

で定義する. ψ(x)はHP (x) ∈ aP についてコンパクト台をもつ. このψにより擬アイゼ
ンシュタイン級数Eψ(x)が

Eψ(x) =
∑

δ∈P (Q)\G(Q)

ψ(δx), x ∈ G(Q)\G(A)

と与えられる. Eψ ∈ L2(G(Q)\G(A))が成り立つ. L2
χ(G(Q)\G(A))を上述のΨ(λ, x)

とΛ ∈ a∗P についてのEψによって張られる空間の閉包とする. L2(G(Q)\G(A))の閉部
分空間 L2

χ(G(Q)\G(A))はG(A)-不変である. さらに直和分解

L2(G(Q)\G(A)1) ∼=
⊕
χ∈X

L2
χ(G(Q)\G(A)1)

を得る.

P1をP に含まれる標準放物型部分群とする. このとき, MP1 ⊂MP に注意する. XMP

からXGへの写像Ωが, σ1 ∈ M̂P1(A)1に関するカスピダルデータ (P1 ∩MP , σ1)に対し
て (P1, σ1)を対応させることで与えられる. カスピダルデータ χ ∈ XGに対して

L2
disc,χ(MP (Q)\MP (A)1) =

⊕
χP∈Ω−1(χ)

L2
disc(MP (Q)\MP (A)1) ∩ L2

χP
(MP (Q)\MP (A)1)

とおくと, XGによる直和分解

L2
disc(MP (Q)\MP (A)1) =

⊕
χ∈XG

L2
disc,χ(MP (Q)\MP (A)1)
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を得る. ほとんどすべての x ∈ G(A)について ϕx ∈ L2
disc,χ(MP (Q)\MP (A)1)となる

ϕ ∈ HP 全体からなる空間をHP,χとする. このとき, 直交直和

HP =
⊕
χ∈X

HP,χ

を得る. IP (λ)をHP の不変部分空間HP,χへ制限することで得られる表現を IP,χ(λ)と
書く. そして,

BP =
∪
χ∈X

BP,χ (disjoint union), BP,χ = BP ∩HP,χ ∩H0
P

をみたすHP の正規直交基底 BP が存在する.

P ⊂ Q, x ∈ G(A), ϕ ∈ HP , λ ∈ a∗P,Cについてアイゼンシュタイン級数EQ
P (x, ϕ, λ)を

EQ
P (x, ϕ, λ) =

∑
δ∈P (Q)\Q(Q)

ϕ(δx) e(λ+ρP )(HP (δx))

と定める. そして,

nP = nG
P =

∑
P ′⊃P0

|W (aP , aP ′)|

と置く. また, nQ
P = n

MQ

P∩MQ
(= nP∩MQ

)と置く. このとき, χ ∈ Xに対する核関数
KP,χ(x, y)が

KP,χ(x, y) =
∑

P0⊂P1⊂P

(nP
P1
)−1

∫
ia∗P

∑
ϕ∈BP,χ

EP
P1
(x, IP,χ(λ, f)ϕ, λ) EP

P1
(y, ϕ, λ) dλ

と与えられる. これより

kTχ (x, f) =
∑
P⊃P0

(−1)dim aGP
∑

δ∈P (Q)\G(Q)

KP,χ(δx, δx) τ̂P (HP (δx)− T ),

JT
χ (f) =

∫
G(Q)\G(A)1

kTχ (x, f) dx

とおく.

定理 2.3. T ∈ a+0 は十分正則とする. そのとき,∑
χ∈X

∫
G(Q)\G(A)1

|kTχ (x, f)|dx < +∞

が成り立つ. ただし T の大きさは f のサポートにのみ依存する.

したがって, この定理より
JT (f) =

∑
χ∈X

JT
χ (f)

とスペクトルサイドの粗い展開を得る.

19



2.4 まとめ

T に対する JT (f), JT
o (f), J

T
χ (f)の性質を考える.

定理 2.4. 任意に f ∈ C∞
0 (G(A))について, 十分正則な T ∈ a+0 に対して定義される関

数 T 7→ JT (f)は T に関する高々dim aG0 次の多項式となる. JT
o (f)と JT

χ (f)についても
同様である.

この定理により JT (f), JT
o (f), J

T
χ (f)を T の多項式と見ることで, 任意の T ∈ a+0 に

対して値を持つ. 特に多項式の各係数はC∞
c (G(A))上の distributionとなる. このセク

ションのこれまでの議論は, 極小放物型部分群 P0 ∈ P の選択に依存してきたが, 適当
な点 T = T0 ∈ a+0 を取ることで, JT (f), JT

o (f), J
T
χ (f)はP0の選択に依存しない値にな

ることが知られている. そのような点 T0は存在して,

HP0(w
−1
s ) = T0 − s−1T0,

∀w ∈ W0

を満たす点として唯一に定められる. これより, 点 T = T0 ∈ a+0 での多項式 JT (f),

JT
o (f), J

T
χ (f)の値をそれぞれ J(f), Jo(f), Jχ(f)とおく. これらの値は P0の選択によ

らないが, まだM0の選択には依存していることに注意しよう.

最後にテスト関数 fの適用範囲について考える. JT (f), JT
o (f), J

T
χ (f)の定義から明ら

かなように, これらの値は f のG(A)1上の値にのみ依存している. そこで, C∞
c (G(A)1)

を C∞
c (G(A))の関数をG(A)1へ制限した関数から成る空間とすると, これまでの定理

はC∞
c (G(A)1)上の任意の関数に対して適用可能である.

以上をまとめると, 定理 2.1, 2.2, 2.3, 2.4より, P0の選択には依存していない, 次の粗
い展開による等式を得る。

定理 2.5. 任意の f ∈ C∞
0 (G(A)1)について, 等式∑

o∈O

Jo(f) =
∑
χ∈X

Jχ(f)

が成り立つ.

2.5 GL(3)の場合

G(Q)\G(A)がココンパクトな場合は核関数KG(x, x)をG(Q)\G(A)1上積分すれば
跡公式が得られたが, 一般的には

∫
G(Q)\G(A)1 KG(x, x)dxは収束しないので, modified

kernel kT (x, f)を考える必要があった. GL(3)を例にして, modified kernelの意味を考
えよう。そのままでは積分

∫
G(Q)\G(A)1 KG(x, x)dxが収束しない理由は, G(Q)\G(A)1が

コンパクトでない, つまり基本領域がカスプを持つことにある. 収束させるためにカス
プの周辺において核関数KG(x, y)に修正を加えてできたのが, modified kernel kT (x, f)

である. GL(2)の場合 (cf. [TW])ではカスプは点のみなので一つの放物型部分群に対
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図 3: Siegel set
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して修正を施してやればよかった. しかし, 一般の場合は放物型部分群が多いので, パ
ラメーターも増え, 修正の過程も複雑になる. この修正の雰囲気は, 基本領域のカスプ
の周辺を切り取って積分の範囲をコンパクトな領域にしている, と思ってもらいたい.

もちろん雰囲気なので正確ではないが, o-同値類によっては実際に T を十分に大きく
すれば JT

o (f)の積分の範囲はその切り取られて出来た領域になる (cf. [TW], 双曲元と
FG(g, T )). ここでの切り取られて出来た領域と言うのは, x ∈ G(Q)\G(A)1についての
基本領域上における関数 ∑

P⊃P0

(−1)dim aGP τ̂P (HP (x)− T )

のサポートのことである. H0(a) ∈ aG0 に関するサポートの形をG = GL(3)の場合に詳
しく見てみよう.

まずG(Q)\G(A)1の基本領域は, ある T1 ∈ aG0 とNP0(A)M0(A)1のあるコンパクト部
分集合 ωについての Siegel set

{x = pak | p ∈ ω , a ∈ A0(R)0 , k ∈ K , HG(a) = 0 , β(H0(a)− T1) > 0 ∀β ∈ ∆0}

に含まれる. 基本領域の元 x = pakの pと kはコンパクトな領域を動くのだからカスプ
との距離は aにのみ依存している. H0(x) = H0(a) ∈ aG0 であり, Siegel set上H0(a)は
図 3の影の範囲を動く. 基本領域の元 x = pakはH0(a)が T1から離れるほどカスプに
近づく. 続いて τ̂P (HP (a) − T )をH0(a) ∈ aG0 についての関数とみて, そのサポートを
図 4の影で表した. 最後に (−1)dim aGP に注意すると, 切り取られた領域は図 5の影のよ
うになる. 図より切り取られた領域がコンパクトになっていることが明らかに分かる。
つまり修正の雰囲気は x ∈ G(Q)\G(A)1の基本領域上で動く範囲が図 5のコンパクト
な領域に含まれていると思うことができる.

3 (G,M)-family

このセクションでは [A1, §.17]や [A2, A5, A6, A7]の中で述べられている (G,M)-

familyについて説明する. 定理 2.5の等式をより詳しく知るためには, Jo(f)と Jχ(f)を
細かく展開する必要がある. 細かく展開するためにも, また展開したときに現れる重み
付き軌道積分と重み付き指標の性質を理解するためにも, (G,M)-familyの概念が重要
となる.

3.1 cP (λ)と cM(λ)と c′P (λ)

まずM ∈ Lを一つ固定する. P ∈ P(M)について,

(a∗M)+P = {a ∈ a∗P | ⟨α∨ , a⟩ > 0, ∀α∨ ∈ ∆∨
P}
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と置く. P , P ′ ∈ P(M)が adjacentであるとは, a+P と a+P ′が余次元 1の共通のwallを持
つことをいう. 各 P ∈ P(M)に対して cP (λ)を λ ∈ ia∗M についての滑らかな関数とす
る. そのような関数の集まり

{ cP (λ) | P ∈ P(M) }

が (G,M)-familyであるとは, PとP ′がadjacentであるような任意のペアP , P ′ ∈ P(M)

について

cP (λ) = cP ′(λ) , ∀λ ∈ (i(a∗M)+Pと i(a∗M)+P ′のwallのなす超平面)

が成り立つことを意味する. 以下, {cP (λ) |P ∈ P(M)}を (G,M)-familyと仮定する.

サブサブセクション 2.1において aG, aM , a∗G, a
∗
M上のハール測度を固定したので, aGM

と (aGM)∗上のハール測度もすでに固定されていることに気をつけよう. Z(∆∨
P )を∆∨

P で
生成される aGM の格子とする. 次に,

θP (λ) = vol(aGM/Z(∆∨
P ))

−1
∏

α∈∆P

λ(α∨) , λ ∈ ia∗M

と λの斉次多項式 θP (λ)を定める. そして,

cM(λ) =
∑

P∈P(M)

cP (λ)

θP (λ)

と置く.

補題 3.1. 関数 cM(λ)は λ ∈ ia∗M 上の滑らかな関数に拡張される.

後で cM(λ)の λ = 0での値に注目することになる. そのため, cM(λ)の λ = 0での値
を cM と書く. つまり, cM = cM(0)と置く.

P ∈ P(M)と P ⊂ QとなるQ ∈ F(M)とについて

θ̂QP (λ) = vol(aQP /Z((∆̂
Q
P )

∨))−1
∏

ϖ∈∆̂Q
P

λ(ϖ∨) , λ ∈ ia∗M

と置く. 当然 θ̂QP (λ)は λに関する多項式である. 直和分解 a∗M = (aQP )
∗ ⊕ a∗Q による

λ ∈ ia∗M の ia∗Qへの射影の像を λQとする. 関数 cP の ia∗Qへの制限を cQとする. つまり
cQ = cP |ia∗Qと置いた. そして,

c′P (λ) =
∑
Q⊃P

(−1)dim aQP cQ(λQ) θ̂
Q
P (λ)

−1 θQ(λQ)
−1

と置く.

補題 3.2. 関数 c′P (λ)は λ ∈ ia∗M 上の滑らかな関数に拡張される.

この場合も c′P (λ)の λ = 0での値を c′P と書く. つまり, c′P = c′P (0)と置く.
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3.2 (G,M)-familyの例

x ∈ G(A)と P ∈ P(M)について, λ ∈ ia∗M 上の関数 vP (λ, x)を

vP (λ, x) = e−λ(HP (x))

によって定める. −HP (x) ∈ aGM に注意する.

補題 3.3. 固定した x ∈ G(A)について, {vP (λ, x) |P ∈ P(M)}は (G,M)-familyと
なる.

そのため,

vM(λ, x) =
∑

P∈P(M)

vP (λ, x)

θP (λ)

と置くと, 関数 vM(λ, x)は λ ∈ ia∗M 上の滑らかな関数となり, 極限

vM(x) = lim
λ→0

vM(λ, x)

は値を持つ. 特にvM(x)はaGM上の点−HP (x), P ∈ P(M)を結ぶことで得られる convex

hullの体積と一致することが知られている. そして, 幾何サイドの重み付き軌道積分の
重み因子として現れる.

H, X ∈ aG0 についての関数 Γ′
P (H,X)を等式

τ̂P (H −X) =
∑
Q⊃P

(−1)dim aGQ τ̂QP (H) Γ′
Q(H,X)

を用いて dim aGP に関して帰納的に定義する. もちろん, Γ′
P (H,X)はHとXの aGP への

射影にのみ依存している.

補題 3.4. 任意に固定したXと P について関数H 7→ Γ′
P (H,X)はH ∈ aGP に関してコ

ンパクトサポートを持つ. そして, 関数

X 7→
∫
aGP

Γ′
P (H,X)dH, X ∈ aGP

はXに関する dim aGP 次の斉次多項式となる.

関数 Γ′
P (H,X)はテスト関数へのG(A)の共役の作用を考えたときに, 跡公式に自然

に現れる. ここで

v′P (λ, x) =
∑
Q⊃P

(−1)dim aQP vQ(λQ, x) θ̂
Q
P (λ)

−1 θQ(λQ)
−1

と置くと,

v′P (λ, x) =

∫
aGP

Γ′
P (H,−HP (x)) e

λ(H)dH

が成り立つことが知られている.
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3.3 (G,M)-familyに関する公式

(G,M)-family {cP (λ) |P ∈ P(M)}から別の familyを作ろう. 任意にQ ∈ F(M)を一
つ固定する. MQの放物型部分群R ∈ PMQ(M)に対して, Q(R) ⊂ QかつQ(R)∩MQ =

Rを満たす唯一のQ(R) ∈ P(M)が存在する. これより, λ ∈ ia∗M 上の関数 cQR(λ)を

cQR(λ) = cQ(R)(λ)

によって定義する. そして, このとき {cQR(λ) |R ∈ PMQ(M)}は (MQ,M)-familyとなる.

次に任意にL ∈ L(M)を一つ固定する. Q ∈ P(L)に対して, λ ∈ ia∗L上の関数 cQ(λ)を,

P ⊂ Qとなる P ∈ P(M)を使って

cQ(λ) = cP (λ)

と定義する. この値は P の選択に依存しない. このとき, {cQ(λ) |Q ∈ P(L)}は (G,L)-

familyとなる. 最後に, {dP (λ) |P ∈ P(M)}も (G,M)-familyとして, λ ∈ ia∗M 上の関
数 (cd)P (λ)を

(cd)P (λ) = cP (λ) dP (λ)

と定義する. このとき, {(cd)P (λ) |P ∈ P(M)}も (G,M)-familyである.

補題 3.5. λ ∈ ia∗M について

(cd)M(λ) =
∑

Q∈F(M)

cQM(λ) d′Q(λQ)

が成り立つ. 特に
(cd)M =

∑
Q∈F(M)

cQM d′Q

を得る.

k1をQの拡大体とする. k1 = Qでも良い. M はGの k1上の Levi部分群M1を含
むと仮定する. k1上定義されるM1上の指標X(M1)k1を考えれば, aM1等が同様に定義
できることが分かる. そして, aM は aM1 の部分空間となる. {cP1(λ) |P1 ∈ P(M1)}を
(G,M1)-familyと仮定する. さらに, P ∈ P(M)に関して, λ ∈ ia∗M 上の関数 cP (λ)を,

P1 ⊂ P となる P1 ∈ P(M1)を使って

cP (λ) = cP1(λ)

と定義する. この値は P1の選択に依存しない. そして, {cP (λ) |P ∈ P(M)}は (G,M)-

familyとなる. 各L1 ∈ L(M1)について aL1
M1
上のハール測度を固定する. 各L1 ∈ L(M1)

に対する正の実数 dGM1
(M,L1)を次のように定義する. まず自然な写像

aMM1
⊕ aL1

M1
→ aGM1
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が同型でないならば, dGM1
(M,L1) = 0と定める. もしその写像が同型ならば,

(aGM1
上のハール測度) = dGM1

(M,L1)× (aMM1
⊕ aL1

M1
上のハール測度)

によって dGM1
(M,L1)を定める. さらに aMM1

上に一つの小さいベクトル ξを固定する. も
しL1 ∈ L(M1)かつ dGM1

(M,L1) ̸= 0であるなら, ξ + aGM と aGL1
は一つの点で交わる. あ

る唯一のQ1 ∈ P(L1)が存在して, その点が a+Q1
に属する. つまり, ベクトル ξによって,

L1 ∈ L(M1), d
G
M1

(M,L1) ̸= 0に対してQ1 ∈ P(L1)を一つ定めることができる.

補題 3.6. λ ∈ ia∗M について

cM(λ) =
∑

L1∈L(M1)

dGM1
(M,L1) c

Q1

M1
(λ)

が成り立つ. 特に
cM =

∑
L1∈L(M1)

dGM1
(M,L1) c

Q1

M1

が成り立つ.

この補題の k1 = Q, G = G×G,M1 = M =M×Mの場合を考えよう. M =M×M
にM を対角に埋め込んで, M ⊂ Mとする. このとき, aM も aM = aM ⊕ aM への対角
の埋め込みにより, aM を aMの部分空間となる. そして, Gの L(M)に属する Levi部
分群はペア L = (L1, L2), L1, L2 ∈ L(M)によって与えられる. さらに

dGM(M,L) = 2
1
2
dim aGM dGM(L1, L2)

が成り立つ. 一方で, P = (Q,Q) ∈ P(M), Q ∈ P(M)と λ ∈ a∗M について

θP (λ) = 2
1
2
dim aGMθQ(λ)

となることにも注意したい. これより下の補題で 2
1
2
dim aGM が現れない. 小さいベクト

ル ξ ∈ aMM を一つ固定する. この ξ によりペア (L1, L2) ∈ L(M), L1, L2 ∈ L(M),

dGM(L1, L2) ̸= 0からペア (Q1, Q2) ∈ P(M), Q1 ∈ P(L1), Q2 ∈ P(L2)への対応を得る.

aMM = {(H,−H) |H ∈ aM}

であり, aL1
M ⊕ aL2

M = aGM なので,

ξ =
1

2
ξ1 −

1

2
ξ2, ξ1 ∈ aL1

M , ξ2 ∈ aL2
M

と書くことができ,

ξ1 ∈ a+Q1
and ξ2 ∈ a+Q2

が成り立つ.
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補題 3.7. λ ∈ ia∗M について

(cd)M(λ) =
∑

L1, L2∈L(M)

dGM(L1, L2) c
Q1

M (λ) dQ2

M (λ)

が成り立つ. 特に
(cd)M =

∑
L1, L2∈L(M)

dGM(L1, L2) c
Q1

M dQ2

M

が成り立つ.

3.4 GL(3)の場合

まず x ∈ G(A)1を一つ固定する. s ∈ W0に対して

Ys = −HsP0(x) ∈ aG0

と置く. この Ysを具体的に計算することで, 跡公式の幾何サイドに関連する (G,M)-

familyの例
{ vsP0(λ, x) = eλ(Ys) | s ∈ W0}

の雰囲気を説明したい. (sα)(wsaw
−1
s ) = α(a), α ∈ a∗0, a ∈ A0を思い出せば

⟨s−1HsP0(wsxw
−1
s ), α⟩ = ⟨H0(x), α⟩

が示せるので,

HsP0(x) = sH0(w
−1
s x) (3.1)

が成り立つことに注意しよう.

x = mnk ∈ G(A)1 , m ∈M0(A) , n =

1 n12 n13

0 1 n23

0 0 1

 ∈ NP0(A) , k ∈ K

と記号を定める. Ysの計算を始める前に次の補題を与えておく.

補題 3.8. n ∈ Cについて(
1 0

n 1

)
=

(
(1 + |n|2)−1/2 0

0 (1 + |n|2)1/2

)(
1 n

0 1

)
1

(1 + |n|2)1/2

(
1 −n
n 1

)
が成り立つ. F を標数 0の非アルキメデス的局所体とし, Oをその整環, πを素元とす
る. eが 0より大きい整数のとき, n ∈ π−eO×について(

1 0

n 1

)
=

(
πe 0

0 π−e

)(
1 π−2e n−1

0 1

)(
0 −π−e n−1

πe n πe

)
が成り立つ.
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どちらも直接計算で簡単に証明できる. Iwasawa分解になっていることに気をつけよ
う. n = (nv) ∈ Aに対して

ψ(n) =
∑
v

ψv(nv) , ψ∞(n∞) = log(1 + n2
∞)1/2 , ψv(nv) = max{log |nv|v , 0} if v <∞

とA上の関数 ψを定める. ただし, v <∞について ψv(0) = 0とする.

まず (12)について考えよう. m ∈ M0(A)についてHsP0(m) = H0(m)なのだから,

(3.1)より

Y(12) − Ye = −(12)H0(

 1 0 n23

n12 1 n13

0 0 1

) = −(12)H0(

 1 0 0

n12 1 0

0 0 1

)

を得る. よって補題 3.8より

Y(12) = −ψ(n12)(e1 − e2) + Ye

が得られた. これにより Yeと Y(12)の位置関係が分かる. 特に (12)で固定される直線
aGM12

と点 Yeと点 Y(12)を結ぶ直線が垂直に交わることが分かる. 他の場合も同様に補題
3.8より計算できる. n1 = (n1,v), n2 = (n2,v) ∈ Aに対して

ψ(n1, n2) =
∑
v

ψv(n1,v, n2,v) , ψ∞(n1,∞, n2,∞) = log(1 + n2
1,∞ + n2

2,∞)1/2 ,

ψv(n1,v, n2,v) = max{log |n1,v|v , log |n2,v|v , 0} if v <∞

とA上の関数 ψを定める. このとき, 以下のようになる.

Y(12) − Ye =− ψ(n12)(e1 − e2) ,

Y(23) − Ye =− ψ(n23)(e2 − e3) ,

Y(123) − Ye =ψ(n12)(e2 − e3)− ψ(n12, n13)(e1 − e3) ,

Y(132) − Ye =ψ(n23)(e1 − e2)− ψ(n13 − n12n23, n23)(e1 − e3) ,

Y(13) − Ye =− ψ(n12, n13)(e1 − e2)− ψ(n13 − n12n23, n23)(e2 − e3) .

図の記述を簡単にするためα12(−H0(x)) > 0かつα23(−H0(x)) > 0を仮定すると, 上の
計算結果から Convex hullの図 6が得られる. これらの結果や図からも分かるように,

P = sP0 ∈ P に対して, α ∈ ΦP と adjacentなペア sαP と P について, 非負整数 rαが
存在して,

Ys − Ysαs = rα α
∨

が成り立つことが分かる (cf. [A2]). 先に述べたように, このConvex hullの内部の体積
と vM0(x)の値が一致することが知られている.
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図 6: Convex hull

Ye

Y(12)

Y(23)

Y(123)

Y(132)

Y(13)

次に Γ′
P (H,X)を P = P0, P1, P2, Gに対して計算しよう (他の場合も同様に計算で

きる).

H =H1(e1 − e2) +H2(e2 − e3) ∈ aG0

X =X1(e1 − e2) +X2(e2 − e3) ∈ aG0

と記号を定める. 明らかに任意のH, X ∈ aG0 について

Γ′
G(H,X) = 1

である. 続いて定義から

τ̂P1(H −X) = τ̂P1(H) Γ′
G(H,X)− τ̂MP1

(H) Γ′
P1
(H,X)

であり,

τ̂P1(H) =

{
1 if H2 > 0 ,

0 otherwise
, τ̂MP1

(H) = 1

なので

Γ′
P1
(H,X) =

{
1 if 0 < H2 ≤ X2 ,

0 otherwise

を得る. 同様に

Γ′
P2
(H,X) =

{
1 if 0 < H1 ≤ X1 ,

0 otherwise

が示せる. 定義より

τ̂P0(H −X) =τ̂P0(H) Γ′
G(H,X)− τ̂

MP1
MP1

∩P0
(H) Γ′

P1
(H,X)

− τ̂
MP2
MP2

∩P0
(H) Γ′

P2
(H,X) + τ̂MP0

(H) Γ′
P0
(H,X)
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図 7: Γ′
P0
(H,X)のサポート

X

であり,

τ̂P0(H) =

{
1 if H1 > 0 and H2 > 0 ,

0 otherwise
, τ̂MP0

(H) = 1 ,

τ̂
MP2
MP1

∩P0
(H) =

{
1 if H1 − 1

2
H2 > 0 ,

0 otherwise
, τ̂

MP2
MP2

∩P0
(H) =

{
1 if − 1

2
H1 +H2 > 0 ,

0 otherwise

が成り立つ. そのため,

Γ′
P0
(H,X) =

{
1 if 0 < H1 ≤ X1 , 0 < H2 ≤ X2 , H2 < 2H1 , and H1 < 2H2 ,

0 otherwise

が成り立つ. よって, X を固定して Γ′
P0
(H,X)をH ∈ aG0 に関する関数とみると, その

サポートは図 7の影のようになることが分かる. 特に図 6の convex hullの図を見れば,

X = Yeとしたとき, その Yeから出ている直線と aGP1
と aGP2

で囲まれた図形と一致する
ことが分かると思う.

補題 3.5の二つ目の公式を図で見てみよう. 元 xとは異なるもう一つの元 x′ ∈ G(A)1

を一つ固定する. 同様に s ∈ W0に対して

Zs = −HsP0(x
′) ∈ aG0

と置く.

csP0(λ) = eλ(Ys) , dsP0(λ) = eλ(Zs)

とすると, 二つの (G,M)-family {cP (λ) |P ∈ P}, {dP (λ) |P ∈ P}が得られる. そして,

それらの積から得られる (G,M)-family {(cd)P (λ) |P ∈ P}が

(cd)sP0(λ) = eλ(Ys+Zs)
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図 8: Convex hull II

Ye

Y(12)

Y(23)

Y(123)

Y(132)

Y(13)

Ye + Ze

Y(12) + Z(12)

Y(23) + Z(23)

Y(123) + Z(123)

Y(132) + Z(132)

Y(13) + Z(13)

d′P0

cP1
M0

d′P1

で定められる. Ysと Ys + Zsから得られる convex hullを図 8に描いた. 補題 3.5より,

(cd)M0 =c
G
M0

+ cP1
M0
d′P1

+ c
(13)P1

M0
d′(13)P1

+ c
(23)P1

M0
d′(23)P1

+ cP2
M0
d′P2

+ c
(12)P2

M0
d′(12)P2

+ c
(13)P2

M0
d′(13)P2

+
∑
s∈W0

d′sP0

となる. もちろん (cd)M0は Ys + Zsの convex hullの内部の体積になる. 図 8を見れば,

この公式が図における Ys + Zsの convex hullの分割に対応していることは明らかだと
思う.

補題 3.6と 3.7の公式に関しても同様に図を使って考えることができる. この原稿に
は書かないが, 読者の方で興味のある方はぜひ図を描いてみてほしい.

4 細かい展開
このセクションでは [A1, §.18, 19, 20, 21]において説明されている Jo(f)と Jχ(f)の
細かい展開について述べる. これらの結果に関するアーサーの論文に関しては [A1]を
参照されたい.
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4.1 幾何サイド

Jo(f)を重み付き軌道積分の和に細かく展開しよう. まずは記号を定めていく.

Sを素点の有限集合とし, ∞ ∈ Sとする. そして,

G(QS) =
∏
v∈S

G(Qv)

と置く. G(QS)
1 = G(QS) ∩G(A)1とし, C∞

c (G(QS)
1)はG∞

c (G(QS))の関数をG(QS)
1

へ制限して得られる関数から成る空間とする. χvをKvの特性関数とし, χS =
∏

v ̸∈S χv

と置く. このとき, C∞
c (G(QS)

1)から C∞
c (G(A)1)への単射が f → fχS で与えられる.

そこで, C∞
c (G(QS)

1)とこの単射の像を同一視する.

元 γ ∈ G(Q)について, Gγ,+をQ上定義される γのGにおける中心化群とする. そ
して, Gγを 1を含むGγ,+の連結成分とする.

元 γ = (γv) ∈M(Q)を一つ固定する. σvを γvの Jordan分解の semisimple partとす
る. まずGγ ⊂M となる場合には, f ∈ C∞

c (G(QS))について,

JM(γ, f) =
∣∣∣∏
v∈S

det(1− Ad(σv))g/gσv

∣∣∣1/2 ∫
Gγ(QS)\G(QS)

f(x−1γx) vM(x) dx

と JM(γ, f)を定義する. 次に Gγ ̸⊂ M の場合には, ある標準的な関数 rLM(γ, a), L ∈
L(M), a ∈ AM(QS)が存在して, aはGaγ ⊂ M ⊂ Lを満たしながら動くようにしする
ことで上の場合に定義された JL(aγ, f)よって,

JM(γ, f) = lim
a→1

∑
L∈L(M)

rLM(γ, a) JL(aγ, f)

と JM(γ, f)が定義される.

S = S1 ∪ S2 (disjoint union) と二つの集合に分け,

f = f1 f2 , f1 ∈ C∞
c (G(QS1)) , f2 ∈ C∞

c (G(QS2)) ,

γ = γ1 γ2 , γ1 ∈ G(QS1)) , γ2 ∈ G(QS2)

と仮定する. このとき, Gγ ⊂M の場合には, JM(γ, f)の定義と補題 3.7より

JM(γ, f) =
∑

L1,L2∈L(M)

dGM(L1, L2) J
L1
M (γ1, fQ1) J

L2
M (γ2, fQ2)

が成り立つ. ただし, (L1, L2)に (Q1, Q2)が対応しており, r = 1 or 2について, KSr =∏
v∈Sr

Kvとし,

fr,Qr(m) = δQ(m)1/2
∫
KSr

∫
NQr (QSr )

fr(k
−1mnk) dn dk , m ∈MQr(QSr) ,

と置いた. この公式を帰納的に使えば各素点上の積分の積に分解できることが分かる.

元 γ ∈ G(Q)を一つ固定する. σを γの Jordan分解における semi-simple partとす
る. γと γ′が (G,S)-同値であるとは, 次の条件 (i)と (ii)が成り立つことを意味する.

32



(i) σと δ−1γ′δの semi-simple partが一致するような δ ∈ G(Q)が存在する.

(ii) ユニポテント σ−1γと σ−1δ−1γ′δはGσ(QS)において共役である.

(UGσ(Q))Gσ ,S を Gσ(Q)のユニポテント元全体における (Gσ, S)-同値類の集合とする.

(UGσ(Q))Gσ ,Sは有限集合であることに注意する.

定理 4.1. O-同値類 ounipをG(Q)のユニポテント元全体の集合とする. 無限素点∞を
含む任意の素点の有限集合Sについて, G, S, u ∈ (UG(Q))G,Sによって唯一に定まる定
数 aG(S, u)が存在して, 任意の f ∈ C∞

c (G(QS)
1)について

Jounip(f) =
∑
M∈L

|WM
0 | |WG

0 |−1
∑

u∈(UM (Q))M,S

aM(S, u) JM(u, f)

が成り立つ. さらに任意の Sに対して

aM(S, 1) = vol(M(Q)\M(A)1)

が成り立つ.

さらにこの定理をすべてのO-同値類に対して拡張した結果を紹介しよう. 次のよう
に記号を定める.

εG(σ) =

{
1 if AGσ = AG ,

0 otherwise.

ιG(σ) = Gσ,+(Q)/Gσ(Q) .

そして,

aG(S, γ) = εG(σ) |ιG(σ)|−1
∑

u∈(UGσ (Q))Gσ,S/∼

aGσ(S, u)

と置く. 特に γが semi-simpleならば

aG(S, γ) = εG(σ) |ιG(σ)|−1 vol(Gγ(Q)\Gγ(A)1)

となる. (M(Q) ∩ o)M,SをM(Q) ∩ oにおける (M,S)-同値類の有限集合とする.

定理 4.2. 任意のO-同値類 oに対して, 無限素点∞を含むある素点の有限集合 Soが存
在して, 任意の S ⊃ Soと任意の f ∈ C∞

c (G(QS)
1)について

Jo(f) =
∑
M∈L

|WM
0 | |WG

0 |−1
∑

γ∈(M(Q)∩o)M,S

aM(S, γ) JM(γ, f)

が成り立つ.

33



4.2 スペクトルサイド

L2
disc(MP (Q)\MP (A)1) = ⊕

π∈M̂(A)1mdisc(π) · πとする. ただし, mdisc(π) ∈ Z≥0は π

の重複度とする. π ∈ M̂P (A)1について, HP,πを ϕ ∈ HP で ϕx ∈ mdisc(π) · πとなるも
の全体の空間とする. そして, HP,χ,π = HP,χ ∩HP,πと置く. このとき,

HP,χ =
⊕

π∈M̂P (A)1

HP,χ,π

と直和分解する. IP,χ(λ)のHP,χ,πへの制限を IP,χ,πと書く. 次にW (M) = WG(M) =

W (aM , aM)とする. 例えばG = GL(3)の場合,

WM12(M) =

{
{e , (12)} ifM =M0,

{e} ifM =M12

となる. s ∈ W (M)で固定される部分空間を asM = {H ∈ aM | t(H) = H}と置く. 有限
群WL(M)の正則元から成る部分集合WL(M)regが

WL(M)reg = {t ∈ WL(M) | atM = aL}

と定義される. スペクトルサイドの細かい展開の記述のために, 最後に intertwing

operator の記号を定めよう. P , Q ∈ P(M), s ∈ W (M), λ ∈ ia∗M に対して, ユ
ニタリ表現 (IP (λ),HP )と (IQ(sλ),HQ)に対して, ある unitary intertwing operator

MQ|P (s, λ) : HP → HQが存在する. MQ|P (λ) = MQ|P (1, λ), MP (s, 0) = MP |P (s, λ)と
置く. MP |P (s, λ)は λから独立していることに注意する.

MQ(Λ, λ, P ) =MQ|P (λ)
−1MQ|P (λ+ Λ) , Λ ∈ ia∗M , Q ∈ P(M)

と置くと,

{MQ(Λ, λ, P ) |Q ∈ P(M)}

はΛ ∈ ia∗M についての (G,M)-familyとなり,

ML(λ, P ) = lim
Λ→0

∑
Q∈P(L)

MQ(Λ, λ, P ) θQ(Λ)
−1

が定義される.

H(G(A)1) = {f ∈ C∞
c (G(A)1) | f はK-有限 }

とする. 次の公式が Jχ(f)の細かい展開である.

定理 4.3. 任意の f ∈ H(G(A)1)について

Jχ(f) =
∑

M∈L(M0)

∑
L∈L(M)

∑
π∈M̂(A)1

∑
s∈WL(M)reg

|WM
0 | |W0|−1 | det(s− 1)aGM |−1

×
∫
ia∗L/ia

∗
G

tr(ML(λ, P )MP (s, 0) IP,χ,π(λ, f))dλ

が成り立つ.
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4.3 GL(3)の場合

GL(3)の Jo(f)について具体例を与える.

γ =

a1 0 0

0 a2 0

0 0 a3

 ∈M0(Q) , a1 ̸= a2 , a1 ̸= a3 , a2 ̸= a3

とする. 明らかにGγ =M0となる. γの属するO-同値類 oは γのG(Q)-共役類である.

Sを Soを含む十分大きい素点の有限集合とする. 定義より

JM0(γ, f) = DS(a1, a2, a3)

∫
M0(QS)\G(QS)

f(x−1γx) vM0(x) dx,

DS(a1, a2, a3) =
∏
v∈S

|a−1
1 a3(1− a1a

−1
2 )(1− a2a

−1
3 )(1− a1a

−1
3 )|v

となる. サブセクション 3.4を見れば, vM0(x)の値が分かる. M ∈ L, M ̸= M0につい
て, M(Q) ∩ oの元 σはAMσ = AM を満たさないことに気をつければ, 定理 4.2より

Jo(f) = vol(Gγ(Q)\Gγ(A)1) JM0(γ, f)

を得る. このようなO-同値類 oに関しては JT
o (f)を直接に計算することでも上の等式

は得られる (cf. [A1, §.11]).
次に Jounip(f)を定理 4.2に従って書き下してみよう.

Jounip(f) =
1

6
vol(M0(Q)\M0(A)1) JM0(1, f)

+
1

3

{
vol(M12(Q)\M12(A)1) JM12(1, f) + aM12(S, u12) JM12(u12, f)

}
+

1

3

{
vol(M13(Q)\M13(A)1) JM13(1, f) + aM13(S, u13) JM13(u13, f)

}
+

1

3

{
vol(M23(Q)\M23(A)1) JM23(1, f) + aM23(S, u23) JM23(u23, f)

}
+ vol(G(Q)\G(A)1) JG(1, f) + aG(S, u1) JG(u1, f) + +aG(S, u2) JG(u2, f),

u12 =

1 1 0

0 1 0

0 0 1

 , u13 =

1 0 1

0 1 0

0 0 1

 , u23 =

1 0 0

0 1 1

0 0 1

 ,

u1 =

1 1 0

0 1 0

0 0 1

 , u2 =

1 1 0

0 1 1

0 0 1


と展開される.
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