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概要

栗原将人氏は，論文 [Ku]において，イデアル類群に付随する岩澤加群のマイナスパートの高次 Fittingイデ

アルを決定することで，総実代数体上の岩澤主予想（マイナスパート）の精密化を行うことに成功した．本稿で

紹介する筆者の研究は，Q(µp) の円分 Zp 拡大に沿ったイデアル類群に付随する岩澤加群のプラスパートの高

次 Fittingイデアルにおいて，栗原氏の結果のプラスパート版の構築を試みたものである（[Oh]参照）．プラス

パートに関しては，高次 Fittingイデアルを完全に決定することまではできていないが，円単数の Euler系を用

いて，高次 Fittingイデアルの大きさの評価を与えるような岩澤代数のイデアルを構成して，岩澤主予想（プラ

スパート）の精密化と見なせる結果を得ることができた．本稿では，この結果の紹介を行いたい．

1 主定理

1.1 岩澤代数とその加群

主定理を述べるために，本稿で扱う岩澤代数及び加群のセッティングを行いたい．

pを奇素数とし，以下固定する．Fm := Q(µm+1
p )とおく．このとき，

Gal(F∞/Q) = lim←−Gal(Fm/Q) ≃ (Z/pm+1Z)× = Z×
p = µp−1 × (1 + pZp)

であるから，∆ := Gal(F0/Q)，Γm := Gal(Fm/F0)（m ≥ 0）とおくと，

Gal(F∞/Q) ≃ ∆× Γ0, (∆ ≃ µp−1, Γ0 ≃ 1 + pZp ≃ Zp)

と直積分解する．

本稿で扱う岩澤代数は，完備群環

Λ := Zp[[Gal(F∞/Q)]] := lim←−Zp[Gal(Fm/Q)] = Zp[[Γ0]][∆]

である．群 ∆は位数が p− 1（特に pと互いに素）の Abel群であるから，環の直積分解

Λ = Zp[[Γ0]][∆] =
∏
χ∈∆̂

Λχ (∆̂ := Hom(∆, µp−1))
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が得られる．ここで，各 χ ∈ ∆̂に対して，Λχ は Λ = Zp[[Γ0]][∆]の冪等元

ϵχ :=
1

p− 1

∑
σ∈∆

χ(σ)−1σ

を用いて，Λχ := ϵχΛ で定義される Λ代数である．Λχ は，Zp[[Γ0]]と同型な環であり，指標 χによる群 ∆の

作用を持つ．

次に，本稿で扱う加群を定義したい．Am を Fm のイデアル類群 ClFm の p-Sylow部分群とし，ノルム写像

による射影系 {Am}m>0 の射影極限を X とおく．このとき，X は自然に岩澤代数 Λ上の加群とみなせる．各

指標 χ ∈ ∆̂に対して，Xχ := X ⊗Λ Λχ とおく．Xχ は有限生成ねじれ Λχ 加群であることが知られている．

本稿の主定理は，非自明な (1でない)偶指標 χ ∈ ∆̂ についての，Λχ 加群 Xχ の構造に関する結果である．

1.2 主定理

栗原氏は，論文 [Ku]において，（総実代数体上のセッティングで）奇指標 χ ∈ ∆̂に関するXχ の高次 Fitting

イデアルをを次の意味で完全に決定した：

「Stickelberger元」と呼ばれるゼータ関数に由来する Galois群の群環の元を用いて，「高次 Stickelberger

イデアル」と呼ばれる Λχ のイデアル Θi,χ（i ≥ 0）を構成し，各 i ≥ 0に対して，

FittΛχ,i(Xχ) = Θi,χ

であることを証明した．

これは，岩澤主予想の強力な精密化である．（高次 Fittingイデアルの定義に関しては，§付録 A参照．）

概要（§1）で述べたとおり，本稿の主定理は，この結果の「プラスパート」版に関するものである．指標 χ ∈ ∆̂

が偶指標であるときは，奇指標のときには出てこないような技術的な困難が現れるため，Xχ の高次 Fittingイ

デアルを完全に決定することまでは，未だ達成できていないが，以下で述べるように，高次 Fittingイデアルの

（非自明な）評価を与えるあるイデアルを，円単数を用いて構成することができた．それが本稿の主結果である．

χ ∈ ∆̂を 1でない任意の偶指標とする．Xχ の最大擬零部分 Λχ 加群を Xfin,χ と置き，X ′
χ := Xχ/Xfin,χ と

置く．本来の主たる興味は，Xχ の構造にあるのだが，技術的な問題により，X と同じ擬同型類に属する，より

扱い易い加群X ′
χ の研究を行う．（「擬同型類を記述することが目標である」という立場から研究を行うのであれ

ば，このように Xχ を X ′
χ に取り換えても問題はない．）

本稿 §2.2では，各非負整数 iに対して，高次 Stickelbergerイデアルのプラスパート版の対応物になるような

Λχ のイデアル Ci,χ を，Stickelberger元の代わりに円単数を用いて構成する．次の定理（本稿の主定理）が主

張するように，これらのイデアル Ci,χ は，{FittΛχ,i(X ′
χ)}i≥0 の上界を与えるものである．

定理 1.1. χを 1でない ∆の指標とする．Λχ 加群 Xfin,χ の零化元（annihilator）全体を annΛχ(Xfin,χ)とお

く．このとき，次が成立する．

(i) C0,χ ⊆ FittΛχ,0(X ′
χ).

(ii) 任意の i ≥ 0に対して，annΛχ(Xfin,χ) FittΛχ,i(X ′
χ) ⊆ Ci,χ．

主定理に関して，いくつか注意を述べておく．

注意 1.2. annΛχ(Xfin,χ)は指数有限な Λχ のイデアルであるので，この「誤差」は Xχ の「擬同型類を記述す

ることが目標である」という立場でみれば無視できるものである．マイナスパートでは，Xfin,χ = 0であり，こ

のような「誤差」も現れない．

注意 1.3. 定理の i = 0に関する主張は岩澤主予想と同値であるので，定理は岩澤主予想の精密化になっている．
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注意 1.4. χ = 1のときは，X1 = X ′
1 = {0}であることが知られている．

注意 1.5. 「χが偶指標のとき，必ず Xχ = 0となるのではないか？」（Vandever予想）という予想や，「χが

偶指標のとき，必ず Xχ = Xfin,χ となるのではないか？」（Greenberg予想）という予想があり，これらの予想

が正しければ，本稿の主定理は自明である．

2 イデアル Ci の構成

2.1 円単数

前節で言及したように，高次 Stickelbergerイデアルのプラスパート版の対応物高次円分イデアルは，円単数

を用いて構成される．ここでは，高次円分イデアルの定義をするための円単数に関する準備を行う．本分節の

ゴールは，円単数の Kolyvagin derivative と呼ばれる元 κn
m,N (ξ) ∈ Fm(n)×/(Fm(n)×)pN

を定義することで

ある．

整数 eを，Zp
× の位相的生成元になるようにとって固定する．正の整数 N に対して，

SN :=
{
ℓ | ℓは eを割り切らない素数で，ℓ ≡ 1 (mod pN )を満たすもの

}
,

NN :=
{ r∏

i=1

ℓi | r > 0, ℓi ∈ SN (i = 1, . . . , r), and ℓi ̸= ℓj if i ̸= j
}
∪ {1},

と置く．

定義 2.1. n ∈ NN と ζ ∈ µpm+1n\{1}に対して，

cyc(ζ) :=
ζ−e/2 − ζe/2

ζ−1/2 − ζ1/2
∈ Fm(n)

とおく．ここで，ζ1/2 は，2乗して ζ になる唯一の µpm+1n の元（群 µpm+1n の位数が奇数であることに注意）

であり，Fm(n)は Fm = Q(µpm+1n)の最大実部分体である． 特に，Fm := Fm(1)と置く．

任意の非負整数mと n =
∏r

i=1 ℓi ∈ NN に対して，HFm,n := Gal
(
Fm(n)/Fm

)
とおく．このとき，次の様

な自然な同型がある：
HFm,n := Gal

(
Fm(n)/Fm

)
≃ Hℓ1 × · · · ×Hℓr .

定義 2.2. n ∈ NN とし，nは n =
∏r

i=1 ℓi と素因数分解されるとする．このとき，各 ℓi に対して，

Dℓi :=
ℓi−2∑
k=1

kσk
ℓi
∈ Z[Hℓi ] ⊆ Z[Hn]

とおき，

Dn :=
r∏

i=1

Dℓi ∈ Z[Hn].

とおく．

補題 2.3. n ∈ NN とする．このとき，自然な準同型

F×
m/(F×

m)pN // [Fm(n)×/(Fm(n)×)pN ]Hn

は同型である．ここで，
[
Fm(n)×/(Fm(n)×)pN ]Hn は，Fm(n)×/(Fm(n)×)pN

の Hn-不変な元のなす集合で

ある．
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補題 2.4. n ∈ NN とし，ℓ ∈ SN を nの素因子とする．ξ ∈ µn を 1の原始 pm+1n乗根とするとき，cyc(ξ)Dn

の Fm(n)×/(Fm(n)×)pN

における像は Hn-不変である．

定義 2.5. n ∈ NN とし，ξ ∈ µpm+1n を 1の原始 pm+1n乗根とする．このとき，補題 2.3及び補題 2.4により，

F×
m/(F×

m)pN

の元で，Fm(n)×/(Fm(n)×)pN

における像が，cyc(ξ)Dn の像と一致するものがただひとつ存在す

る．この Fm(n)×/(Fm(n)×)pN

の元を κn
m,N (ξ)とおく．

2.2 イデアル Ci の定義

まず，mと N を固定して議論する．Rm,N := (Z/pNZ)[Gal(Fm/Q)] とおく．

定義 2.6. n ∈ NN とする．{κm,N (ξ) | ξ ∈ µn} で生成される F×
m/(F×

m)pN

の部分 Rm,N 加群を Wn
m,N と

おく．

プラスパートの場合は，「Stickelberger元」に対応するものは，円単数であって，群環 RFm,N の中の元では

ない．今回は，円単数を準同型で群環 RFm,N に送った像を Stickelberger元に見立てて，高次 Stickelbergerイ

デアルに対応するイデアルを構成する．

定義 2.7. NN の元 nの素因子の個数を ϵ(n) := r とおく．すなわち，nが n =
∏r

i=1 ℓi と素因数分解されると

き，ϵ(n) := r とおく．次の集合 Aで生成される Rm,N のイデアルを Ci,Fm,N とおく：

A :=
∪
f,n

f(Wn
Fm,N ),

ここで，nは ϵ(n) ≤ iを満たすNN の元全体を走り，f は RFm,N -準同型 f : Wn
m,N

// Rm,N 全体を走る．

整数 m1,m2, N1, N2 が N1 ≥ m1 + 1, N2 ≥ m2 + 1, m2 ≥ m1，N2 ≥ N1 を満たしているとする．このと

き，自然な準同型 Rm2,N2
// Rm1,N1 により，準同型 Ci,Fm2 ,N2

// Ci,Fm1 ,N1 が定まる．これらの準

同型により，{Ci,Fm,N}(m,N) は射影系をなす．

定義 2.8 (i次円分イデアル). 射影系 {Ci,Fm,N}(m,N) の射影極限 Ci は，自然に岩澤代数 Λ = lim←−Rm,N のイ

デアルとみなせる．本稿では Ci を i次円分イデアルと呼ぶ．

以上で，主定理の主張に現れる「円分イデアル」Ci が定義された．

付録 A 高次 Fittingイデアル

まず，高次 Fittingイデアルの定義を述べよう．

定義 付録A.1 (高次 Fittingイデアル). Rを可換環，M を有限表示 R加群とし，R加群の完全列

Rm
f // Rn // M // 0

が与えられているとする．R加群の準同型 f に対応する R係数の n行m列の行列を Aとおく．このとき任意

の 0以上の整数 iに対して，可換環 Rのイデアル FittR,i(M)を次で定義する．

• 0 ≤ i < nかつm ≥ n− iであるとき，FittR,i(M)を，Aの (n− i)次小行列式全体で生成される Rの

イデアルとする．

• 0 ≤ i < nかつm < n− iであるとき，FittR,i(M) := 0とする．

• i ≥ nであるとき，FittR,i(M) := Rとする．
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FittR,i(M)は完全列の取り方によらない．Rのイデアル FittR,i(M)をM の i次 Fittingイデアルという．

M を上のような完全列で関係式が与えられた有限表示 R 加群とすると，次のような環 R のイデアルの列が

得られる:
FittR,0(M) ⊆ FittR,1(M) ⊆ · · · ⊆ FittR,n(M) = FittR,n+1(M) = · · · = R.

注意 付録 A.2. R = Λχ ≃ Zp[[T ]]とし，M を有限生成ねじれ R加群とする．このとき，M の特性イデアル

charR(M)は，FittR,0(M)を含むような，Rの最小の単項イデアルである．岩澤主予想 [MW]（プラスパート）

の主張は以下の通りであった:

　 χ ∈ ∆̂を，偶指標とする．このとき，

charΛχ(Xχ) = charΛχ(E∞,χ/C∞,χ)

である．ここで，E∞ はノルムに関する射影系 {O×
Fm
⊗ Zp}m≥0 の射影極限であり，C∞ はノルムに関

する射影系 {Cm ⊗ Zp}m≥0 （Cm は円単数全体のなす O×
Fm
の部分群）の射影極限である．

例 付録 A.3. R = Zp[[T ]] とする．f ∈ R を 0 でも可逆元でもない R の元とする．M1 = R/f2R とし，

M2 = (R/f)2 とする．このとき

charR(M1) = FittR,0(M1) = f2R,

charR(M2) = FittR,0(M2) = f2R

となって，特性イデアルだけではM1 とM2 を区別することができないが，1次の Fittingイデアルをみると，

FittR,0(M1) = R,

FittR,0(M2) = fR.

となり，両者を明確に区別することができる．このように，特性イデアルだけでなく，高次 Fittingイデアルま

で考察することで，加群の構造に関するより深い情報を捉えることが出来る．

例 付録A.4. 再び R = Zp[[T ]]とし，より一般的に論じよう．M を有限生成ねじれ R加群とする．M が R加

群
⊕n

i=1 R/fiRと擬同型であるとする．ただし，0 ≤ i ≤ r − 1なる各 iに対して fi は fi+1 を割り切るものと

する．このとき，各 iに対して，Ii は Rのある指数有限なイデアルが存在して，M の i次 Fittingイデアルは，

FittR,i(M) =

{
(
∏n−i

k=1 fk

)
Ii (if i < n)

Ii (if i ≥ n)

と表わされる．特に，{FittR,i(M)}i≥0 によってM の擬同型類が決定される．
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