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はじめに

このノートは２０１０年度整数論サマースクール「アーサー・セルバーグ跡

公式入門」において行われた二つの講演「Selberg跡公式」，「Selbergゼータ

関数」の際に配布された講演資料に加筆，修正を行ったものです．これらの

テーマに関心を持たれる方にとって何かのお役に立てば幸いです．世話人の

金沢大学の若槻聡さん，京都大学の平賀郁さんには，サマースクールの期間

を通して大変お世話になりました．講演の機会を与えてくださった世話人の

お二人をはじめ，講演者の皆様，講演中およびそのあとで有益な質問やコメ

ントを下さった方等，サマースクールの参加者皆様に深く感謝します．
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1 トレースクラス作用素

以下では H を可分なヒルベルト空間とし，⟨·, ·⟩を内積，∥ · ∥でノルムを
表すとする．

定義 1.1 (有界作用素，コンパクト作用素). T ∈ End(H) とする．

1. C > 0が存在して，任意の v ∈ H に対して，∥Tv∥ ≤ C∥v∥ となると
き，T は有界作用素であるという．H 上の有界作用素全体を B(H)

とおく．

2. 任意の有界部分集合 S ⊂ H に対し, T (S) が相対コンパクトになる

とき, T をコンパクト作用素という．H 上のコンパクト作用素全体を

K(H)とおく．

• K(H) ⊂ B(H) である．

T ∈ K(H)に対して，|T | := (TT ∗)1/2 とおく．|T |は正値で対称なコン
パクト作用素になる．（T ∗ は T の随伴作用素で，TT ∗ が対称なコンパクト

作用素だから，そのスペクトル分解を用いて |T |を定義する．）|T |の固有値
を大きい順に重複度を込めて α1, α2, α3, . . . とする．
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定義 1.2 (p-Schatten class). p ≥ 1とする．

Bp(H) :=
{
T ∈ K(H)

∣∣∣ ||T ||p =
( ∞∑
n=1

αp
n

)1/p
< ∞

}
定義 1.3 (trace class，Hilbert-Schmidt class). T ∈ K(H)とする．

1. T ∈ B1(H)のとき，T は trace class （跡族）であるという．||T ||1
を trace norm という．

2. T ∈ B2(H)のとき，T は Hilbert-Schmidt classであるという．||T ||2
を Hilbert-Schmidt norm という．

定義 1.4 (T の trace). T ∈ K(H) を trace class とする．{en}∞n=1 を H

の正規直交基底とする．T の trace（跡）を以下で定義する．

trT :=
∞∑

n=1

⟨Ten, en⟩. (1.1)

• trT は絶対収束し，基底 {en} の取り方によらない．tr |T | = ||T ||1,
||T ||2 ≤ ||T ||1 である．

補題 1.5. T,A,B ∈ K(H) とする．A,B が Hilbert-Schmidt class で，

T = AB とかけるならば，T は trace class となる．

定理 1.6 (Hilbert-Schmidt 型積分作用素). Ω ⊂ RN を可測集合とし，

L2(Ω)上の積分作用素

Lϕ(x) =

∫
Ω

k(x, y)ϕ(y) dy

の積分核について ∫∫
Ω×Ω

|k(x, y)|2 dxdy < ∞

を満たすとする．（このとき，Lは Hilbert-Schmidt 型積分作用素という．）

以下が成り立つ．
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1. Lは Hilbert-Schmidt class となり，||L||22 =
∫∫

Ω×Ω
|k(x, y)|2 dxdy.

2. さらに，Lが trace class であると仮定する．（一般には成立しない）

Lの積分核 k(x, y)が連続ならば，

tr(L) =

∫
Ω

k(x, x) dx. (1.2)

• trace class であるような積分作用素 L の “跡公式”(1.2) は積分核が連

続な場合は Duflo [9]によって示された．必ずしも連続とは限らない積分核

を持つような trace class 積分作用素については [5], [6]を参照のこと．

2 ポアソン和公式

C(R) := {f ∈ C∞(R) | a, b ∈ Z, a ≥ 0 に対して，xa( d
dx )

bf が有界 } と
おく．

定理 2.1 (ポアソン和公式). f ∈ C(R)とし，f の Fourier 変換を

f̂(y) :=

∫
R
f(x)e−2πixy dx

とおく．このとき，以下が成り立つ．∑
n∈Z

f(n) =
∑
m∈Z

f̂(m). (2.1)

Proof. F (x) :=
∑

n∈Z f(x+ n)とおき，Fourier 展開すると

F (x) =
∑
n∈Z

f(x+ n) =
∑
m∈Z

f̂(m)e2πimx

となるので，x = 0とすればよい．

f ∈ C(R)とする．f を試験関数とする L2(R/Z) = L2([0, 1)) に作用する
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作用素 R(f)を考える．

[R(f)ϕ](x) :=

∫
R
f(y)ϕ(x+ y) dy

=

∫
R
f(y − x)ϕ(y) dy

=

∫ 1

0

∑
n∈Z

f(y + n− x)ϕ(y) dy

=

∫ 1

0

Kf (x, y)ϕ(y) dy.

ここで，Kf (x, y) =
∑

n∈Z f(y + n− x)とおいた．R(f)は Kf (x, y)を積

分核とする積分作用素となる．L2(R/Z) の正規直交基底として，{em :=

e2πimx |m ∈ Z} がとれる．R(f)の定義より，

R(f) em =

∫
R
f(y)e2πim(x+y) dy = f̂(−m) em

となり， ∑
m∈Z

∥R(f) em∥ =
∑
m∈Z

|f̂(m)| < ∞

なので，R(f)は trace class 作用素となる． よって，R(f)の trace は以下

で与えられる．

tr(R(f)) =
∑
m∈Z

⟨R(f) em, em⟩ =
∑
m∈Z

f̂(m). (2.2)

R(f) が積分作用素であることを用いて，R(f) のトレースの別の表示を

求める．Kf (x, y) は (R/Z)2 上の連続関数より有界なので，Kf (x, y) ∈
L2((R/Z)2)である．積分作用素 R(f)が Hilbert-Schmidt 型になり，R(f)

は trace class だったので，定理 1.6より

tr(R(f)) =

∫ 1

0

Kf (x, x) dx =

∫ 1

0

∑
n∈Z

f(x+ n− x) dx

=
∑
n∈Z

f(n). (2.3)
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これらの tr(R(f)) のふたつの表示式（2.2）,（2.3）からポアソンの和公式が

証明される．局所コンパクトなアーベル群とその離散部分群の組 (R,Z) に
対して行った今の手続を，非可換な位相群とその離散部分群の組 (G,Γ) に

対して行い実行したものがセルバーグの跡公式である．

3 ココンパクトな場合のセルバーグ跡公式

G を半単純実リー群で中心の位数が有限とする．G 上のハール測度をひ

とつ固定し，dg とする．Γを G の離散部分群で，商空間 Γ\G がコンパク
トであるとする．Γ\G上の自乗可積分関数のなす空間を考える：

L2(Γ\G) :=
{
ϕ : G → C可測関数

∣∣∣ (i)ϕ(γg) = ϕ(g), ∀(γ, g) ∈ Γ×G,

(ii)

∫
Γ\G

|f(g)|2 dg < ∞
}
.

L2(Γ\G) は内積 ⟨f1, f2⟩ :=
∫
Γ\G f1(g)f2(g) dg に関して可分なヒルベル

ト空間になる．G 上のコンパクト台を持つ滑らかな関数全体の空間を

C∞
c (G) とおく．f ∈ C∞

c (G)を試験関数とし，L2(Γ\G)に作用する作用素

R(f) ∈ End(L2(Γ\G))を考える．

[R(f)ϕ](x) :=

∫
G

f(g)ϕ(xg) dg

=

∫
G

f(x−1g)ϕ(g) dg

=

∫
Γ\G

∑
γ∈Γ

f(x−1γg)ϕ(g) dg

=

∫
Γ\G

Kf (x, g)ϕ(g) dg.

ここで，Kf (x, y) =
∑

γ∈Γ f(x
−1γy)とおいた．R(f)はKf (x, y)を積分核

とする積分作用素となる．仮定より，Γ\G はコンパクトなので，Kf (x, y)
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は Γ\G× Γ\G上の連続で有界な関数になる．よって，∫
Γ\G

∫
Γ\G

|Kf (x, y)|2 dxdy < ∞

が示される．これより，R(f)は Hilbert-Schmidt 型積分作用素になるので，

R(f)は Hilbert-Schmidt class 作用素になる．さらに，以下の命題により，

R(f)は L2(Γ\G)に作用する trace class 作用素となる．

命題 3.1 (Dixmier-Malliavin [8]). Gを半単純リー群とする．f ∈ C∞
c (G)

が与えられたとき，f1, f2 ∈ C∞
c (G) が存在して，

f = f1 ∗ f2

が成り立つ．

命題 3.2. Γをココンパクトな Gの離散部分群とする．f ∈ C∞
c (G)に対し

て，R(f)は L2(Γ\G)に作用する trace class 作用素となる．

Proof. 命題 3.1 より，R(f) = R(f1)R(f2) となり，Hilbert-Schmidt class

作用素二つの合成でかける．補題 1.5より，R(f) は trace class となる．

補題 3.3. Γをココンパクトな Gの離散部分群とする．f ∈ C∞
c (G)に対し

て，R(f)の trace は以下で与えられる．

tr(R(f)) =

∫
Γ\G

Kf (x, x) dx.

Proof. L2(Γ\G)の正規直交基底（完全正規直交系）を {ϕn}∞n=1 とすると，

Kf (x, y) ∈ L2((Γ\G)2)より，L2((Γ\G)2)の正規直交基底 {ϕm(x) ·ϕn(y)}
を用いて展開できる：

Kf (x, y) =
∑
m,n

cmn ϕm(x)ϕn(y).
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再び，R(f)の定義より

R(f)ϕn =

∫
Γ\G

Kf (x, y)ϕn(y) dy =
∞∑

m=1

cmn ϕm.

R(f)は trace class だったので，

tr(R(f)) =
∞∑

n=1

⟨R(f)ϕn, ϕn⟩ =
∞∑

n=1

cnn

=

∫
Γ\G

Kf (x, x) dx.

以下では，tr(R(f))を二通りに計算する．

• スペクトルサイド （表現の分解）：
RΓ を L2(Γ\G)上の右正則表現とする．すなわち，g ∈ Gに対して，

[RΓ(g)ϕ](x) := ϕ(xg)

とおく．作り方から，RΓ は Gのユニタリ表現になる．Ĝを Gの既約ユニ

タリ表現の同値類の集合とする．

定理 3.4 ( Gel’fand, Graev, Piatetski-Shapiro [13]). Γをココンパクトな

Gの離散部分群とする．RΓ は Gの既約ユニタリ表現の直和に分解し，各重

複度は有限である．π ∈ Ĝに対して，L2(Γ\G)における重複度をmΓ(π)と

おくと，Gの表現として

RΓ =
⊕
π∈Ĝ

mΓ(π)π, (mΓ(π) < ∞) (3.1)

とかける．

定義 3.5. (π,Hπ) ∈ Ĝ, f ∈ C∞
c (G)に対して，π(f) ∈ End(Hπ) を以下で

定義する．

π(f) v :=

∫
G

f(g)π(g)v dg (v ∈ Hπ).
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補題 1.5 を用いると，π(f) が trace class であることが示せる．この事

実と

R(f) =

∫
G

f(g)RΓ(g) dg ∈ End(L2(Γ\G))

において，定理 3.4を用いれば，

定理 3.6. Γをココンパクトな Gの離散部分群とする．このとき，

tr(R(f)) =
∑
π∈Ĝ

mΓ(π) tr(π(f))

が成り立つ．右辺の和は絶対収束する．

• 幾何サイド （
∫
Γ\G Kf (x, x) dxの計算）：

Conj(Γ)を Γの共役類の集合とする．Gγ , Γγ をそれぞれ，γ の G, Γにお

ける中心化群とする．

∫
Γ\G

Kf (x, x) dx =

∫
Γ\G

∑
γ∈Γ

f(x−1γx) dx

=

∫
Γ\G

∑
γ∈Conj(Γ)

∑
δ∈Γγ\Γ

f(x−1δ−1γδx) dx

=
∑

γ∈Conj(Γ)

∫
Γγ\G

f(x−1γx) dx

=
∑

γ∈Conj(Γ)

∫
Gγ\G

dẋ

∫
Γγ\Gγ

f(x−1y−1γyx) dẏ

=
∑

γ∈Conj(Γ)

vol(Γγ\Gγ)

∫
Gγ\G

f(x−1γx) dẋ (3.2)

定義 3.7 (軌道積分).

I(γ, f) :=

∫
Gγ\G

f(x−1γx) dẋ

ここで，dẋは Gγ\G上の不変測度である．
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定理 3.8 (Selberg 跡公式). G を半単純リー群，Γ を G のココンパクトな

離散部分群とする．f ∈ C∞
c (G)に対して，∑

π∈Ĝ

mΓ(π) tr(π(f)) =
∑

γ∈Conj(Γ)

vol(Γγ\Gγ)I(γ, f) (3.3)

が成立する．両辺は絶対収束する．

4 SL(2,Z) に対するセルバーグ跡公式
G = SL(2,R)，G の極大コンパクト部分群 K = SO(2) とする．G は一

次分数変換で上半平面 H := {z ∈ C | Im(z) > 0}に作用し，G/K と上半平

面 Hが同一視される．
• SL(2,Z)の元の分類. SL(2,Z)の中心に属さない元 γ に対して，

1. γ が双曲的 (hyperbolic) ⇔ | tr(γ)| > 2

2. γ が楕円的 (elliptic) ⇔ | tr(γ)| < 2

3. γ が放物的 (parabolic) ⇔ | tr(γ)| = 2

この節では，Γ = SL(2,Z) とする．コンパクトな場合と同様に，f ∈
C∞

c (G) に対し，L2(Γ\G) 上の G の右正則表現 R(f) を考えて，tr(R(f))

を計算したいが，R(f) は trace class にならない．実際，ココンパクトの

ときと同様な積分核 Kf (x, y)で定義される積分作用素を考えて，幾何サイ

ドを計算しようとしても放物元の寄与が発散する．また，R(f)が Gの既約

ユニタリ表現の離散直和にならず，Gの主系列表現の “直積分”が現れる．

• [“跡”を計算する方針]：(1) L2(Γ\G)の Gの表現空間としての離散直和

部分への R(f)の制限 Rd(f)を考え，tr(Rd(f))を考える．

(2) L2(Γ\G) の直積分部分への R(f) の制限 Rc(f) の “跡”と放物元の幾

何サイドへの寄与の双方の発散部分を相殺させる．
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f ∈ C∞
c (G)に対し，下記の L2-空間への右正則表現 R(f)を考える：

L2(Γ\G) = L2
dis(Γ\G)⊕ L2

con(Γ\G)

ここで，L2
dis(Γ\G) は 離散スペクトルの空間，L2

con(Γ\G)は連続スペクト

ルの空間であり，それぞれ，RΓ 不変部分空間になる．R(f) の L2
dis(Γ\G)

への制限を Rd(f)とおけば，Rd(f) ∈ End(L2
dis(Γ\G)) は trace class にな

ることが証明できる．tr(Rd(f))を以下では計算する．

以降，簡単のため試験関数 f を両側K-不変とする．

定義 4.1 (class one 表現). π を G の既約ユニタリ表現とする．π の K

への制限が K の自明表現 1K を含むとき，π を class one 表現，または

spherical 表現という．つまり，0 ̸= v0 ∈ Hπ が存在して，∀k ∈ K に対し

て，π(k)v0 = v0 となるときをいう．

• Ĝ1 := {π ∈ Ĝ |π は class one 表現 } とおく．

命題 4.2. f ∈ C∞
c (K\G/K)とし，(π,Hπ)を Gの既約ユニタリ表現とす

る．π が class one でないならば，π(f) = 0 となる．

Proof. k ∈ K, α, β ∈ Hπ とする．このとき，

⟨π(k)π(f)α, β⟩ = ⟨π(f)α, π(k)∗β⟩

=

∫
G

f(x)⟨π(x)α, π(k)∗β⟩ dx =

∫
G

f(x)⟨π(kx)α, β⟩ dx

=

∫
G

f(k−1x)⟨π(x)α, β⟩ dx
∫
G

f(x)⟨π(x)α, β⟩ dx

= ⟨π(f)α, β⟩.

よって，π(k)π(f) = π(f) となり，π(f) ̸= 0 ならば π は class one にな

る．

命題 4.3. f ∈ C∞
c (K\G/K)とする．(π,Hπ) ∈ Ĝを class one，v0 ∈ Hπ
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をK で固定される単位ベクトルとする．このとき，

tr(π(f)) = ⟨π(f)v0, v0⟩

が成り立つ．

•πir := IndGMAN (1M ⊗ a
1
2+ir ⊗ 1N ) を Gの spherical なユニタリ主系列

表現とする．(r ∈ R)

定義 4.4 (アイゼンスタイン級数). g ∈ G, s ∈ Cに対して，

E(g, s) :=
∑

γ∈Γ∞\Γ

(Im(γg.i))s

で定義する．ここで，Γ∞ = ±N ∩ Γである．

Re(s) > 1で広義一様絶対収束し，sに関して解析接続した関数を同じ記

号で表す．z = g.i ∈ Hの関数と見るときは E(z, s)とかく．以下はよく知

られている．

命題 4.5 (アイゼンスタイン級数のフーリエ展開).

E(z, s) =

∞∑
n=−∞

an(y, s) e
2πinx

のようにフーリエ展開されて，フーリエ係数は以下で与えられる．

an(y, s) =

ys + ϕ(s) y1−s n = 0

2|n|s−
1
2
√
yK

s− 1
2
(2π|n|y)σ1−2s(|n|)

Λ(s) n ̸= 0
(4.1)

ここで，ϕ(s) := Λ(1−s)
Λ(s) であり，Λ(s) := π−sΓ(s)ζ(2s) である．また，

σ1−2s(n) :=
∑

d|n d
1−2s，Ks− 1

2
(z)はK-ベッセル関数である．

定理 4.6.

Kc
f (g1, g2) :=

1

4π

∫
R
tr(πir(f))E(g1,

1
2 + ir)E(g2,

1
2 + ir) dr
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とおく．このとき，修正された積分核：

Kd
f (g1, g2) := Kf (g1, g2)−Kc

f (g1, g2)

で定義される L2
dis(Γ\G)上の積分作用素 Rd(f)は trace class になる．

以下では，Rd(f)の作用する空間：

L2
dis(Γ\G) =

⊕
π∈Ĝ

mΓ(π)Hπ

のK-不変部分空間：

L2
dis(Γ\H) := L2

dis(Γ\G)K =
⊕
π∈Ĝ

mΓ(π)H
K
π

を考える．

命題 4.7. f ∈ C∞
c (K\G/K)とする．

tr(Rd(f)) = tr
(
Rd(f)

∣∣
L2

dis(Γ\H)

)
=
⊕
π∈Ĝ1

mΓ(π) tr(π(f)).

Proof. 命題 4.2，4.3より従う．

以降では，Rd(f)の L2
dis(Γ\H) への制限を同じ記号で表す．

補題 4.8 (Maass-Selberg relation). 十分大きい Y > 0に対して，

(Γ\H)Y := {z = x+ iy ∈ H, | |z| ≥ 1, |x| ≤ 1
2 , y ≤ Y }

とおく．（切断された基本領域）このとき，以下が成り立つ．∫
(Γ\H)Y

|E(z, 1
2 + it)|2 dxdy

y2

= 2 log Y − ϕ′

ϕ
( 12 + it) +

1

2it

{
Y 2itϕ( 12 − it)− Y −2itϕ( 12 + it)

}
+o(1) (Y → ∞).
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Proof. h, t ∈ R (0 < h ≤ 1, t ̸= 0) に対して，s = 1
2 + h + it とおく．

u(z) = v(z) = Ẽ(z, s)を “切断された”アイゼンスタイン級数として，以下

の積分を２通りに計算する．ここで，

Ẽ(z, s) :=

{
E(z, s) z ∈ (Γ\H)Y

E(z, s)− ys − ϕ(s) y1−s z ∈ (Γ\H) \ (Γ\H)Y
(4.2)

とおく．∆0 := −y2( ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 ) を L2(Γ\H)に作用するラプラシアンとす

る．次の積分を考える：∫
(Γ\H)Y

(u∆0v̄ − v̄∆0u)
dxdy

y2
. (4.3)

u, v はともに ∆0 の固有関数なので，積分 (4.3)は

{
s̄(1− s̄)− s(1− s)

}∫
(Γ\H)Y

uv̄
dxdy

y2
(4.4)

となる．グリーンの定理より，積分 (4.3)は (Γ\H)Y の境界上の線積分でか

けて，さらに Γで同一視される境界上の線積分が打ち消しあうので以下のよ

うに計算される．∫
∂(Γ\H)Y

(
v̄
∂u

∂n
− u

∂v̄

∂n

)
|dz| =

∫
|x|≤1/2, y=Y

(
v̄
∂u

∂y
− u

∂v̄

∂y

)
|dz|

= (ys̄ + ϕ(s̄)y1−s̄)
d

dy
(ys + ϕ(s)y1−s)

∣∣∣
y=Y

−(ys + ϕ(s)y1−s)
d

dy
(ys̄ + ϕ(s̄)y1−s̄)

∣∣∣
y=Y

. (4.5)
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(4.4), (4.5)より，∫
(Γ\H)Y

|Ẽ(z, s)|2 dxdy

y2

=
Y s+s̄−1 − |ϕ(s)|2 Y 1−s−s̄

s+ s̄− 1
+

ϕ(s)Y s̄−s − ϕ(s̄)Y s−s̄

s̄− s

=
Y 2h − |ϕ( 12 + h+ it)|2 Y −2h

2h

+
ϕ( 12 + h− it)Y 2it − ϕ( 12 + h+ it)Y −2it

2it

となるので，あとは |ϕ( 12 + it)| = 1に注意して，h → 0とすればよい．

命題 4.9 (連続スペクトルの寄与).

E(Y ) :=

∫
(Γ\H)Y

Kc
f (z, z)

dxdy

y2

=
log Y

2π

∫
R
tr(πir(f)) dr +

1

4
tr(π0(f))ϕ(

1
2 )

− 1

4π

∫
R
tr(πir(f))

ϕ′

ϕ
( 12 + ir) dr + o(1) (Y → ∞).

Proof. Maass-Selberg relation を用いると，連続スペクトルの寄与

E(Y ) =
1

4π

∫
R
tr(πir(f))

[
2 log Y − ϕ′

ϕ
( 12 + ir)

+
Y 2irϕ( 12 − ir)− Y −2irϕ( 12 + ir)

2ir

]
dr + o(1)

=
1

4π

∫
R
tr(πir(f))

{
2 log Y − ϕ′

ϕ
( 12 + ir)

}
dr

+
1

4π

∫
R
tr(πir(f))

{
Y 2irϕ( 12 − ir)− Y −2irϕ( 12 + ir)

2ir

}
dr

+o(1) (Y → ∞)
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となる．２行目の積分を評価する．ϕ( 12 ) = −1に注意して，

1

4π

∫
R
tr(πir(f))

{
Y 2irϕ( 12 − ir)− Y −2irϕ( 12 + ir)

2ir

}
dr

=
1

4π

∫
R
tr(πir(f))

{
ϕ( 12 − ir)Y 2ir − ϕ( 12 ) + ϕ( 12 )− ϕ( 12 + ir)Y −2ir

2ir

}
dr

=
1

2π

∫
R
tr(πir(f))

{
ϕ( 12 )− ϕ( 12 + ir)Y −2ir

2ir

}
dr

となる． 1
2 < β < 1 に対して, ϕ(s) は 1

2 ≤ Re(s) ≤ β で一様有界だから実

軸上の積分を Im(r) = 1
2 − β まで動かして留数定理を用いると

=
1

4πi

∫
Im(r)= 1

2−β

tr(πir(f))

{
ϕ( 12 )− ϕ( 12 + ir)Y −2ir

r

}
dr

=
ϕ( 12 )

4πi

∫
Im(r)= 1

2−β

tr(πir(f))

r
dr +O(Y 1−β)

=
1

4
ϕ( 12 ) tr(π0(f)) + o(1) (Y → ∞)

となる．

• (Γ∞\H)Y := {z ∈ H, | 0 < x ≤ 1, 0 < y ≤ Y } とおいて，“切断された

放物元の寄与”を計算しよう．

命題 4.10 (放物元の寄与). f ∈ C∞
c (K\G/K)に対して，跡公式の幾何サ

イドへの放物元の寄与を以下で定義する．

P (Y ) :=

∫ Y

0

∫ 1

0

∑
n̸=0

f(a−1
y n−1

x γnnxay)
dxdy

y2
(4.6)

とおく．ここで，γn =

(
1 n

0 1

)
, nx =

(
1 x

0 1

)
, ay =

(√
y 0

0 1/
√
y

)
であ
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る．このとき，

P (Y ) = (log Y + cE)

∫
N

f(n) dn

+

∫
N

f(n) log | log n| dn+ o(1) (Y → ∞)

となる．CE はオイラー定数である．また，nx =
(
1 x
0 1

)
∈ N に対して，

log nx = xとおいた．

Proof. a−1
y n−1

x γnnxay を計算して,

P (Y ) =
∑
n ̸=0

∫ Y

0

∫ 1

0

f(

(
1 n

y

0 1

)
)
dxdy

y2
=
∑
n ̸=0

∫ Y

0

f̃

(
n

y

)
dy

y2

=: P+(Y ) + P−(Y )

により, P+(Y ), P−(Y )を定義し, 変数変換すると,

P+(Y ) =
∞∑

n=1

1

n

∫ ∞

n/Y

f̃(u) du, P−(Y ) =
∞∑

n=1

1

n

∫ ∞

n/Y

f̃(−u) du.

ここで，f̃(u) := f(

(
1 u

0 1

)
) とおいた．積分区間を分割して,

P+(Y ) =
∞∑

n=1

1

n

∫ ∞

n/Y

f̃(u) du =
∞∑

n=1

1

n

∞∑
m=n

∫ (m+1)/Y

m/Y

f̃(u) du

=

∞∑
m=1

∫ (m+1)/Y

m/Y

f̃(u)

( m∑
n=1

1

n

)
du

=

∫ ∞

1/Y

f̃(u)

( ∑
n∈N, n≤Y u

1

n

)
du.

ここで, ∑
n∈N, n≤Y u

1

n
= CE + log(Y u) +O(

1

Y u
)
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を用いると, （CE = 0.577215665 · · · はオイラー定数）

P+(Y ) = (CE + log Y )

∫ ∞

1/Y

f̃(u) du

+

∫ ∞

1/Y

f̃(u) log u du+O(
log Y

Y
) (Y → ∞).

定理 4.11 (SL(2,Z) のセルバーグ跡公式). Γ = SL(2,Z) とする．f ∈
C∞

c (K\G/K)に対し，下記の L2-空間への右正則表現 R(f)を考える：

L2(Γ\G) = L2
dis(Γ\G)⊕ L2

con(Γ\G).

R(f)の L2
dis(Γ\G)への制限を Rd(f)とおけば，Rd(f) ∈ End(L2

dis(Γ\G))

は trace class になり，その跡は以下で与えられる．

tr(Rd(f)) =
∑

γ∈Z(Γ)∪Γhyp∪Γell

vol(Γγ\Gγ)I(γ, f)　

+ cE

∫
N

f(n) dn+

∫
N

f(n) log | log n| dn

+
1

4π

∫
R
tr(πir(f))

ϕ′

ϕ
( 12 + ir) dr − 1

4
tr(π0(f))ϕ(

1
2 ).

ここで，Z(Γ)は Γの中心，Γhyp は Γの双曲共役類の集合，Γell は Γの楕

円共役類の集合である．

Proof.

tr(Rd(f)) =

∫
Γ\H

{
Kf (z, z)−Kf (z, z)

} dxdy

y2

= lim
Y→∞

∫
(Γ\H)Y

{
Kf (z, z)−Kf (z, z)

} dxdy

y2

=
∑

γ∈Z(Γ)∪Γhyp∪Γell

vol(Γγ\Gγ)I(γ, f)

+ lim
Y→∞

{
P (Y )− E(Y )

}
.
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ここで次節で示す命題 5.3の証明の最後の式で t → 0とした式∫
N

f(n) dn =
1

2π

∫
R
tr(πir(f)) dr

より，命題 4.9，4.10 に現れる E(Y ), P (Y )の log Y の係数が一致するから，

lim
Y→∞

{
P (Y )− E(Y )

}
= cE

∫
N

f(n) dn+

∫
N

f(n) log | log n| dn

+
1

4π

∫
R
tr(πir(f))

ϕ′

ϕ
( 12 + ir) dr − 1

4
tr(π0(f))ϕ(

1
2 ).

• 次の課題は跡公式の幾何サイドに現れる，軌道積分や（重みつき）ユニ
ポテント軌道積分の Fourier 変換（tr(π(f))で表示する）である．

5 hyperbolic 軌道積分の Fourier 変換

G = SL(2,R)，Gの極大コンパクト部分群 K = SO(2)とする．G/K と

上半平面 Hを同一視する．Γを Gのココンパクトな離散部分群で楕円元を

持たないとする．このとき，単位元と異なる Γの任意の元 γ は双曲元，（つ

まり，| tr(γ)| > 2）となる．双曲元は Gにおいて以下の元と共役である：

γ ∼ ±
( N(γ)1/2 0

0 N(γ)−1/2

)
ただし，N(γ) > 1とする.

G = NAK を岩澤分解とする．Gの部分群 A,N は以下で与えられる．

N :=

{
nx =

(
1 x
0 1

) ∣∣∣∣x ∈ R
}
, A :=

{
at =

(
et/2 0
0 e−t/2

) ∣∣∣∣t ∈ R
}
.

G上のハール測度を g = nxatk となるとき，dg := e−tdxdtdk で定義する．

（
∫
K
dk = 1になるように正規化しておく）
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定義 5.1. f ∈ C∞
c (K\G/K)に対して，f のアーベル変換 Ff (at) (t > 0)

を以下で定義する．

Ff (at) := e−t/2

∫
N

f(nat) dn = e−t/2

∫
R
f(nxat) dx.

• πir := IndGMAN (1M ⊗ a
1
2+ir ⊗ 1N ) を Gの spherical な主系列表現と

する．r ∈ R ∪ i[− 1
2 ,

1
2 ]とする．

命題 5.2. f ∈ C∞
c (K\G/K)とする．Gの spherical な主系列表現 πir に

対して，trace class 作用素 πir(f) の trace は以下で与えられる．

tr(πir(f)) =

∫
R
Ff (at)e

irtdt. (5.1)

Proof. [20, (11.29), p.395]を見よ．

命題 5.3. f ∈ C∞
c (K\G/K)とする．双曲元 at (t > 0)に対して，軌道積

分 I(at, f) の Fourier 変換は以下で与えられる．

I(at, f) =
1

(et/2 − e−t/2)

1

2π

∫
R
tr(πir(f))e

−itrdr. (5.2)

Proof. アーベル変換の定義より，

Ff (at) = et/2
∫
N

f(atn) dn = (et/2 − e−t/2)

∫
N

f(n−1atn) dn.

at の Gにおける中心化群は Aより，t > 0のとき，

I(at, f) =
1

(et/2 − e−t/2)
Ff (at)

この式に，(5.1)の両辺を Fourier 逆変換した式：

Ff (at) =
1

2π

∫
R
tr(πir(f))e

−itrdr

を代入すればよい．
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以上より，Γがココンパクトで楕円元を含まない場合はセルバーグ跡公式

（定理 3.8）は以下のように書き直せる．

L2(Γ\H) = L2(Γ\G)K =
⊕
π∈Ĝ1

mΓ(π)H
K
π =

∞⊕
n=0

mΓ(πirn)H
K
πirn

のように直和分解されているとする． ここで，πir0 は G の trivial 表現と

する．

定理 5.4 (セルバーグ跡公式，Γ：ココンパクト，f：両側K-不変).

∞∑
n=0

mΓ(πirn) tr(πirn(f)) =
vol(Γ\H)

4π

∫ ∞

−∞
tr(πir(f)) r tanh(πr) dr

+
∑

γ∈Γhyp

logN(γ0)

N(γ)1/2 −N(γ)−1/2

1

2π

∫
R
tr(πir(f))N(γ)−ir dr.

ここで，Γhyp は Γの双曲元の共役類の集合であり，双曲元 γ に対して，中

心化群 Γγ の生成元を γ0 とした．

Proof. 単位元の寄与については，Plancherel formula ：

f(e) =
1

4π

∫ ∞

−∞
tr(πir(f)) r tanh(πr) dr

を用いる．（[20, Theorem 11.6, p.401] を参照）次に，[γ] ∈ Γhyp とする．

γ =
(

N(γ)1/2 0
0 N(γ)−1/2

)
, N(γ) > 1

としてよい．このとき，Γγ の生成元 γ0 も対角行列で，Gγ = Aなので，

vol(Γγ\Gγ) = vol(⟨γ0⟩\A) =
∫ logN(γ0)

1

da

a
= logN(γ0)

となる．これと命題 5.3より，双曲共役類の寄与が計算される．
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6 セルバーグゼータ関数

Γを G = SL(2,R)のココンパクトな離散部分群で楕円元を持たないとす
る．このとき，商空間 X := Γ\H はコンパクトなリーマン面になりその種
数を g > 2とする．（このとき，vol(X) = 4π(g − 1)である．）

γ ∈ Γを双曲元，（つまり，| tr(γ)| > 2）とする．このとき，γ の Γ にお

ける中心化群 Γγ は無限巡回群となり，γ は G において以下の元と共役で

ある：

γ ∼ ±
( N(γ)1/2 0

0 N(γ)−1/2

)
ただし，N(γ) > 1とする.

Prim(Γ) を Γ の原始的な双曲元の Γ-共役類の集合とする．（原始的とは

他の双曲元のべきとならないときをいう）離散部分群 Γ (または リーマン面

X) のセルバーグゼータ関数は，Re(s) > 1において絶対収束する以下のオ

イラー積で定義される：

定義 6.1 (セルバーグゼータ関数). s ∈ C, Re(s) > 1に対して，

ZΓ(s) :=
∏

p∈Prim(Γ)

∞∏
k=0

(
1−N(p)−(k+s)

)
.

セルバーグはこのゼータ関数 ZΓ(s) について以下の定理を証明した：

定理 6.2 (Selberg 1956 [25]). 1. Re(s) > 1 において定義される ZΓ(s)

は C全体に正則な関数として解析接続される．
2. ZΓ(s)は s = −k (k ∈ N) において位数 (2g − 2)(2k+ 1)の零点を，

s = 0 において 位数 2g − 1の零点を， s = 1 に一位の零点を持つ．

: 自明零点

3. ZΓ(s)は s = 1
2 ± irn において零点をもち，そこでの位数はmΓ(πirn)

に一致する．(n = 1, 2, 3, · · · ) : 非自明零点
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ここで，πirn は L2(Γ\G)に作用する G = SL(2,R)の右正則表現 RΓ を

既約分解したときに現れる SL(2,R) の spherical な既約ユニタリ表現であ

り，（ユニタリ主系列表現，または補系列表現で Gの trivial 表現は除く）そ

の重複度を mΓ(πirn) とおいた．上記の定理はコンパクトリーマン面 Γ\H
に対するセルバーグ跡公式を用いて証明される．このゼータ関数 ZΓ(s) は

以下の関数等式をみたす：

定理 6.3 (関数等式，Selberg 1956 [25]).

ZΓ(1− s) = ZΓ(s) exp
(
− 4(g − 1)π

∫ s− 1
2

0

r tan(πr) dr
)
. (6.1)

上記関数等式は二重ガンマ関数 Γ2(s) を用いて対称な形に書くことも

出来る．ここで，二重ガンマ関数 Γ2(z) := exp(ζ ′2(0, z)) で定義される．

ζ2(s, z) =
∑

n,m≥0(n + m + z)−s は二重フルビッツゼータ関数である．

関数等式 (6.1) に現れる r tan(πr) を含む積分が二重三角関数 S2(s) :=

Γ2(2− s)Γ2(s)
−1 を用いて表示できることに注意すると（[19]参照）上記関

数等式は
ZΓ(1− s) = ZΓ(s)

(
S2(s)

−1S2(s+ 1)−1
)2g−2

となり，

ZΓ(1− s)
(
Γ2(1− s)Γ2(2− s)

)2g−2
= ZΓ(s)

(
Γ2(s)Γ2(s+ 1)

)2g−2

となるので，対称な関数等式

ẐΓ(1− s) = ẐΓ(s) := ZΓ(s)
(
Γ2(s)Γ2(s+ 1)

)2g−2
. (6.2)

を得る．

以下ではセルバーグゼータ関数の解析接続や関数等式など（定理 6.2，定

理 6.3）をセルバーグ跡公式を用いて証明しよう．まず，定理 5.4において，

h(r) := tr(πir(f)) とおき，f の代わりに h を新たに “試験関数”とみなす

と，定理 5.4は次のようになる：
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定理 6.4 (セルバーグ跡公式，両側K-不変，試験関数 h).

∞∑
n=0

h(rn) =
vol(Γ\H)

4π

∫ ∞

−∞
rh(r) tanh(πr) dr

+
∑

γ∈Γhyp

logN(γ0)

N(γ)1/2 −N(γ)−1/2
g(logN(γ)).

ここで，g(u)は h(r)の Fourier 変換で，上記跡公式は下記の条件を満た

す h(r)に対して成り立つことが証明できる．

• h(r) = h(−r)：試験関数，| Im(r)| < 1
2 + δにおいて解析的 (∃δ > 0)，

h(r) = O
(
(1 + |r|)−2−δ

)
(Re(r) → ∞)．

• g(u) := 1
2π

∫∞
−∞ h(r)e−iru dr

定理 6.4を用いて，セルバーグゼータ関数の解析的性質（定理 6.2）や関

数等式（定理 6.3）が証明できる．以下ではそれを説明する．実数 β ≥ 2を

固定する．試験関数として，

h(r) =
1

r2 + (s− 1
2 )

2
− 1

r2 + β2

をとるとこれを試験関数の条件をみたすので，セルバーグ跡公式に適用でき

る．このとき，

g(u) =
1

2s− 1
e−(s− 1

2 )|u| − 1

2β
e−β |u|

になるので，以下の命題を得る．
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命題 6.5. s ∈ C, Re(s) > 1に対して，以下が成立する．

∞∑
n=0

[ 1

r2n + (s− 1
2 )

2
− 1

r2n + β2

]
=

vol(Γ\H)

2π

∞∑
k=0

[ 1

s+ k
− 1

β + 1
2 + k

]
+

1

2s− 1

Z ′
Γ(s)

ZΓ(s)
− 1

2β

Z ′
Γ(

1
2 + β)

ZΓ(
1
2 + β)

. (6.3)

Proof. 跡公式の右辺の単位元の寄与を

I(s) :=
vol(Γ\H)

4π

∫ ∞

−∞

[
1

r2 + (s− 1
2 )

2
− 1

r2 + β2

]
r tanh(πr) dr

とおく．tanh(πr) = 1−e−2πr

1+e−2πr に注意して，留数定理と部分分数分解の公式

cot(πz) =
1

z
+
∑
n̸=0

[
1

z − n
+

1

n

]
を用いて計算すれば，

I(s) =
vol(Γ\H)

2π

∞∑
k=0

[
1

s+ k
− 1

β + 1
2 + k

]
となる．次に

H(s) :=
∑

γ∈Γhyp

logN(γ0)

N(γ)1/2 −N(γ)−1/2
e−(s− 1

2 logN(γ))

とおけば，双曲共役類の寄与は

1

2s− 1
H(s)− 1

2β
H(β + 1

2 )
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となる．H(s)を計算する．

H(s) =
∑

γ∈Γhyp

logN(γ0)

1−N(γ)−1
N(γ)−s

=

∞∑
k=1

∑
p∈Prim(Γ)

logN(p)

1−N(p)−k
N(p)−ks

=
∞∑

m=0

∞∑
k=1

∑
p∈Prim(Γ)

logN(p) ·N(p)−k(s+m)

=
d

ds

∑
p∈Prim(Γ)

∞∑
m=0

log
(
1−N(p)−(s+m)

)
=

d

ds
logZΓ(s)

となり，示された．

この命題を用いて，セルバーグゼータ関数の解析接続や零点の位置と位数

が導かれる（定理 6.2）．また，(6.3)の左辺は sと 1 − sを入れ替えても不

変なので，(6.3)において sを 1− sと置き換えた式との差を取ると

Z ′
Γ(s)

ZΓ(s)
+

Z ′
Γ(1− s)

ZΓ(1− s)
= −(2s− 1)

4π(g − 1)

2π
π cot(πs)

が得られる．これから関数等式 (6.1)が得られる（定理 6.3）．

セルバーグゼータ関数は階数１の局所対称空間に対しても定義され，調べ

られている．それらについては [11], [12], [14], [15] 等を参照のこと．

7 実二次体の類数の分布

判別式の集合 D := {d > 0 | d ≡ 0, 1 (4), 平方数でない }とおく．d ∈ D
に対して，実二次体 Q(

√
d)の基本単数を εd > 1，類数を h(d)とおく．以

下の漸近公式が知られている．
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定理 7.1 (Gauss/Siegel).

∑
d≤x

h(d) log εd =
π2

18ζ(3)
x3/2 +O(x log x) (x → ∞).

上記とは異なるタイプの “類数 h(d)の和の漸近公式”がセルバーグゼータ

関数の数論的表示と素測地線定理を用いて証明される．

命題 7.2 (ZΓ(s) の数論的表示). Γ = SL(2,Z) とする．SL(2,Z) に対する
セルバーグゼータ関数は次の表示を持つ：

ZΓ(s) =
∏
d∈D

∞∏
k=0

(1− ε
−2(s+k)
d )h(d).

Proof. [24]を参照．

リーマンゼータ関数 ζ(s)の非零領域を調べることによって，素数定理：

π(x) := #{p：素数 | p ≤ x} ∼
∫ x

2

dt

log t
(x → ∞)

が導かれるようにセルバーグゼータ関数の ZΓ(s) の非零領域を調べること

によって素測地線定理が導かれる．

定理 7.3 (素測地線定理 [16], [17]). Γ を SL(2,R) の vol(Γ\H) < ∞ なる

離散部分群とし，πΓ(x) := #{p ∈ Prim(Γ) |N(p) ≤ x} とおく．li(x) :=∫ x

2
dt

log t とする．以下が成り立つ．

πΓ(x) = li(x) +
∑

3
4<tk<1

li(xtk) +O(x3/4(log x)−1/2) (x → ∞).

ここで，λk = tk(1 − tk) は L2(Γ\H) に作用するラプラシアン ∆ :=

−y2( ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 ) の固有値で (0, 3
16 ] の範囲にある “例外固有値の集合”で

ある．
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上の素測地線定理（素双曲共役類定理）とセルバーグゼータ関数の数論的

表示（命題 7.2）より以下が示される．

系 7.4. ∑
εd≤x

h(d) = li(x2) +O(x3/2(log x)−1/2) (x → ∞).
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