
JACQUET-LANGLANDS対応

都築正男

導入 : 四元数体上の保型表現とGL(2)の保型表現の関連性は、古典的には上半平面上の
正則保型形式を４変数テータ級数として表す問題として関心を持たれていたが、６０年代
初頭に清水により多元体のゼータ函数の観点から Selberg跡公式を用いた一連の研究がな
された。その後、Jacquetと Langlandsは、有名なテキスト [15]で、この問題への表現論
的かつ組織的なアプローチを２通り与えた。１番目の方法は、ヘッケ理論の局所化とWeil
表現を利用した局所体上のGL(2)の無限次元既約許容表現の構成・分類を基礎に、まず局
所体上で既約許容表現の移送を実現し（局所 Jacquet-Langlands対応)、次に、保型 L-函
数のHecke理論とその「逆定理」を経由して四元数体の保型表現をGL(2)の保型表現に
移送する（大域 Jacquet-Langlands対応）というものである。第二の方法は、Selberg跡
公式を利用するもので、[15]の最終章 (§16)はその解説に充てられている。これは、対応
する保型表現同士の局所 (楕円)指標の明示的な関係を導けるためより優れたものといえ
るが、必要な Selberg跡公式周辺の整備が当時は十分でなかったためか、証明はスケッチ
にとどまっている。(序文で、細部を補完し応用などにも踏み込んだ続編の可能性をほの
めかしているが実現されていない。) 跡公式の研究はその後、Duflo-Labesse [9]やArthur
の一連の仕事などで一気に進み、 Gelbartのテキスト [10]や Gelbartと Jacquetによる
Arthur-Selberg跡公式の解説記事 [12]などで証明のより詳しい解説が与えられた。こうし
て実現された大域 Jacquet-Langlands対応は、保型表現のL函数やL2-重複度といった量で
「間接的に」記述される。清水 ([27])は、アデール群のWeil表現（テータ級数）を用いて、
四元数体の保型表現に対応するGL(2)の保型形式を直接構成し大域 Jacquet-Langlands対
応の別証明を与えた。このような経緯から、GL(2)とその inner forms (= 四元数体の乗法
群)の間の保型表現の対応は「Jacquet-Langlands-Shimizu対応」とも呼ばれる。GL(n)の
inner forms(内部形式)に対する同種の問題が自然に直近のテーマとなるが、GL(3)の場合
は Flath (Thesis, Harvard Univ.) によって扱われ、GL(n)の場合は、(少なくとも局所体
上の既約離散系列表現の移送に関しては) Rogawski ([25]), Deligne-Kazhdan-Vigneras [8]
によって「簡易版の Selberg跡公式」を使った大域的な方法で実現された。これらの仕事
で使われた簡易版の跡公式では試験函数に強い制約が必要で、大域対応に関しては保型表
現の局所成分に条件を加えなければならない。大域対応を完全な形で扱うのに必要な跡公
式は、Arthurの一連の仕事に基づいてArthur-Clozel [1]によって与えられた。Badulescu
([2], [3])は、局所対応を離散系列表現から一般の既約ユニタリー表現に拡張し、[1]で確
立された跡公式を使うことでGL(n)とその内部形式に対して大域対応を制約条件なしで
証明した。
さて、このノートの目的は、Arthur-Selberg跡公式の応用として、GL(2)とその内部形

式に対する「Jacquet-Langlands-Shimizu対応」の証明を解説することである。主に、[15],
[25], [12], [11]を参考に若干の整理を加えた。以下は各章の詳しい内容である。

• 第１章では、四元数環の基本的な性質を、主に [26], [28]に従って復習したあと、
四元数環の乗法群の共役類の分類を述べた。

• 第２章では、局所体上の四元数環の乗法群の共役類に対する軌道積分の基本的な
性質を調べる。特に、非アルキメデス局所体に限定して、軌道積分の Shalika germ
展開を詳述し、[25]に従って「E型函数」の軌道積分の特徴付け ()を述べた。　

• 第３章では、主定理の証明で使われる函数解析の結果（無限個の既約ユニタリー
表現に対する汎函数指標の解析的線型独立性）を証明する。

• 第４章では、局所体上のGL(2)とその内部形式の既約表現とその指標の基礎的な
性質を述べた。非アルキメデス局所体の場合に、離散系列表現の擬行列係数の存
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在を第２章で準備した軌道積分の特徴付けを利用して証明する。（アルキメデス的
な場合は証明を割愛した。）

• 第５章では、主定理を述べ、第６章でその証明を詳述した。
４章までは局所調和解析の必要事項のおさらいである。便宜のためと考えなるべく証明を
付けが、そのため準備が予想以上に長くなってしまいかえって読みにくいものになってし
まったかも知れない。

1. 四元数環とその乗法群

1.1. 四元数環. ([26, 第 3章 §3.3], [28, ChapIV §20, Chap V §27])
F を標数 0の体とする。F -代数Aが、次の３条件を満たすときF 上の四元数環という。

• Aは単純環である。
• dimF (A) = 4
• Aの中心は F (= {a 1A| a ∈ F })に一致する。

更に、Aが斜体になるときAを四元数体とよぶ。

四元数環の構成法として次がある ([28, Chap IV, §20])：E/F を２次拡大体、その非自明
な F -自己同型写像 x 7→ x̄とする。X = [ x11 x12

x21 x22 ] ∈ M2(E)に対して、X̄ = [ ¯x11 ¯x12
¯x21 ¯x22

]とお
く。c ∈ F に対して γ = [ 0 1

c 0 ]とおく。M2(E)の部分環

{E, c}F = {X ∈ M2(E)| γX̄γ−1 = X } = {[ x y
cȳ x̄ ] |x, y ∈ E }

は F 上の四元数環になり、Eに同型な部分体 {[ x 0
0 x̄ ] |α ∈ E }を含む。

補題 1. Aが F 上の四元数環とする。E ⊂ Aを２次部分体、x 7→ x̄をE/F の共役写像と
する。γx = x̄γ (∀x ∈ E), γ2 = c 1Aなる γ ∈ A×, c ∈ F が存在して、{1A, γ}は右E-ベク
トル空間 Aの基底になる。λE : A → M2(E)をこの基底による Aの左正則表現の表現行
列とすれば、係数拡大によって

λE ⊗ 1 : A⊗F E
∼=−→ M2(E) (E-同型)

であり、λE(A) = {E, c}F となる。

Proof : [28, Theorem 20.3, Lemma 20.4]

Aが F 上の四元数環、νA : A → F および τA : A → F をそれぞれ被約ノルムおよび被約
トレースとする。E ⊂ Aを２次部分体、λE : A → M2(E)を補題 1のように決めるとき、

νA(a) = detλE(a), τA(a) = trλE(a)

である。

補題 2. Aを F 上の四元数体とする。

(1) νA(ξ) = 0 (∃ξ ∈ A− {0})ならばA ∼= M2(F )
(2) νA(ξ) ̸= 0 (∀ξ ∈ A− {0})ならばAは斜体である。

Proof : [26, Lemma 3.2, Lemma 3.3]

補題 3. A = {E, c}F (E/F は２次体、c ∈ F×) のとき、

{E, γ}F ∼= M2(F ) ⇐⇒ cがE/F のノルムで表される

Proof : {E, 1}F ∼= M(2, F ) ([28, (20.6)])に注意すると、これは [28, Theorem 20.8]から従
う。
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1.1.1. 局所体上の四元数環の分類. F が標数 0の局所体とする。
F が非アルキメデス的なとき、F0 を F の不分岐２次拡大、ϖF を F の素元として、

D = {F0, ϖF}F とおくと、Dは四元数体になる。
F = Rのときは、D = {C,−1}RをHamiltonの四元数体とする。

補題 4. F 上の四元数環はM(2, F )あるいはDのいずれか一方に同型である。F = Cの
ときは、C上の四元数環は全てM(2,C)と同型である。

Proof : [28, Theorem 21.22]

そこで、F 上の任意の四元数環Aに対して、そのハッセ不変量を

invF (A) =

{
+1 (A ∼= D)

−1 (A ∼= M(2, F ))

で定義する。

1.1.2. 大域体上の四元数環の分類. F を有限次元代数体とする。ΣをF の素点全体の集合
とし、複素アルキメデス素点全体をΣCとする。
F 上の四元数環 Aと素点 v ∈ Σに対して、係数拡大 A ⊗F Fvを Avとして、inv(A) =

(invFv(Av))v∈Σ ∈ {±1}Σとおく。
ΣA = {v ∈ Σ| invFv(Av) = −1 }

と定義する。

補題 5. (1) F 上の四元数環Aに対して、ΣAは有限集合であり、∏
v∈ΣA

invFv(Av) = 1

である。
(2) 偶数個の素点からなる有限集合 S ⊂ Σ− ΣCに対して、

invFv(Av) =

{
−1 (v ∈ S),

+1 (v ̸∈ S)

を満たす四元数環Aが同型を除いて唯ひとつ存在する。
(3) A 7→ ΣAは次の全単射を導く：

{F 上の四元数環 }/(F -同型)
∼=−→ {S ⊂ Σ− ΣC| ♯(S) <∞, ♯(S) ≡ 0 (mod 2) }

Proof : [28, Theorem 26.6, Theorem 27.8]

1.2. 共役類. F を標数 0の体、AをF 上の四元数環とする。Gを乗法群A×とする。Zを
Gの中心とすると、Z = {z 1A| z ∈ F× }となる。群Gの共役類の分類を行うのがこの節
の目標である。

定義 6. Gの元 ξが条件「F [ξ]は体である」を満たすとき F -楕円的であるといい、その
全体の集合をGellと書く:

Gell = {ξ ∈ G|F [ξ]は体である }

GellはG-共役で安定な部分集合である。

補題 7. ξ, η ∈ Gell − ZがG-共役になるための必要十分条件は

νA(ξ) = νA(η), τA(ξ) = τA(η)

である。
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Proof : 必要性は自明である。逆に ν = νA(ξ) = νA(η), τ = τA(ξ) = τA(η)であるとすると、
Cayley-Hamiltonの定理から ξ, ηはともに F 上の２次方程式X2 − τX + ν = 0を満たす。
ξ, η ∈ Gell − Zゆえ、この２次式は F 上で既約で F [ξ] ∼= F [X]/(X2 − τX + ν) ∼= F [η]と
なる。F -同型 ϕ : F [ξ] → F [η]を一つ固定する。補題 1より

A = F [ξ] + γF [ξ], γx = x̄γ (∀x ∈ F [ξ]), γ2 ∈ F,

A = F [η] + δF [η], δy = ȳδ (∀y ∈ F [η]), δ2 ∈ F

となる γ, δ ∈ A×が存在する。A ∼= {F [ξ], γ2}F
ϕ∼= {F [η], γ2}F ∼= {F [η], δ2}F となるので、

[28, Theorem 20.8(i)]より γ2 = NF [η]/F (a) δ
2 (∃a ∈ F [η]×)となる。δを aδで置き換えれ

ば、最初から γ2 = δ2だとしてよい。そこで写像 φ : A → Aを

φ(x1 + γx2) = ϕ(x1) + δ ϕ(x2), x1, x2 ∈ F [ξ]

で定義すると、これはF -代数AのF -自己同型であることが分かる。Skolem-Noetherの定
理からφ(α) = g−1αg (∀α ∈ A)なる g ∈ A×が存在する。特に、g−1 F [ξ] g = F [η]となる。
g−1ξg, ηの F -最小多項式は共通だから g−1ξg = ηまたは g−1ξg = η̄となる。η̄ = δηδ−1ゆ
え、いずれにしろ ξ, ηはG-共役である。

Gellに含まれる共役類（＝ F -楕円共役類）の完全代表系は次のように記述される。まず、
代数的閉包 F̄ を一つ固定してQ(F )を F̄ に含まれる F の２次拡大の全体の集合とする。
更に、

QA(F ) = {E ∈ Q(F )|F -埋め込みE ↪→ Aが存在する }
とおく。各E ∈ QA(F )に対して、F -埋め込み ιE : E ↪→ Aを一つ固定しておく。ιEのE×

への制限 ιGE : E× → A×の像を TG
E とする。補題 1により、

wE ι
G
E(x)w

−1
E = ιGE(x̄), (∀x ∈ E),

w2
E ∈ Z

を満たすwE ∈ Gがある。以下、このようなwEを一つ固定する。

補題 8. E ∈ QA(F )に対して、商群W (G, TG
E ) = NG(T

G
E )/TG

E (= TG
E のWeyl群)はwEで

生成される位数２の群である。ここで、NG(T
G
E )はTG

E のGにおける正規化部分群である。

Proof : gTG
E g

−1 = TG
E とすると、gι

G
E(x)g

−1 = ιGE(x
′) (x ∈ E)によって体EのF -自己同型

x 7→ x′が決まる。E/F は２次拡大だからこの自己同型は恒等写像か共役写像のいずれか
である。前者の場合 g ∈ TG

E であり、後者の場合 g ∈ wE T
G
E となる。

Gの部分集合

EG = Z ∪

 ∪
E∈QA(F )

(TG
E − Z)

(1.1)

と定める。

補題 9. (1.1)は disjoint unionである。更に、この集合の２元 ξ, ηがG-共役になるのは次
のいずれか場合に限られる：

• ξ = η ∈ Z
• (∃E ∈ QA(F )) (∃w ∈ W (G, TG

E )) ξ, η ∈ TG
E − Z, ξ = wηw−1

Gellの任意の元は EGのある元にG-共役である。

Proof : E, E ′ ∈ QA(F ), ξ ∈ (TG
E − Z) ∩ (TG

E′ − Z)とすると、F [ξ]は Aの２次の部分体
であり F [ξ] ⊂ ιE(E)なので、F [ξ] = ιE(E)となる。同様に F [ξ] = ιE′(E ′)となる。よっ
て、ιE(E) = ιE′(E ′)であり、QA(F )の定義から、E = E ′が従う。故に、(1.1)は disjoint
である。
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ξ, η ∈ EG −ZがG-共役だとすると、補題 7より ξ, ηのF -最小多項式は一致する。よっ
て、ξ = ιGE(t) (t ∈ E×)と書くとき、η = ιE(t)または ιGE(t̄)である。あとは、wE ι

G
E(t)w

−1
E =

ιGE(t̄)に注意すればよい。

補題 10. (1) Aが斜体であるとする。このとき、G = Gellである。
(2) A = M2(F )とする。このとき、G−Gellの任意の元は集合 UG ∪HG,

UG =
{
[ a 1
0 a ] | a ∈ F× }

, HG =
{
[ a 0
0 d ] | a, d ∈ F×, a ̸= d

}
=M − Z

の元にG-共役である。EGの元と UG ∪ HGの元はG-共役ではない。UGの異なる
２元はG-共役ではない。HGの２元はそれらの対角成分が順序を除いて一致する
場合に限りG-共役になる。

Proof : (1) Aが斜体ならば、任意の元 ξ ∈ Aに対して F [ξ]は部分体になる。

(2) Jordan標準型より明らか。

便宜上、Aが斜体の場合HG = UG = ∅とおく。Greg = G− (Z ∪ UG)の元をGの正則元
と呼ぶ。
以下で必要になる場合に対して、集合QA(F )を決定しておこう。

補題 11. Aを F 上の四元数環とする。

(1) F が局所体のとき、QA(F ) = Q(F )である。
(2) F が大域体のとき、E ∈ Q(F )に対して、

Σ(E) = {v ∈ Σ|Ev = E ⊗F Fvが体である }

とおくと、QA(F ) = {E ∈ Q(F )|ΣA ⊂ Σ(E) }である。

Proof : Aが斜体であるとして示せばよい。

(1) E ∈ Q(F )とする。NE/F (E
×)は F×の指数２の部分群だから、ある要素 c ∈ F× −

NE/F (E
×)が存在する。そこで、四元数環 {E, c}F を考えると、これはEと同型な部分体

{[ α 0
0 ᾱ ] |α ∈ E }を含む。しかも、補題 3より、{E, c}F は斜体になる。補題 4より A ∼=

{E, c}F なので、AもEと同型な体を含む。よって、E ∈ QA(F )である。

(2) E ∈ QA(F )ならばΣA ⊂ Σ(E)は明らか。逆に、ΣA ⊂ Σ(E)となるE ∈ Q(F )はAに
埋め込めることを示そう。F のイデール群A×の開部分集合

U =
∏

v∈Σ−ΣA

NEv/Fv(E
×
v )

∏
v∈ΣA

(Fv − NEv/Fv(E
×
v )

は開部分群NE/F (A×
E)の作用で安定である。明らかにU ̸⊂ F×であるから、U ̸⊂ F×NE/F (A×

E)
となる。一方、類体論の結果からA×/F×NE/F (A×

E)はE/F のガロア群と同型であり、特
に位数２である。よってA× = U F× NE/F (A×

E) = U F×となる。従って、1 = c xとなる
c ∈ F×, x ∈ U が存在する。v ∈ ΣAにおいて c−1 ∈ F×

v − NEv/Fv(E
×
v )、v ̸∈ ΣAにおいて

c−1 ∈ NEv/Fv(E
×
v )となるので、補題 3から、四元数環A′ = {E, c−1}F はΣA′ = ΣAを満た

す。補題 5(2)よりA′ ∼= Aとなる。故に、E ↪→ {E, c−1}F ∼= Aとなり、E ∈ QA(F )が言
えた。

2. 軌道積分

この節ではF を標数 0の局所体、| |F を標準的な乗法付値とする。F が非アルキメデス
的のときには、有限次元拡大体E/F に対して、Eの整数環を oE、Eの素元をϖE、剰余
体の位数を qEで表す。

Aを F 上の四元数環、G = A×とする。
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2.1. 玉河測度. 非自明な加法指標 ψF : F → C1を固定する。任意の有限次元拡大Eに対
して、dExを加法指標 ψE = ψF ◦ trE/F に対する加法群E上の自己双対的Haar測度とす
る。トーラス T = E×の乗法的Haar測度を

dµT (t) = CE/F
dEt

|NE/F (t)|F

で定義する。ここで、F = RまたはCのとき、CE/F = 1とする。F が非アルキメデス的な
とき、eをE/F の分岐指数、qEをEの剰余体の位数でとして、CE/F = e−1vol(oE)

−1(1−
q−1
E )−1とする。Z = F×による商群 Z\T に商測度 dµZ\T = dµT/dµZ を与えると、

vol(Z\T ) = 1

となることが容易に分かる。
同様に、Aの加法指標 ψD = ψF ◦ τD に対する A上の自己双対的測度を dAξ とする。

G = A×の測度 dµGを

dµG(ξ) =
dAξ

|νA(ξ)|2F
×

{
(1− q−1

F )−1 (F :非アルキメデス的)

1 (F :アルキメデス的)

で固定する。これをGの (正規化された)玉河測度とよぶ。

注意 : F が非アルキメデス的のとき、(1 − q−1
F ) dµG を非正規化玉河測度と呼ぶ。因子

(1− q−1
F )−1はアデール群上の玉河測度を構成する際の収束因子として働く。

G = GL(2, F )とすると、ある定数C0 > 0が存在して

∫
G

f(g) dµG(g) = C0

∫
z∈F×

∫
t∈F×

∫
x∈F

∫
k∈K

f ([ zt 0
0 z ] [

1 x
0 1 ] k) dµF×(z) dµF×(t) dFx dk

(2.1)

となる。dkは vol(K) = 1なるKのハール測度である。比例定数C0は次で与えられる。

補題 12. F が非アルキメデス的なとき、C0 = vol(oF )
3 (1 − q−2

F ) である。F = Rならば
C0 = π, F = CならばC0 = 2πである。

Proof : F が非アルキメデス的の場合 : f にKの特性函数を代入して公式 (2.1)の両辺を
計算すればよい。R = M(2, oF )のM(2, F )における特性函数を χRとすると、χRのフー
リエ変換は

χ̂R(x) = vol(R)χR(ϖ
d
Fx), x ∈ M(2, F )

と計算される。ただし、vol(R)はA =M(2, F )の自己双対ハール測度 dAxに関する体積、
dは {x ∈ F |ψF (xoF ) = {1} } = ϖ−d

F oF なる整数である。もう一度フーリエ変換すると、
χR = vol(R)2 |ϖd

F |4F χRを得る。よって、vol(R) = |ϖ−d
F |2F = q−2d

F = vol(oF )
4となる。行

列の基本変形より、容易に

R ∩GL(2, F ) =
∪

l∈N,m∈N

K
[
ϖl+m

F 0

0 ϖl
F

]
K,

K
[
ϖm

F 0
0 1

]
K =

m−1∪
j=1

∪
x∈(oF /ϖj

F oF )×

[
ϖj

F x

0 ϖm−j
F

]
K

 ∪

 ∪
x∈o/ϖm

F oF

[
ϖm

F x
0 1

]
K

 ∪
[
1 0
0 ϖm

F

]
K

(2.2)

が分かる。各両側剰余類K
[
ϖl+m

F 0

0 ϖl
F

]
Kの測度 dAxによる体積 Vl,mは分解 (2.2)を利用

すると、m > 0ならば Vl,m = q−4l−m
F (1 + q−1

F )vol(K)、m = 0ならば Vl,0 = q−4l
F vol(K)と
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計算できる。vol(K)はKの dAxに関する体積であるが、これは (1 − q−1
F )µG(K)と等し

い。故に、

vol(R) = vol(R ∩GL(2, F ) =
∑
l,m∈N

Vl,m =
∞∑
l=0

{
∞∑

m=1

q−m
F (1 + q−1

F ) + 1}q−4l
F (1− q−1

F )µG(K)

= (1− q−2
F )−1 µG(K)

よって、(2.1)の左辺は µG(K) = (1− q−2
F ) vol(oF )

4と求まる。
一方、(2.1)の右辺は、C0 µF×(oF )

2 vol(oF ) = C0 vol(oF )である。これらを比較すること
で、C0の値が分かる。
F = Rの場合 : f(g) = exp(−πtr(tgg))| det g|2Rに対して、(2.1)の両辺を計算する。
左辺は

{∫
R exp(−πx

2) dx
}4

= 1となる。右辺は

C0

∫
x∈R

∫
(z,t)∈(R×)2

∫
Kv

exp(−πz2(t2 + t2x2 + 1))) (z2t)2 dx
dt

t

dz

z
dk

= C0{
∫
R
e−πx2

dx} {
∫
R×
e−πz2z2

dz

z
} {

∫
R×
e−πt2 |t| dt

t
} = π−1C0

よって、C0 = πとなる。
F = Cの場合 : f(g) = exp(−π tr(tḡ g)) | det g|2Cに対して、(2.1)の両辺を計算する。左辺
は 16、右辺は 8π−1C0になることが分かるので、C0 = 2πが得られる。

補題 13. Dを F 上の四元数体とする。
(1) 商空間 F×\D×はコンパクトである。
(2) F が非アルキメデス的とすると、vol(F×\D×) = 2 q−2

F (qF + 1) vol(oF )
4である。

Proof : F = Rのとき、H× = R×
+ SU(2)なので (1)は明らか。以下、F は非アルキメデス

的とする。u0 ∈ o×F − (o×F )
2とすると、E0 = F (

√
u0)は不分岐２次拡大である。従って、

D =
{[

α ϖF β
β̄ ᾱ

]
|α, β ∈ E0

}
であり、α, β ∈ oE0である要素全体 oDはその極大オーダーを与える。ϖD =

[
0 ϖF
1 0

]
は素

元であり、ϖDoD = oDϖDはその唯ひとつの極大イデアルである。o×D = oD − ϖDoDよ
り、o×Dはコンパクトである。D

× = o×Dϖ
Z
D, F

× = o×F ϖ
Z
F であり、ϖF = ϖ2

Dなので、

F×\D× = (o×F\o
×
D) {ϖD, 1}(2.3)

となる。これより (1)は明らかである。さて、dD/F = {γ ∈ D|ψF (τD(γ oD)) = {1} }とする
と、直接計算によって dD/F = ϖ−1

D ϖ−d
F oDが分かる。ここで、dはψF の differential expo-

nent( i.e. {x ∈ F |ψF (aoF ) = {1} } = ϖ−d
F oF )である。以下、この証明のなかでは、volでF

代数の加法的自己双対測度による集合の測度を表す。[29, ]により vol(oF ) = q
−d/2
F である。

これと同様に、vol(oD)を計算する。oDの特性函数χoDのフーリエ変換はvol(oD)χdD/F
にな

る。よって、再度これをフーリエ変換するとχoDになるので、1 = |νD(ϖDϖ
d
F )|−2

F vol(oD)
2

を得る。これより、vol(oD) = |νD(ϖDϖ
d
F )|F = q−1−2d

F = q−1
F vol(oF )

4 と求まる。o×D =
oD −ϖDoDだから

(1− q−1
F )µD×(o×D) = vol(o×D) = (1− |νD(ϖ)|2F ) vol(oD) = (1− q−2

F ) q−1
F vol(oF )

4

これと、(2.3)によって

µF×\D×(F×\D×) =
µD×(o×D)

µF×(o×F )
× 2 = 2q−2

F (qF + 1)vol(oF )
4

を得る。
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2.2. 共役類上の不変測度. γ ∈ Gに対して OG(γ) = {g−1γg| g ∈ G }を γ の G-共役
類、Gγを γのGにおける中心化群とする。補題 10より、Gの共役類分割はOG(γ) (γ ∈
EG ∪ HG ∪ UG)で与えられる。γ ∈ EG ∪ HG ∪ UGに対する共役類と中心化群は次のよう
に具体的に求められる。

• γ = [ z 0
0 z ] (z ∈ F×)ならば、

OG(γ) = {γ}, Gγ = G

である。OG(γ)には体積１の離散測度を与える。
• γ = ιGE(t) (E ∈ Q(F ), t ∈ E× − F×)ならば、

OG(γ) = {ξ ∈ G| det ξ = NE(t), trξ = trE(t) }, Gγ = TG
E

である。dµGγ (ι
G
E(x)) = dµE×(x)でGγ

∼= E×のHaar測度 dµGγ が定まる。
• A = M(2, F )のとき、γ =

[
a1 0
0 a2

]
(a1, a2 ∈ F×)ならば

OG(γ) = {ξ ∈ G| det ξ = a1a2, trξ = a1 + a2 }, Gγ(F ) =M

dµM(x1, x2) = dµF×(x1) dµF×(x2)によりGγ
∼= (F×)2のHaar測度dµGγが定まる。

• A = M(2, F )のとき、γ = [ a 1
0 a ] (a ∈ F×)ならば

OG(γ) = {ξ ∈ G| (ξ − a12)
2 = 0, ξ ̸= a 12 }, Gγ =

{
[ z x
0 z ] | z ∈ F×, x ∈ F

}
である。これより、Gγ はユニモジュラーである。dµGγ = dµF×(z) dFxによって
GγにHaar測度を固定する。

OG(γ) は G の局所閉集合になる。G-同型 Gγ\G ∼= OG(γ) によって Gγ\G 上の商測度
dµG/dµGγ を移送して共役類O = OG(γ)に不変測度 µOを与える。
ω : Z → C1をユニタリー指標とする。smooth函数 f : G→ C でmod Zでコンパクト

台を持ち、
f(zg) = ω(z)−1 f(g), z ∈ Z, g ∈ G

を満たすもの全体をC∞
c (G,ω)とかく。

定義 14. γ ∈ G, f ∈ C∞
c (G,ω)とする。積分

Φ(γ, f) =

∫
OG(γ)

f(x) dµOG(γ)(x)(2.4)

を γに沿った f の軌道積分と呼ぶ。

補題 15. f ∈ C∞
c (G,ω)に対して、積分 (2.4)は絶対収束する。

Proof : γが半単純 (i.e. EG∪HGに共役）ならば OG(γ)は閉集合なので、任意のコンパクト
集合ω ⊂ Gに対して、OG(γ)∩(Zω)はコンパクトである。(実際、点列 gn ∈ OG(γ)∩(Zω)
をとると、gn =

[
zn 0
0 zn

]
hn (zn ∈ F×, hn ∈ ω)と書ける。部分列に移行して {hn}は収束

列であるとしてよい。gn ∈ OG(γ)ゆえ det gn = det γなので、z2n = det γ deth−1
n となり

z2nは収束する。よって、部分列に更に移行すれば znも収束する。)
これより、f ∈ C∞

c (G,ω)に対して上の積分が絶対収束することは見やすい。G = GL(2)
で、γ = [ a 1

0 a ] (a ∈ F×)のときは、岩澤分解G = NAKより自然な同一視Gγ\G = ZN\G ∼=
{[ t 0

0 1 ] | t ∈ F× }Kがある。これにより不変測度 dµG/dµGγ は |t|−2
F dF t dkの定数倍に対応

する。ここで、dkはKの全体積１のハール測度である。∫
Gγ\G

|f(g−1γg)| dµG/dµGγ ≪
∫
F×

∫
K

|f
(
k−1

[
z t−1

0 z

]
k
)
| |t|−2

F dt dk

=

∫
F×

∫
K

|f
(
k−1 [ z t

0 z ] k
)
| dt dk (∵ t−1 = t′と変数変換)

この最後の表示と fがmod Zでコンパクト台を持つことから積分の収束は自明である。
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2.3. Weylの積分公式. T ell
G = {TE|E ∈ Q(F ) }とする。Aが斜体のときには TG = T ell

G

とし、A = M(2, F )のときは TG = T ell
G ∪ {M} (M : 対角行列全体)とする。各 T ∈ TGに

対して、Treg = T − Zとおく。
T ∈ TGに対して、

DT (t) = | det(Ad(t)− I)|F , t ∈ T

とおく。

補題 16. T ∈ TGとする。写像 ηT : (T\G)× Treg → G、

ηT (g, t) = g−1 t g, ġ ∈ T\G, t ∈ Treg

は submersiveであり、任意の (g, t) ∈ (T\G)× Tregに対して

η−1
T (ηT (g, t)) = { (wEg, wEtw

−1
E ) |w ∈ W (G, T ) }

である。像 (Treg)
G =

∪
t∈Treg

OG(t)はGの開集合になる。

Proof : [8, §A.3.f], [21, 補題 (4.1.2)]

補題 17. (Weylの積分公式)： 可積分函数 f : G→ Cに対して、∫
Z\G

f(g) dµG(g) =
1

2

∑
T∈TG

∫
Z\Treg

DT (t) Φ(t, f) dµT (t)

が成り立つ。

Proof : [8, §A.3.f], [21, 補題 (4.1.2)]を参照せよ。

2.4. 軌道積分の germ展開. この節では F は非アルキメデス的とする。
T ∈ TGとする。軌道積分Φ(t, f)の t ∈ T の函数としての振る舞いは次の命題で与えら

れる。

命題 18. (1) f ∈ C∞
c (G,ω)する。Treg上ではΦ(t, f)は smooth函数であり、台はmod

Zで相対コンパクトな集合に含まれる。
(2) γ = z 1A ∈ Zとする。

(a) Aが斜体ならば、Φ(t, f)は γの近傍で smoothである。
(b) A = M(2, F )とする。Treg上の函数 ΓT

γ,u, Γ
T
γ (= Shalika germ) が存在して次

の性質を持つ：
• mod 任意の函数 f ∈ C∞

c (G,ω)に対して、γのGでの近傍N (f)が存在
して

Φ(t, f) = ΓT
γ,u(t) Φ([

z 1
0 z ] , f) + ΓT

γ (t) f(γ), t ∈ Treg ∩N (f)(2.5)

• γの十分近傍で、ΓT
γu(t)はDT (t)

−1/2に比例し、ΓT
γ (t)は次の定数に一致

する：

ΓT
γ (t) =

{
0 (T ̸∈ T ell

G ),

−vol(F×\D×) (T ∈ T ell
G )

(2.6)

ここで、Dは F 上の四元数体である。

命題 18の証明は、以下でいくつかの補題を準備しながら段階を分けて与える。(一般の場
合は、[24], [32], [19, §5, §6]を参照せよ。)
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2.4.1. Germ展開の存在証明. [32]に従いながら、「中心指標付き」に修正しつつ進む。こ
の小節を通して、G = GL(2, F )とし、γu = [ z 1

0 z ], γ = z 12とおこう。

補題 19. 開集合 U ⊂ Gに対して、Ũ = Ad(G)U をその充満化として Z(U) = Z ∩ Ũ−1Ũ
とおく。U がある点 x ∈ Gの基本近傍系を走るとき、Z(U)はZにおける単位元の基本近
傍系をなす。

Proof : g ∈ Ũの固有値を λi(g) ∈ F̄ (i = 1, 2)とするとき、ζg (ζ ∈ F×)の固有値が ζλi(g)
になることに注意すればよい。

補題 20. fu, f1 ∈ C∞
c (G,ω)で{

Φ(γu, fu) = 1,

Φ(γ, fu) = 0

{
Φ(γu, f1) = 0,

Φ(γ, f1) = ω(γ)−1

を満たすものが存在する。

Proof : OG(γu) = (G−Z)∩OG(γu)よりOG(γu)はOG(γu)において開集合である。γuの
G − Zでの相対コンパクト近傍N を十分小さくとると、補題 19から Zにおける単位元
の相対コンパクト近傍Z(N )上でωは自明になる。不変測度 dµOG(γu)の台はOG(γu)全体
に等しいので、µOG(γu)(Z(N )N ∩OG(γu)) ̸= 0である。

fu(g) =

{
ω(ζ)−1 µOG(γu)(Z(N )N ∩OG(γu))

−1 (g = ζg0 ∈ ZN ),

0 (g ̸∈ ZN )

によって smooth函数 fu : G → Cは矛盾無く定義されて、supp(fu) ⊂ ZN となる。
fu(ζg) = ω(ζ)−1 fu(g) (ζ ∈ Z)も明らかなので、fu ∈ C∞

c (G,ω)である。ZN ∩OG(γu) =
Z(N )N ∩OG(γu)に注意すると、

Φ(γu, fu) =

∫
Z(N )N∩OG(γu)

φ dµOG(γu) = 1,

Φ(γ, fu) = fu(γ) = 0

となる。次に、Gにおける γの微小近傍N1を ω|(Z ∩N−1
1 N1) = 1となるようにとり、

χ0(g) =

{
ω(ζ)−1 (g = ζg0 ∈ Z Ad(G)N1),

0 (g ̸∈ ZAd(G)N1)

として、χ0 ∈ C∞
c (G,ω)と定め

f1 = χ0 − Φ(γu, χ0) fu

と定義する。すると、

Φ(γ, f1) = f1(γ) = ω(γ)−1, Φ(γu, f1) = Φ(γu, χ0)− Φ(γu, χ0) Φ(γu, fu) = 0

となる。

Z\G-作用を持つ全不連結空間X 上の函数 ϕ : X → Cに対して ϕg(x) = ϕ(g−1 · x) (g ∈
Z\G, x ∈ X)とする。C0(X)を ϕg − ϕ (ϕ ∈ C∞

c (X), g ∈ Z\G)の形を持つ函数によっ
て生成される C∞

c (G)の部分空間とする。X = OG(γu)は AdによるG-作用を持つので、
C0(OG(γu))が定義される。

補題 21. ⟨µOG(γu), φ⟩ = 0, φ ∈ C∞
c (OG(γu))ならば φ ∈ C0(OG(γu))である。

Proof : OG(γu)はG-軌道なのでその上の Haar測度は定数倍を除いて一意である。これ
は、商空間C∞

c (OG(γu))/C0(OG(γu))の双対空間が１次元であることを意味する。
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補題 22. fu, f1 を補題 20のようにとる。任意の f ∈ C∞
c (G,ω)に対して、f ′ = f −

Φ(γu, f) fu − Φ(γ, f) f1とおくと、h ◦ Ad(g)− h (h ∈ C∞
c (G,ω), g ∈ G)の形の函数の有

限一次結合が存在してOG(γu)上で f ′と一致する。

Proof : fu, f1の性質からΦ(γu, f
′) = 0, f ′(γ) = 0となる。よって、f ′は γのある近傍で

零なので、φ = f ′|OG(γu)は φ ∈ C∞
c (OG(γu))であって、

⟨µOG(γu), φ⟩ = Φ(γu, f
′) = 0

を満たす。従って、補題 21より φ ∈ C0(OG(γu))となるので、

φ =
∑
j∈J

(hj ◦ Ad(gj)− hj), hj ∈ C∞
c (OG(γu)), gj ∈ G

と有限和で書ける。補題19より、G−ZのAd(G)-不変開集合Nをγu ∈ Nかつω|(N−1N∩
Z) = 1となるように取れる。各点 x ∈ OG(γu)のN における開近傍 Uxが存在して、任意
の jに対して hj|Ux ∩ OG(γu)は定数になる。補題 19に注意して Z(Ux)Vx ⊂ Uxを満たす
ように xの開近傍Vxをとる。ZVx∩OG(γu) = Z(Vx)Vx∩OG(γu) ⊂ Ux∩OG(γu)より、hj
はZVx ∩OG(γu)上で定数になる。

∪
j supp(hj)はコンパクトなので、有限個の点 xα (α =

1, . . . , r)が存在してVxα ∩OG(γu)によって被覆される。V ′
β = Vxβ

−
∪

α<β(Vxβ
−ZVxα)に

よって V ′
βを定めると、ZV ′

βは disjointでZV ′
β ∩ OG(γu)上すべての hjが定数になる。

hjはOG(γu)の開集合ZV ′
βj
∩ OG(γu)の特性函数の定数 cj倍であるとしよう。

各 j ∈ J に対して、Nj = ZV ′
βj
∩N とおき、ζg ∈ ZNjのとき ϕj(ζg) = ω(ζ)−1cjとし、

G−ZNj上で零とすることでϕj ∈ C∞
c (G,ω)が矛盾無く作れる。すると、ϕj|OG(γu) = hj

(j ∈ J)となる。そこで、ϕ =
∑

j∈J(ϕj ◦ Ad(gj)− ϕj)とおけば ϕ|OG(γu) = f ′|OG(γu)と
なる。

補題 23. f ∈ C∞
c (G,ω)が f |OG(γu) = 0を満たせば、γのコンパクト近傍Nf が存在し

て、Ñf = Ad(G)Nf 上で f は恒等的に零になる。

Proof : Ch : Z\G −→ F 3をg ∈ Z\GにAd(g) ∈ GLF (g)の特性多項式det(t−Adg(g))の係
数を対応させる写像とする。これは連続かつG-不変である。Ch(supp(f))はコンパクト集合
であり、Ch(γ)を含まない。よって、Ch(γ)の近傍C ⊂ F 3が存在して、C∩Ch(supp(f)) =
∅となる。そこで、γ ∈ N ⊂ Ch−1(C)なるN をとればよい。
germ展開の存在性 : f ∈ C∞

c (G,ω)に対して、補題 22を適用すると、有限個の函数
hi ∈ C∞

c (G,ω)および点 gi ∈ Gが存在して、

f ′′ = f − Φ(γu, f) fu − Φ(γ, f) f1 −
∑
i

(hi ◦ Ad(gi)− hi)

のOG(γu)への制限が恒等的に零になる。そこで、この f ′′に対して補題 23を適用するこ
とで、γのあるコンパクト近傍Nf であって f ′′|Ad(G)Nf ≡ 0なるものが存在する。特に、
Φ(t, f ′′) = 0 (∀t ∈ T ∩Nf )、つまり、

Φ(t, f) = Φ(γu, f) Φ(t, fu) + Φ(γ, f) Φ(t, f1), t ∈ T ∩Nf

そこで、ΓT
γ,u(t) = Φ(t, fu), Γ

T
γ (t) = Φ(t, f1)とすれば germ展開 (2.5)が成り立つ。

2.4.2. Shalike germの決定. 引き続き、G = GL(2, F )とする。(2.5)の両辺を特別な函数
に対して計算すればよい。χK ∈ C∞

c (G)を極大コンパクト部分群K = GL(2, oF )の特性
函数とする。

χ1
K(g) =

∫
F×

χK(cg) dµF×(c), g ∈ G

とすれば、χ1
K ∈ C∞

c (G, 1)である。以下で現れるC0は補題 12の定数である。また、条件
Pに対して、それが成立するときに限り δ(P) ∈ {0, 1}は 1とする。
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補題 24. (1) a =
[
a1 0
0 a2

]
∈M − Zに対して

Φ(g, χ1
K) = C0 vol(oF ) δ(a1a

−1
2 ∈ o×F ) |a1a2|

−1/2
F DM(a)−1/2

(2) z ∈ F×に対して、

Φ
(
[ z 1
0 z ] , χ

1
K

)
= C0 (1− q−1

F )−1

Proof : Ga\Gの不変測度の決め方から、

Φ(a, χ1
K) =

∫
M\G

∫
Z

f(g−1cag) dµA\G(g) dµ
×
F (c)

= C0

∫
x∈F

∫
c∈F×

∫
k∈K

χK

(
k−1 [ 1 −x

0 1 ]
[
ca1 0
0 ca2

]
[ 1 x
0 1 ] k

)
dµF×(c) dFx dk

= C0

∫
x∈F

∫
c∈F×

χK

([
ca1 (a1−a2)cx
0 ca2

])
dµF×(c)dFx dk

= C0

{∫
c∈F×

δ(ca1, ca2 ∈ oF , c
2a1a2 ∈ o×F ) dµF×(c)

}
vol(oF ) |a1 − a2|−1

F

= C0 vol(oF ) δ(a1a
−1
2 ∈ o×F ) |a1a2|

−1/2
F DA(a)

−1/2

もう一つの積分も同様に容易に計算される。

E ∈ Q(F ), T = TG
E とする。oE = oF + oF θとなる θ ∈ oEが存在する。θのF -最小多項式

を f(t) = t2 + b1t+ b0 ∈ oF [t]とすると、E/F の differentail idealは f ′(θ)oEとなる。そこ
で、u = f ′(θ) = 2θ + b1とおくと、ū = −u, E = F + Fuである。Eの F -基底 {1, u}に
よる正則表現によってEを行列環に埋め込むと

TE =
{[

z tu2

t z

]
| t, z ∈ F× }

となる。vol(Z\TG
E ) = vol(F×\E×) = 1であったことを想起しよう。

補題 25. e ∈ {1, 2}をE/Fの分岐指数とする。|N(τ)|F = |z|2Fを満たすようなτ =
[
z tδ2
t z

]
∈

TG
E − Zに対して

Φ(τ, χ1
K) = C0(qF − 1)−1 vol(oF )

{
−2 + (qe−1

F + qF ) |u|F DT (τ)
−1/2

}
Proof : 写像 σ : E → F を σ(ξ) = (ξ − ξ̄)/uで定義しよう。 ϖF , ϖEを F , Eの素元とす
る。このとき、任意の整数 l ∈ Zに対して、σ(ϖl

EoE) = ϖ
[l/e]
F oF が成り立つ。まず、χK

の軌道積分を計算する。

C−1
0 Φ(τ, χK) = C−1

0

∫
Z\G

χK(g
−1τg) dµZ\G(g)

=

∫
x∈F

∫
a∈F×

∫
k∈K

χK

(
k−1

[
a−1 0
0 1

]
[ 1 −x
0 1 ]

[
z tu2

t z

]
[ 1 x
0 1 ] [

a 0
0 1 ] k

)
|a|−1

F dµF×(a) dFx dk

=

∫
x∈F

∫
a∈F×

∫
k∈K

χK

([
z − xt a−1t(u2 − x2)
at z + xt

])
|a|−1

F dµF×(a) dFx dk

=

∫
x∈F

∫
a∈F×

∫
k∈K

χK

([
z − x a−1(t2u2 − x2)
a z + t

])
|a|−1

F dµF×(a) dFx dk

(2.7)

最後の被積分函数の中に現れた行列がKに属する条件は、x = c+ zとして変数 cを導入
すると、次と同値；

(c, 2z, a) ∈ o3F , N(τ) ∈ o×F , N(c+ τ) ∈ aoF
12



よって、(2.7)は積分 I =

∫∫
(a,c)∈I

|a|−2
F dFa dF cの δ(2z ∈ oF , N(τ) ∈ o×F )倍に等しい。た

だし、I = {(a, c) ∈ o2F |N(c+τ) ∈ aoF }である。Iは減少集合列 {(a, c) ∈ I| c+τ ∈ ϖl
EoE }

(l ∈ N)によるフィルター付けを持つ。これで積分 Iを分解すると、

I =
∑
l∈N

J(l) (V (l)− V (l + 1)),

(2.8)

ただし、J(l) =
∫
a∈oF ; ordF (a)62l/e

|a|−1
F dµF×(a), V (l) = vol {c ∈ oF | c+ τ ∈ ϖl

EoE }

となる。J(l)は容易に

J(l) =
q
2l/e+1
F − 1

qF − 1
(2.9)

と計算される。一方、

I(l) = δ((oF + τ) ∩ϖl
EoE ̸= ∅) vol(F ∩ϖl

EoE)

となる。τ ∈ oE のとき、(oF + τ) ∩ ϖloE ̸= ∅は 2t ∈ σ(ϖl
EoE)と同値である。また、

E = F + θF ∼= F 2によって一時的にEに dFxの積測度を与えると、vol(ϖl
EoE) = vol(F ∩

ϖl
EoE) vol(σ(ϖ

l
EoE))であり、しかも σ(ϖl

EoE) = ϖ
[l/e]
F oF なので、

V (l) = δ(2t ∈ σ(ϖl
EoE))

vol(ϖl
EoE)

vol(ϖ
[l/e]
F oF )

= δ(ordF (2t) > [l/e]) q
2l/e−[l/e]
F vol(oF )(2.10)

(2.8)に (2.9), (2.10)を代入して直接計算すれば、I = (qF − 1)−1 vol(oF ) {−2 + (qe−1
F +

qF ) |2t|−1
F }を得る。DT (τ)

1/2 = |u|F |2t|F |N(τ)|−1/2
F なので、最終的に

C−1
0 Φ(τ, χK) = δ(2z ∈ oF , N(τ) ∈ o×F ) (qF−1)−1 vol(oF ) {−2+(qe−1

F +qF ) |u|F DT (τ)
−1/2}

を得る。これより、

Φ(τ, χ1
K) =

{∫
c∈F×

δ(2cz ∈ oF , c
2N(τ) ∈ o×F ) |c|

−1
F dF c

}
× C0 (qF − 1)−1 vol(oF )

{
−2 + (qe−1

F + qF ) |u|F DT (τ)
−1/2

}
右辺の積分は条件 |N(τ)|F = |z|2F のもとでは１になる。
命題 18の証明の完成 : さて、Shalika germの構成の仕方より、函数 ΓT

γu(t) = Φ(γu, fu)
である。ただし、fu ∈ C∞

c (G,ω)は補題 20の性質を持つ任意の函数であるが、その構成
法から γuの任意の微小開近傍N であってN−1N ∩Z上で ωが自明となるものに対して、
ZN に台を持ちしかも fu|N は中心指標 ωによらないようにとることが出来た。これよ
り、ΓT

γ,u(t) = Φ(t, fu)の γでの芽は中心指標に依存しないことが分かる。ΓT
γ (t)について

も同様である。よって、χ1
K ∈ C∞

c (G, 1)に対して展開 (2.5)の両辺を計算すれば ΓT
γ,u(t),

ΓT
γ (t)が決定できる。補題 24、補題 25および補題 13を使って実際に求めると (2.6)のよ
うになる。
命題 18 (1)は補題 16から従う。(2)の主張 (a)を示そう。t0 ∈ T を固定する。函数 f

が局所定数函数なことより、各点 x ∈ Z\Gに対してその近傍Nx ⊂ Z\Gおよび t0の T
での近傍 Uxが存在して、(g, t) ∈ Nx × Ux上で f(g−1tg)は定数値になる。Aが斜体なの
で、Z\Gはコンパクトである (補題 13(1))。よって、{Nx}は有限部分被覆 {Nxj

}を持つ。
U =

∩
j Uxj

とおこう。t ∈ U のとき

Φ(t, f) =

∫
Z\G

f(g−1tg) dµZ\G(g) =
∑
j

µZ\G(Nxj
) f(x−1

j t0xj)
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となって、Φ(t, f)は t0の近傍 U 上で定数函数になる。
注意 ：

(1) (2.6)より、T ∈ T ell
G に対するΦ(t, f)の展開 (2.5)の右辺第２項（「漸近展開」の定

数項）は T に依存しない。これを保障するには正規化 vol(Z\T ) = 1が重要である
ことを注意しておく。

(2) 両側Kv-不変かつコンパクト台を持つG = GL(2, F )上の smooth函数 (要するに
不分岐ヘッケ環の元)全てに対する軌道積分の計算は [20, Chap. 5]で実行されて
いる。計算は Bruhat-Tis building (SL2(F )の tree) の頂点の個数を数え上げる問
題に帰着させる方法で行われる。[19, §5]に詳しい解説がある。

2.5. E型函数.

定義 26. ([25, Definition A (p.174)]) f ∈ C∞
c (G,ω)が条件

• Gell − Z上の函数 γ 7→ Φ(γ, f)はGell上の smooth函数に延長される。
• Φ(γ, f) = 0 (∀γ ∈ HG)

を満たすとき、E-型函数とよぶ。

補題 27. F は非アルキメデス的とする。f ∈ C∞
c (G,ω)がE-型函数ならば、

Φ(γ, f) = 0, ∀ γ ∈ G−Gell

Proof : G = GL(2, F )の場合のみが問題になる。共役類の分類結果 (2.2節参照)から、任意
の z ∈ F×に対してΦ([ z 1

0 z ] , f) = 0を示せばよい。T =Mに対する germ展開 (2.5)の左辺
は fがE型ならば消える。右辺でみると、ΓT

γ,u(t)は零ではないので、その係数Φ([ z 1
0 z ] , f)

は零でなくてはならない。

命題 28. ([25, Theorem 2.4(p.171)]) : F は非アルキメデス的とする。各E ∈ Q(F )に対
して函数 φE : TG

E → Cが与えられ、次の条件を満たすとする。
• φE(wtw−1) = φE(t) (∀ t ∈ TG

E , ∀w ∈ W (G, TG
E ))

• φE(zt) = ω(z)−1φE(t) (∀ t ∈ TG
E , ∀ z ∈ Z)

• {φE}はGell上の smooth函数に「貼り合わされる」。即ち、任意の γ ∈ Zに対し
て、Gにおける γの近傍N (γ)とある定数 c(γ)が存在して、任意のE ∈ Q(F )に
対して

φE(t) = c(γ), t ∈ N (γ) ∩ TG
E

このとき、E-型函数 f ∈ C∞
c (G,ω)が存在して、

Φ(t, f) = φE(t), ∀E ∈ Q(F ), ∀ t ∈ TG
E

となる。

この命題の証明は次節で与える。

2.5.1. 命題 28の証明. [25, Theorem 2.4]に従って進む。 TG
E (E ∈ Q(F ))全体の互いに素

な合併をG-共役で割って得られる商空間をXとする。自然な全射 EG → Xが存在する。
これにより商位相を与えると、Xは中心 Zが連続に作用する局所コンパクト全不連結位
相空間になる。各点 x ∈ Xに対して、その持ち上げの一つ x̃ ∈ EGを固定しておく。。

補題 29. x ∈ Xとして、x̃のGでの任意の近傍 Vを与える。すると、x̃の近傍 Vx̃ ⊂ Vお
よび函数 fx ∈ C∞

c (ZVx̃, ω)で、任意の半単純正則元 t ∈ Gに対して

Φ(t, fx) =

{
1 (OG(t) ∩ Vx̃ ∩ EG ̸= ∅),

0 (OG(t) ∩ Vx̃ ∩ EG = ∅)

を満たすものが存在する。つまり、函数 t 7→ Φ(t, fx)を空間X上の函数と見做すと、Vx̃∩EG

の像の特性函数に伸びる。
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Proof : x̃ ̸∈ Zの場合：　補題 9より x̃ ∈ T − Zとなる T ∈ T ell
G が唯ひとつ存在する。命

題 16の写像 ηT : (T\G)× (T −Z) → Gを想起しよう。ηT (1, x̃) = x̃なので、命題 16から
Vx̃ ⊂ V ∩ (G−Z)を満たす開近傍をVx̃ = ηT (N1×N2)（N1はT\Gの原点のコンパクト開
近傍、N2は T における x̃のコンパクト開近傍）の形に取れて、しかも ηT : N1 ×N2

∼= Vx̃

は位相同型になる。更に、V−1
x̃ Vx̃∩Z上でωが自明になるとしてよい。N ′

1 ⊂ N1, N
′
2 ⊂ N2

を空でないコンパクト開集合として、V ′
x = ηT (N

′
1 × N ′

2)とおく。fx ∈ C∞
c (ZVx̃, ω)を各

ζ ∈ Zに対して ζ V ′
x̃上では定数 ω(ζ)−1 vol(N ′

1)
−1として、ZV ′

x̃の外では零として定める。
すると、γ ∈ V ′

x̃ ∩ T のとき

Φ(γ, fx) =

∫
OG(γ)∩ZVx̃

fx dµOG(γ) = vol(N ′
1)

−1

∫
N ′

1

dµT\G(g) = 1

Ad(G)Vx̃は T 以外の TGに属するトーラスと交わらない。これより、fxが求めるもので
ある。
x̃ = [ z 0

0 z ] ∈ Zの場合： β := [ z b
0 z ] ∈ Vとなるような b ∈ F×が存在する。よって、補題 20

の証明から、βの近傍Nβ ⊂ V ∩ (G−Z)と函数 hβ ∈ C∞
c (ZV , ω)が存在してΦ(β, hβ) = 1

となる。Nx̃ ⊂ V を x̃のコンパクト近傍とする。N−1
x̃ Nx̃ ∩ Z上で ωが自明になるように

Nx̃を小さくしておく。函数 hx̃ ∈ C∞
c (ZV , ω)を各 ζ ∈ Zについて ζNx̃上で ω(ζ)−1Γ−1

x̃ に
等しく、ZNx̃の外では零とおくことで定義する。fx = ω(x̃) (Γx̃)

−1{hx̃ − Φ(β, χx̃)hβ}と
おく。ここで、Γx̃は「0次」Shalika germ ΓT

x̃ (t) (これは T ∈ T ell
G によらない）である。す

ると、

Φ(β, fx) = 0, fx(x̃) = Γ−1
x̃

を満たす。この函数 fxに対して、germ展開 (2.5)が成り立つような x̃の近傍 Vx̃ ⊂ Nx̃が
存在する。γ ∈ Vx̃ ∩ (T − Z)ならば

Φ(γ, fx) = ΓT
x̃u(γ) Φ(β, fx) + ΓT

x̃ fx(x̃)

である。右辺の第一項はΦ(β, fx) = 0より消える。第二項は T ̸∈ T ell
G ならば ΓT

x̃ = 0(命題
18 (2.6))より零であり、T ∈ T ell

G ならばΓx̃ fx(x̃) = 1である。よって、fxが求める函数で
ある。

命題 28の証明 ： 命題の仮定から、{φE}はX 上の smooth函数 φ : X → Cを自然に決
める:

φ(x) = φE(x̃), (x̃ ∈ TE, E ∈ Q(F ))

φはX 上 smoothで商空間 Z\X はコンパクトなので、X の有限開集合族 {Vi}ri=0を次の
ように選べる：

• φは Vi上定数函数である。
• {ZVi}ri=0はXの被覆である。
• Gの開コンパクト集合 Viであって Vi ∩ EGのX への像が Viとなるものが存在し
て、V−1

i Vi ∩ Z上では ωは定数値をとる。

{Vi}を Ui = Vi −
∪

h<i(Vi ∩ ZVh)で定義される開集合族 {Ui}で置き換えれば、最初から
{ZVi}が disjointであると仮定できる。補題 29から各 x̃ ∈ Viに対して、x̃の開コンパクト
近傍V(x̃) ⊂ Viと函数 fx ∈ C∞

c (ZV(x̃), ω)であって、任意の半単純元 t ∈ G−Zに対して、
Φ(t, fx) = 1 ( if OG(t)∩ EG ∩V(x̃) ̸= ∅), Φ(t, fx) = 0 ( if OG(t)∩V(x̃)∩ EG = ∅)を満た
すものが存在する。Viのコンパクト性から {V(x̃)}から有限部分開被覆 {V(x̃i,α)}q(i)α=0を選
べる。更に、Ni,α = V(x̃i,α)−

∪
β<α(V(x̃i,β)∩ZV(x̃i,α))として、fi,α = fxi,α

|ZNi,αとおき、
fi =

∑
α fi,αと定義すると、fi ∈ C∞

c (ZVi, ω)であり、Φ(γ, fi) = 0 (if OG(γ)∩EG∩Vi = ∅),
Φ(γ, fi) = 1 (if OG(γ)∩ EG ∩Vi ̸= ∅)となる。φの Vi上での値を ciとして f =

∑
i cifiと

定義すると、これが求める函数になっている。
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3. 既約表現の distribution 指標とその独立性

Hを局所コンパクト位相群、ZHをその中心の閉部分群とする。ZH\HのHaar測度 dh
を固定する。KをHのコンパクト部分群とする。(π,Vπ)をHのHibert空間上の連続表
現、⟨ | ⟩を表現空間 V の (必ずしもG-不変とは限らない）内積とする。(エルミート内積
は常に最初の変数に関してC-線型とする。）πの中心指標は ηであるとする：

π(z) = η(z) Id, z ∈ ZH

Kの任意の有限次元連続表現 (τ,Wτ )に対して

Vπ[τ ] = Image(HomK(Wτ ,Vπ)⊗C Wτ −→ Vπ)

とおき、これを πのK-等型成分 (isotypic component)とよぶ。以下では、πはK-許容可
能（即ち、Kの任意の既約表現 τ に対して dimC Vπ[τ ] < +∞）であると仮定する。
L1(H, η)をH上の可側函数 fで、f(zh) = ω(z)−1 f(h) (z ∈ ZH)を満たし、|f |がZH\H

上可積分となるもの全体の空間とする。L1(H, η)(K)を両側K-有限な f ∈ L1(H, η)全体の
なす部分空間とする。f ∈ L1(H, η)(K)に対して、有界線型作用素 π(f) : Vπ → Vπが

⟨π(f)v |u ⟩ =
∫
ZH\H

f(h) ⟨ π(h)v |u ⟩ dh, u, v ∈ Vπ

で定義される。Kのある有限次元表現 τ が存在して π(f)(Vπ) ⊂ Vπ[τ ]となるので、π(f)
は有限階数をもつ。線型写像

tr π : L1(H, η)(K) ∋ f −→ tr [π(f)] ∈ C
を πの distribution 指標 (distributional character) と呼ぶ。

C-部分空間H ⊂ L1(H, η)(K)は次の条件を満たすとする：
• L1(H, η)で稠密である。
• Hは合成積で閉じている。
• f ∈ Hならば f ∗ ∈ H である。ただし、f ∗(h) = f(h−1)である。

補題 30. (σα, Lα)をHの中心指標 ηの既約ユニタリー表現の族とし、各 αに対して xα ∈
Lα − {0}が与えられているとする。また、(σ, L)をHの中心指標 ηの既約ユニタリー表
現、x ∈ L零でないベクトルとする。任意の αについて σαが σとユニタリー同値でない
ならば、任意の正数 ϵに対して、ある f ∈ Hが存在して、∑

α

∥σα(f)xα∥2 < ϵ ∥σ(f)x∥2

となる。

Proof : ([15, Lemma 16.1.1]) 背理法で証明するため、仮にある ϵ0 > 0に対して∑
α

∥σα(f)xα∥2 > ϵ0∥σ(f)x∥2, ∀f ∈ H(3.1)

となったとしよう。L′を {(σα(f)xα) ∈
⊕

α Lα| f ∈ H }の
⊕̂

αLαでの閉包とする。する
と、L′はG-安定な閉部分空間になる。(3.1)より、条件

ψ((σα(f)xα)) = σ(f)x, f ∈ H

を満たす有界線型写像ψ : L′ → Lが唯ひとつ存在する。特に、ψはG-作用と可換になる。
更に、ψ ̸= 0である。(実際、x ̸= 0で、HはL1(H, η)において稠密だから σ(f)x ̸= 0とな
る f ∈ Hが存在する。よって ψ((σα(f)xα) = σ(f)x ̸= 0である。) ψ̃|(L′)⊥ = 0, ψ̃|L′ = ψ

として ψ̃ :
⊕̂

αLα → Lを定義すると、これは零でない連続なG-線型写像になる。包含写
像Lα ↪→

⊕̂
αLαと ψ̃の合成写像としてG-線型写像 ψα : Lα → Lが定義される。任意の α

に対して、σαと σは同値ではないので、Schurの補題から ψα = 0でなくてはならない。
よって、ψ̃ = 0となってしまい矛盾する。
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補題 31. πj (j ∈ I)を中心指標 η の K-許容可能な既約ユニタリー表現の族であって、
i ̸= jならば πi ̸∼= πjを満たすとし、{aj}j∈Iを複素数の族とする。任意の f ∈ Hに対して∑

j∈I aj tr π(f)が絶対収束して 0に等しいならば、aj = 0 (∀j ∈ I)である。特に、H上の
線型形式の族 {tr πj}j∈I は線型独立である。

Proof : aj = a′j +
√
−1a′′j (a′j, a

′′
j ∈ R)と表す。任意の f ∈ Hについて tr πj(f ∗ f ∗) ∈ R+

(∀ j ∈ I)だか
∑

j∈I aj trπj(f ∗ f ∗) = 0より∑
j∈I

a′j tr πj(f ∗ f ∗) =
∑
j∈I

a′′j tr πj(f ∗ f ∗) = 0

である。よって、∑
j∈I

aj trπj(f ∗ f ∗) = 0, (aj ∈ R) =⇒ aj = 0 (∀j ∈ I)

を示せばよい。I+ = {j ∈ I| aj > 0 }, I− = I − I+とおく。I+ ̸= ∅と仮定して矛盾を導
く。j0 ∈ I+とし、零でない単位ベクトル u0 ∈ Vπj0

をとる。更に、各添え字 j ∈ I−に対
して、Vπj

の正規直交基底 {uα,j}をとる。補題 30より、ある函数 f ∈ Hが存在して、∑
j∈I−

∑
α

∥πj(f)
√
−aj uα,j∥2 <

1

2
∥πj0(f)

√
aj0 u0∥2

となる。従って、∑
j∈I−

(−aj) tr πj(f ∗ f ∗) =
∑
j∈I−

(−aj)
∑
α

∥πj(f)uα,j∥2

<
1

2
aj0∥πj0(f)u0∥2

<
1

2
aj0tr πj0(f ∗ f ∗) 6 1

2

∑
j∈I+

aj tr πj(f ∗ f ∗)

となり、
∑

j∈I aj tr πj(f ∗ f ∗) = 0と矛盾する。よって、I+ = ∅である。同様の論法で、
{j ∈ I |aj < 0 } = ∅が示せる。従って、aj = 0 (∀I)である。

4. 局所体上のGL(2)およびその inner forms の局所調和解析

この章を通して、F を標数 0の局所体、Dを F 上の四元数体とする。G = D×または
GL(2, F )とする。D×, GL(2, F )の中心はいずれも F×に自然に同型だから区別せずZと
書く。G = GL(2, F )のとき、標準的な極大コンパクト部分群Kを [31, ]のように固定す
る。G = D×のとき、Kを任意に固定した極大コンパクト部分群とする。

4.1. 指標の局所可積分性. Gの任意の既約ユニタリー表現 (π,Vπ)はK許容可能であるこ
とが知られている。更に、Gの正則元全体G− Zの上で定義された smooth函数 χπが存
在して、χπはG上局所可積分函数になり

tr π(f) =

∫
G

f(g)χπ(g) dµG(g), f ∈ C∞
c (G)

であることが知られている ([15, Theorem 7.7], [14])。以降では、この函数 χπをも trπと
書くことにする。(注意：函数 χπはGのハール測度のとり方に依存しない。)
与えられた指標 ω : F× → C1 に対して、H(G,ω)を両側 K-有限であるような函数

ϕ ∈ C∞
c (G,ω)全体の空間とする。
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4.2. 主系列表現. G = GL(2, F )としよう。µ1, µ2 : F× → C× を擬指標とすると、µ =
(µ1, µ2)は自然に分裂トーラスMの擬指標と見做せる。G上の smooth函数φ : G→ Cで

φ ([ a1 x
0 a2 ] g) = µ1(a1)µ2(a2)

∣∣∣a1a2 ∣∣∣1/2F
φ(g), (a1, a2 ∈ F×, x ∈ F, g ∈ G)

を満たすもの全体の空間H0(µ)に群Gを右移動で作用させることでGの smooth許容表
現 π(µ)が定義される。この表現は µがユニタリー指標ならば内積

⟨φ1, φ2⟩K =

∫
K

f1(k) f2(k) dk(4.1)

によってユニタリー化可能であることが分かる。函数としての指標 trπ(µ) : G− Z → C
は次のように求めることが出来る。

補題 32. g ∈ G− Zが a =
[
a1 0
0 a2

]
∈ HGに共役ならば

[trπ(µ)](g) = DM(a)−1/2{µ1(a1)µ2(a2) + µ1(a2)µ1(a2)}

ただし、DM(a) = |a1 − a2|2F |a1a2|−1
F である。g ∈ G− ZがHGの要素に共役でなければ

[tr π(µ1, µ2)] (g) = 0である。

Proof : (cf. [15, Proposition 7.6]) ω = µ1µ2が π(µ)の中心指標になる。任意の φ, φ′ ∈
H0(µ)および f ∈ C∞

c (G,ω)に対して、

⟨[π(µ)(f)]φ, φ′⟩K =

∫
Z\G

f(g) ⟨π(µ1, µ2)φ, φ
′⟩K dg

=

∫
Z\G

f(g)

{∫
K

φ(kg)φ′(k) dk

}
dg

=

∫
Z\G

∫
K

f(k−1g)φ(g)φ′(k) dk dg

=

∫
n∈N

∫
m∈Z\M

∫
k1∈K

∫
k∈K

f(k−1nmk1)φ(nmk1)φ′(k) δP (m)−1 dn dm dk1 dk

=

∫
K×K

Kf (k, k1)φ(k1)φ′(k) dk dk1

ただし、

Kf (k, k1) =

∫
N

∫
Z\M

f(k−1nmk1)µ(m)δP (m)−1/2 dm dn

Kへの制限写像H0(µ) → H0(µ)|Kは線型同型であり、この同型のもとで、作用素 π(µ) :
H0(µ)|K → H0(µ)|Kは核函数Kf によって表される。よって、

tr [π(µ)f ] =

∫
K

Kf (k, k) dk

=

∫
N×Z\M×K

f(knmk)µ(m) δP (m)−1/2 dm dn dk

最後の式のN ×K上の積分はm ∈M − Zの軌道積分でかける。実際、

Φ(m, f) =

∫
M\G

f(g−1mg) g) dġ

=

∫
N×K

f(k−1n−1mnk) dn dk

= | det(Ad(m)− 1)n|−1
F

∫
N×K

f(k−1n′mk) dn′ dk
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最後の等号を得るためには、変数変換 n′ = n−1mnm−1 を行い、dn′ = | det(Ad(m) −
1)n|F dnであることを使った。（行列表示で簡単に分かる。）| det(Ad(m)−1)n|F = DM(m)1/2 δP (m)1/2

なので、結局、

tr [π(µ)f ] =

∫
Z\M

µ(m)DM(m)−1/2Φ(m, f) dm

が得られた。θ(g)をm ∈M − Zに共役な gに対してはDM(m)−1/2(µ(m) + µ(wm))とお
き、M − Zに共役でない gに対しては零で定義すると、Weyl積分公式から∫
Z\G

θ(g) f(g) dg =
1

2

∫
Z\Mreg

θ(m) Φ(m, f)DM(m) dm =

∫
Z\Mreg

µ(m)DM(m)−1/2 Φ(m, f) dm

よって、χπ(µ)(g) = θ(g) (g ∈ G− Z)が示せた。

注意 : 主系列表現の distribution指標がG− Z上では smooth函数で表されることは、補
題 32から分かる。

4.3. 離散系列表現. (π,Vπ)を中心指標 ωの既約ユニタリー表現、Vπを VπのK-有限ベク
トル全体の空間とする。
v, u ∈ Vπに対して、函数

ϕπ
u,v(g) = ⟨u | π(g)v ⟩, g ∈ G

を行列係数と呼ぶ。ϕπ
u,v(zg) = ω(z)−1 ϕπ

u,v(g) (z ∈ Z)であることに注意しよう。

可側函数 ϕ : G→ Cで、ϕ(zg) = ω(z)−1 ϕ(g) (z ∈ Z)かつ
∫
Z\G

|ϕ(g)|2 dµZ\G(g) < +∞

なるもの全体の空間を L2(G,ω)と定義する。

定義 33. ϕπ
v,v ∈ L2(G,ω)となるような v ∈ Vπ − {0}が存在するとき、(π,Vπ)を２乗可積

分表現（離散系列表現）と呼ぶ。Π2(G,ω)を中心指標ωを持つ離散系列表現のユニタリー
同値類の集合（或いはその完全代表系）とする。

補題 34. π ∈ Π2(G,ω)とすると、ある正の定数 d(π)が存在して∫
Z\G

ϕπ
u1,v1

(g)ϕπ
u2,v2

(g) dµZ\G(g) = d(π)−1⟨u1 |u2 ⟩ ⟨ v1 | v2 ⟩, u1, u2, v1, v2 ∈ Vπ

を満たす。(d(π)を πの形式次数 (formal degree)とよぶ。) σ ∈ Π2(G,ω)が πと同値でな
ければ、 ∫

Z\G
ϕπ
u1,v1

(g)ϕσ
u2,v2

(g) dµZ\G(g) = 0, u1, v1 ∈ Vπ, u2, v2 ∈ Vσ

である。

Proof : F が非アルキメデス的のときは、[4, 10a.2 (p.74–75)]を参照。

注意 ：形式次数は群Z\GのHaar測度のとり方に依存する。

我々の目的のために必要となる、離散系列表現の「粗い」分類を復習しよう。G = D×の
場合、Z\D×はコンパクトだから任意の既約表現は有限次元であり、行列係数は当然２乗
可積分になる。故に、任意の既約ユニタリー表現は離散系列表現である。G = GL(2, F )
の場合、F が非アルキメデス的かそうでないかで分けて述べよう。

(1) F が非アルキメデス的の場合。離散系列表現は次の２種類からなる：
• 超尖点表現：既約 smooth表現 πは、その任意の行列係数 ϕπ

u,vがC∞
c (G,ω) (ω

は πの中心指標）に属するとき超尖点的と定義される。([4, Chap 3 §10])
19



• Steinberg表現の捻り: 射影直線 P1
F に一次分数変換でGを作用させること

で函数空間 C∞(P1)はGの smooth表現になる。定数函数の生成する１次元
部分加群によるの商表現C∞(P1)/Cを Steinberg表現とよび、StGとかく。ユ
ニタリー指標 η : F× → C1に対して、η ◦ detをGの１次元表現と見做して、
StG(η) = StG⊗[η◦det]と定義する。St(η)の中心指標はη2である。G-空間とし
ての同型 P1 = P\Gによって、G-加群の同型C∞(P1) ∼= H0(| |−1/2

F , | |1/2F )が得
られる。π(µ)の組成列の記述 ([18, 2.3.3], [4, Chap 3 §9])より、H0(| |−1/2

F , | |1/2F )
は自明表現Cを唯ひとつの部分加群に持ち、その商は既約であることが分か
る。よって、StG(η)をG加群の完全列

0 −→ η ◦ det −→ π(η| |−1/2
F , η| |1/2F ) −→ StG(η) −→ 0(4.2)

で定義してもよい。StG(η)が離散系列表現であることは行列係数の分裂トー
ラスM に沿った増大度を漸近的に評価することで示せる ([15, Lemma 15.2
(p.472)], [6, §8], [4, Theorem 17.5(p.118)])

既約 smooth表現の分類表 ([18, 定理 2.11])のなかで、上に挙げた２系列の表現以
外（既約主系列表現あるいは１次元指標）が２乗可積分でないことは、例えば、２
乗可積分性の判定条件 ([6, Theorem 4.4.6])により、あるいは、直接行列係数の漸
近的大きさを評価して ([4, Proposition 17.10(p.121)])もチェックできる。

(2) F = Rの場合。l1 − l2 ∈ Nを満たす (l1, l2) ∈ C2に対して、GL(2,C)の有限次元
表現 detl2 ⊗Syml1−l2 を ρCl1,l2 とする。ただし、SymkはGL(2,C)のC2における自
然な表現の k次対称積表現である。ρl1,l2 = ρCl1,l2 |GL(2,R)によりG = GL(2,R)の
有限次元表現を定義する。さて、主系列表現 π(µ1, µ2)を考えよう。そのO(2,R)-
有限ベクトル全体を表現空間とする (gl(2,R),O(2,R))-加群を π0(µ1, µ2)とする。
µ1(t) = |t|l1R sgn(t)ϵ1(t), µ2(t) = |t|l2R sgn(t)ϵ2(t) (l1, l2 ∈ C, ϵ1, ϵ2 ∈ {0, 1}) と書ける。
条件

l1 − l2 ∈ Z>1, ϵ1 + ϵ2 ≡ l1 − l2 + 1 (mod 2)(4.3)

のもとで、(gl(2,R),O(2,R))-加群 π0(µ1, µ2)は ρl1,l2 を唯ひとつの既約商にもち、
σ(l1, l2) = Ker(π(µ1, µ2) → ρl1,l2)は既約表現である:

0 −→ σ0(l1, l2) −→ π0(µ1, µ2) −→ ρl1,l2 −→ 0(4.4)

σ0(l1, l2)を適切な内積で完備化することで、ユニタリー表現 σ(l1, l2)が得られ、こ
れは離散系列表現であることが知られている。更に、ω(t) = |t|mR sgnϵ(t)のとき、

Π2(GL(2,R), ω) = {σ(l1, l2)| l1 − l2 ∈ Z>1, l1 + l2 = m, l1 − l2 + 1 ≡ ϵ (mod 2) }
であることも知られている。

(3) F = Cの場合。離散系列表現は存在しない。

4.3.1. 離散系列表現の性質 (非アルキメデス素点の場合). 離散系列表現、特に Steinberg
表現の行列係数の必要な性質を復習する。（[23], [4]を参照。）
この小節ではF を非アルキメデス的, G = GL(2, F )とする。Kの開部分群 I = {[ a b

c d ] ∈
K| c ∈ ϖFoF }を岩堀部分群とよぶ。容易にK = I∪ IwI (ただし、w = [ 0 1

1 0 ])であること
が分かる。よって、µG(K) = µG(I) {1+ ♯(I/I∩wIw−1)} = µG(I) (1+ q)となる。これと、
補題 12の証明から

µG(I) = q−2
F (qF − 1) vol(oF )

4(4.5)

となる。

補題 35. Π =
[

0 1
ϖF 0

]
とし、ϵ ∈ {0, 1}, a ∈ Zに対して、

wϵ,a = Πϵ
[
ϖa

F 0

0 ϖ−a
F

]
, w′

ϵ,a = Πϵ
[

0 ϖa
F

ϖ−a
F 0

]
,
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とおく。すると、W = {wϵ,a, w
′
ϵ,a|ϵ ∈ {0, 1}, a ∈ Z}は ZI\G/Iの完全代表系を与える。

更に、

µG(Iwϵ,aI) = µG(Iwϵ,−aI) = q−2a µG(I),

µG(Iw
′
ϵ,aI) = µG(Iw

′
ϵ,−a−1I) = q−(2a+1) µG(I)

となる。

Proof : [4, 17.1 Proposition (p.115), 17.8 Lemma1 (p.119)]

補題 36. 任意の指標 η : F× → C1に対して Steinberg表現の捻り St(η)の形式次数は次の
ように与えられる：

d(St(η))−1 = 2q−2
F (qF + 1) vol(oF )

4 = vol(F×
v \D×)

Proof : St(η) = St⊗ η(det)により d(St(η)) = d(St)である。[4, 17.6]のように Stのある単
位ベクトル τ, θに対する行列係数 f = ϕτ,θを考える。測度の正規化の違いに注意して [4,
17.9 (p.120)]および補題 35を使うと、

µG(I)
−1

∫
Z\G

|f(g)|2 dµZ\G(g) =
∑
w∈W

µG(I)µG(IwI)
−1 = 2{

∞∑
b=1

q−b
F + 1} = 2

qF + 1

qF − 1

となり、d(St)−1 = 2(qF + 1)(qF − 1)−1 µG(I)を得る。これと (4.5), 補題 13より結論が従
う。

補題 37. π = St(η)を Steinberg表現の η : F× → C1による捻りとする。その指標は正則
楕円元上で

[trπ](t) = −η(det t), t ∈ Gell − Z

となる。また、

[tr π] (a) = η(a1a2)

(
|a1|F + |a2|F
|a1 − a2|F

− 1

)
, a =

[
a1 0
0 a2

]
∈M − Z

Proof : 一般に長さ有限の smooth表現の短完全列 0 → π1 → π2 → π3 → 0に対して、
tr π2 = tr π1 + tr π3が成り立ち、従ってGreg上で tr π2 = tr π1 + tr π3である。これを短完
全列 (4.2)に適用すると、

[tr π(| |−1/2
F η, | |1/2F η)](t) = [tr St(η)](t) + [tr η ◦ det](t), t ∈ Greg

を得る。命題 32と [tr η ◦ det](t) = η(det t)であることから結論が従う。

主系列表現 π0 = π(1F× , 1F×) (1F× は F×の自明指標)は f0(k) = 1 (∀k ∈ K)となるK-不
変ベクトル f0を唯ひとつ含む。内積 (4.1)により、行列要素 Ξ = ϕπ0

f0,f0
を考えると、

Ξ(g) =

∫
K

δP (kg)
1/2 dk, g ∈ G

となる。明らかに Ξ(zk′gk) = Ξ(g) (∀(z, g, k, k′) ∈ Z ×G×K×K)であるから、Cartan
分解G =

∪
a∈N ZK

[
ϖa

F 0
0 1

]
Kによれば、次の補題は Ξの明示公式を与える：

補題 38.

Ξ
([

ϖa
F 0
0 1

])
= q

−a/2
F

(
1 +

qF − 1

qF + 1
a

)
, a ∈ N

Proof : T (p)を両側剰余類K
[
ϖF 0
0 1

]
Kの特性函数とすると、π0(T (p))f0 = 2q

1/2
F f0なの

で Ξ ∗ T (p) = 2q
1/2
F Ξが成り立つ。この方程式から am = Ξ(

[
ϖm

F 0
0 1

]
)の漸化式を導き解け

ばよい。cf. [5, Exsercise 4.6.2 (p.511)]

補題 39. ϕを St(η)の任意の行列係数とすると次が成り立つ。
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(1) |ϕ(g)| ≪ µG(IgI)
−1, g ∈ G

(2) 積分
∫
N
ϕ(n) dnは絶対収束する。

Proof : ([23, Proposition 2.2.3]) (1) Stのある単位ベクトル τ, θに対して、等式 |ϕτ,θ(g)| =
µG(IgI)

−1が [4, 17.7 Proposition, 17.8 Lemma 2]から従う。Stが既約なことから、gの函
数として ϕ(g)は有限線型結合

∑
i ci ϕτ,θ(xigyi)に表せることが分かる。簡単に示せる不等

式 µG(IghI) 6 µG(IgI)µG(IhI) ([23, Lemma 2.1.2])により、g 7→ µG(IxigyiI)は上下から
µG(IgI)の定数倍で評価される。これらの注意から (1)が従う。
(2)不等式µG(IghI) 6 µG(IgI)µG(IhI)から、ある定数C > 1が存在して評価µG(Ik

′gkI) 6
C µG(IgI) (g ∈ G, k′, k ∈ K)が成り立つ。よって、∫

a∈Z\M

∫
n∈N

|ϕ(na)| δP (a)−1/2 dµM(a) dµN(n)(4.6)

≪
∫
a∈Z\M

∫
n∈N

µG(InaI)
−1 δP (a)

−1/2 dµM(a) dµN(n)

6 C−1

∫
a∈Z\M

∫
n∈N

∫
k∈K

∫
k′∈K

µG(Ik
′nakI)−1 δP (a)

−1/2 dk dk′ dµM(a) dµN(n)

= C−1C−1
0

∫
Z\G

∫
K

µG(Ik
′gI)−1 δ

1/2
P (g) dk′ dµZ\G(g)

= C−1C0

∫
Z\G

µG(IgI)
−1 Ξ(g) dµZ\G(g) = C−1C0

∑
w∈W

Ξ(w)

補題 35および補題 38からこの最後の級数は
∑

b∈N q
−b+ϵ
F (∀ϵ > 0)で評価されるので収

束する。よって、積分 (4.6)は有限になる。これより、測度零の補集合をもつ部分集合
X ⊂ Z\M が存在して、a ∈ X のとき

∫
n∈N |ϕ(na)| dµN(n) < +∞となる。しかし、ϕは

smoothだから、Z\M の開コンパクト部分群 U があって、ϕ(nag) = ϕ(na) (∀g ∈ U)とな
る。Z\M = X U だから、任意の a ∈ Z\M で積分

∫
n∈N |ϕ(na)| dµN(n) < +∞となる。

補題 40. (Selberg principle) ϕを離散系列表現 π ∈ Π2(GL(2, F ), ω)の任意の行列係数と
すると ∫

N

ϕ(xny) dn = 0, x, y ∈ G

Proof : ([23, Proposition 2.2.5]) π = St(η)とする。行列係数 ϕを定義するのに使ったベク
トルをとりかえれば、x = y = eとして示せば十分。Stの表現空間を V とする。双線型形
式 J が

J(ξ, ξ′) =

∫
N

⟨ St(n)ξ | ξ′ ⟩dn, ξ, ξ′ ∈ V

で定義される。(補題 39から積分は絶対収束する。) V (N)を St(n) ξ − ξ (n ∈ N, ξ ∈ V )
の形のベクトルの有限和全体とすると、Jacquet加群 V/V (N)はM の表現として δ−1

P と
同型 ([4, (9.10.3)直後 (p.68)])。故に、あるベクトル u1 ∈ V が存在して V = Cu1 + V (N),
St(a)u1 − δP (a)

−1u1 ∈ V (N)となる。ξ ∈ V (N)または ξ′ ∈ V (N)ならば、J(ξ, ξ′) = 0で
あることは明らか。よって、J(u1, u1) = 0をしめせば、J = 0となって証明が終わる。a ∈
M−Zに対して、内積の不変性と変数変換によってJ(St(a)u1, u1) = δP (a) J(u1, St(a

−1)u1)
が分かる。これと、St(a)u1 − δ−1

P (a)u1 ∈ V (N)より、J(u1, u1) = δ3P (a) J(u1, u1)が得ら
れる。従って、J(u1, u1) = 0である。πが超尖点的な場合には、V = V (N)であるから、
上の証明をなぞればよい。
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補題 41. ϕを離散系列表現 π ∈ Π2(GL(2, F ), ω)の任意の行列係数とすると、任意の a ∈
M − Zに対して軌道積分Φ(a, ϕ)は絶対収束して零に等しい。更に、∫

Z\Gell

|ϕ(g)| dµG(g) < +∞

Proof : ([23, Lemma 3.1.1]) 補題 32の証明から

Φ(m, |ϕ|) = | det(Ad(m)− 1)n|−1
F

∫
N×K

|ϕ(k−1nmk)| dn dk(4.7)

となる。ϕ = ϕπ
u,vとすると、ある開コンパクト部分群K ⊂ Kに対して、u, vはK-不変に

なる。このことから、Kに関する積分は
∫
N
|ϕ(k−1

i nmki)| dnなる形の積分の有限和に帰
着されることが分かる。g 7→ ϕ(k−1

i gmki)は πの行列係数なので補題 39から軌道積分の
絶対収束性が従い、補題 42からその消滅が従う。(注：πが超尖点的表現のとき、軌道積
分の収束は補題 15による。）
後半部の主張は、超尖点表現にたいしては自明なので、以下π = St(η)とする。補題39(1)

から
∫
Z\Gℓ

µG(IgI)
−1 dµG(g) < +∞を示せば十分である。Gnを |a| 6 nを満たす両側剰余

類 Iwϵ,aI, Iw
′
ϵ,aIの合併集合として、χGnをその特性函数とする。φ(g) = µG(IgI), φn(g) =

χGn(g)φ(g)とおくと、φn(g)はコンパクト台を持つ正の単調増加函数列で Gの各点で
φ(g) = limn→∞ φn(g)となる。積分論の単調収束定理から、極限 limn→∞

∫
Z\Gell

φn(g) dµZ\G(g)

が存在することを言えば十分。さて、Gell 上で [trSt](t) = −1 (補題 37)に注意すると、
−
∫
Z\Gell

φn(g) dµZ\G(g)は次の２つの積分の差 I1(n)− I2(n)になる：

I1(n) =

∫
Z\MG

[tr St](g)φn(g) dµZ\G(g), I2(n) =

∫
Z\G

[tr St](g)φn(g) dµZ\G(g)

StIは有限次元（実は１次元）なので、有限基底 {ξi}がとれる。φnは両側 I-不変だから

I2(n) =
∑
i

∫
Z\G

ϕξi,ξi(g)φn(g) dµZ\G(g)

となる。ϕξi,ξiはStの行列係数である。補題39の証明の中で注意したとおりφ(g) = |ϕτ,θ(g)|
だから、非積分函数 ϕξi,ξi(g)φn(g)は上から β(g) = |ϕξi,ξi(g)| |ϕτ,θ(g)|で押さえられる。
St ∈ Π2(G, 1)なので、βは可積分函数である。よって、優収束定理から limn→∞ I2(n)は
収束する。I1(n)の方は、Weyl積分公式から

I1(n) =
1

2

∫
Z\Mreg

DM(a) [tr St](a) Φ(a, φn) dµZ\M(a)

である。補題 37から、ある定数 C ′ > 0が存在して、0 < DM(a)1/2 [trSt](a) < C ′ (∀a ∈
Mreg)上となる。特に、I1(n)は正の数からなる増加数列になり、積分

C ′

2

∫
Z\Mreg

DM(a)1/2Φ(a, φ) dµZ\M(a)

で上から押さえられる。この積分は、(4.7)によって書き直すと、∫
Z\Mreg

δP (a)
−1/2|φ(na)| dn dµZ\M(a)

の定数倍で上から評価される。これは (4.6)より有限である。

補題 42. ϕを離散系列表現 π ∈ Π2(GL(2, F ), ω)の任意の行列係数とすると、任意の T ∈
T ell
G , t ∈ Tregに対して軌道積分Φ(t, ϕ)は絶対収束する。
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4.3.2. 離散系列の擬行列係数.

命題 43. F は非アルキメデス的、π ∈ Π2(G,ω)とする。v, u ∈ Vπ に対する行列係数
ϕ = ϕu,vは次の性質を満たす。

(1) T ∈ TGとするとき、軌道積分Φ(t, ϕ)は t ∈ Tregについて局所一様に絶対収束して、

Φ(t, ϕ) =

0 (T ̸∈ T ell
G ),

ϕ(1)

d(π)
[tr π](t) (T ∈ T ell

G )

となる。
(2) 任意の σ ∈ Π2(G,ω)に対して、有界線型作用素 σ(ϕ) : Vσ → Vσで

⟨σ(ϕ)u′ | v′ ⟩ =
∫
Z\G

⟨σ(g)u′ | v′⟩ϕ(g) dµZ\G(g), u′, v′ ∈ Vσ

なるものが定義される。この作用素は有限階数で、そのトレースは

tr[σ(ϕ)] =

0 (σ ̸∼= π)
1

d(π)
ϕ(1) (σ ∼= π)

で与えられる。

Proof : (1) ([8, Proposition A.3.e (p.53)]) G = GL(2, F ), m ∈ M のとき、補題 41から
Φ(m, f) = 0である。T ∈ T ell

G としよう。f ∈ H(G,ω)を任意にとる。f は左右からK-有
限だから、Kの有限次元表現 τが存在して Imπ(f) ⊂ Vπ[τ ]となる。有限次元空間Vπ[τ ]の
正規直交基底 {ξi}を固定すると、∫

Z\G
{
∫
G

f̄(g)ϕ(x−1gx) dµG(g)} dµZ\G(x)(4.8)

=

∫
Z\G

⟨π(x)u |π(f)π(x)v ⟩ dµZ\G(x)

=

∫
Z\G

∑
ij

⟨π(x)u | ξi ⟩ ⟨ ξi |π(f) ξj⟩ ⟨ ξj | π(x)v ⟩dµZ\G(x)

=
∑
ij

⟨ ξi |π(f) ξj⟩
∫
Z\G

⟨π(x)u | ξi ⟩ ⟨ ξj | π(x)v ⟩dµZ\G(x)

=
∑
ij

⟨ ξi |π(f) ξj⟩
1

d(π)
⟨u | v ⟩ ⟨ ξi | ξj ⟩ (∵補題 34)

=
1

d(π)

∑
i

⟨ ξi |π(f) ξi⟩ =
1

d(π)
trπ(f)

supp(f) ⊂ Gell − Z ならば、(4.8)の最初の累次積分の順序交換が可能であることが分か
る。実際、任意の T ∈ T ell

G に対して、supp(f)∩ TGはコンパクトなので、ηT (U1 ×U2)な
る形のコンパクト集合に含まれる (補題 16)。ただし、U1 ⊂ T\G, U2 ⊂ T −Zはいずれも
コンパクトである。Weylの積分公式 (補題 17)から∫

Z\G
{
∫
TG−Z

|f(g)| |ϕ(x−1gx)| dµG(g)} dµZ\G(x)

≪
∫
x∈Z\G

{
∫
t∈U2

DT (t)

∫
g∈U1

|ϕ(x−1g−1tgx)| dµT\G(g) dµT (t) }dµZ\G(x)

= vol(Z\T ) vol(U1)

∫
t∈U2

DT (t) {
∫
T\G

|ϕ(x−1tx)| dµT\G(x)} dµT (t)
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最後の積分は補題 41の２番目の主張から有限である。故に、積分順序交換により、Gell−Z
に台を持つ任意の函数 f ∈ C∞

c (G)に対して∫
G

f̄(g) {
∫
Z\G

ϕ(x−1gx) dµZ\G(x)} dµG(g) =
1

d(π)
trπ(f)

が得られた。vol(Z\T ) = 1に注意すれば、これはΦ(t, ϕ) = d(π)−1 tr π(t) (∀ t ∈ Gell −Z)
を示している。
(2) ([8, Proposition A.3.g (p.57)]) Cauchy-Schwarz不等式と補題 34から∫

Z\G
|⟨σ(g)u′ | v′⟩| |ϕ(g)| dµZ\G(g 6

1

d(σ)
∥v′∥ ∥u′∥ ∥ϕ∥L2(G,ω)

となる。これより有界作用素 σ(ϕ) : Vσ → Vσが定義可能なことが分かる。u, v ∈ Vπ[τ ]と
なるKの有限次元表現 τ を選ぶと、σ(ϕ)Vσ ⊂ Vσ[τ ]となるが、σの許容可能性から Vσ[τ ]
は有限次元である。故に、σ(ϕ)は階数有限の作用素である。{ξi}を Vσ[τ ]の正規直交基底
とすると、

trσ(ϕ) =
∑
i

∫
Z\G

⟨σ(g)ξi | ξi⟩ϕ(g) dµZ\G(g)

=
∑
i

∫
Z\G

ϕσ
ξi,ξi

(g)ϕπ
u,v(g) dµZ\G(g)

= δσ,π
∑
i

1

d(π)
⟨u|ξi⟩ ⟨ξi|v⟩ (∵補題 34)

=
1

d(π)
⟨u|v⟩ = ϕ(1)

d(π)

命題 44. π ∈ Π2(G,ω)とする。このとき次の条件を満たす函数 fπ ∈ H(G,ω)が存在する。
(1) σ ∈ Π2(G,ω)に対して、

trσ(fπ) =

{
0 (σ ̸∼= π),

1 (σ ∼= π)

G = GL(2, F )で σ = π(µ1, µ2)が主系列表現ならば trσ(fπ) = 0となる。
(2) T ∈ TG, t ∈ Tregのとき

Φ(t, fπ) =

{
0 (T ̸∈ T ell

G ),

χπ(t) (T ∈ T ell
G

Proof : F = Rの場合には [21, 第５章]を参照せよ。(SL(2,R)で書かれているので、若干
の修正が必要。）
以下では、F が非アルキメデス的と仮定する。v ∈ Vπ −{0}を一つ固定する。離散系列

の分類より、πは超尖点表現かあるいは Steinberg表現の捻りである。それぞれに応じて
場合分けして考える。

• πが超尖点表現の場合 : このとき、fπ = d(π)ϕv,v は C∞
c (G,ω)に属し、fπ が (1)

の後半部分以外の主張を満たすことは命題 43から従う。
• πが Steinberg表現の捻りの場合 : 各E ∈ Q(F )に対して

φE(t) = d(π) Φ(t, ϕv,v), t ∈ TE

によってφE : TE → Cを定義する。（命題 43(2)により、ここに現れる軌道積分は
絶対収束する。）すると、{φE}は命題 28の条件を満たす。実際、(a)は φE を軌
道積分で定義しているので自明。(b)は ϕv,v(zg) = ϕv,v(g) (z ∈ Z)より従う。函
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数 φE(t)が γ = [ z 0
0 z ] ∈ Z の近傍で smoothなことを確かめる。 命題 43(1)から

φE(t) = tr π(t) (t ∈ TE −Z)なので、(c)を確かめるには指標 trπ|(Gell−Z)がGell

全体に smoothに伸びればよい。補題 37から [tr π](t) = −η(det t) (t ∈ Gell − Z)
なので明らかにGell全体で smoothである。
さて、函数族 {φE}E∈Q(F )に命題 28を適用することによって、任意のE ∈ Q(F )

に対して

Φ(t, fπ) = φE(t) = d(π) Φ(t, ϕv,v), t ∈ TE − Z(4.9)

を満足するE-型函数 fπ ∈ C∞
c (G,ω)が存在する。(2)はこの関係式と命題 43(1)か

ら自明である。任意の σ ∈ Π2(G,ω)に対して、

trσ(fπ) =
∑
T∈TG

1

2

∫
Z\Treg

χσ(t) Φ(t, fπ)DT (t) dµZ\T (t),(4.10)

trσ(ϕv,v) =
∑
T∈TG

1

2

∫
Z\Treg

χσ(t) Φ(t, ϕv,v)DT (t) dµZ\T (t)(4.11)

である。命題 43(1)より Φ(t, ϕv,v) = 0 (T ̸∈ T ell
G )であり、fπ が E型函数なので

Φ(t, fπ) = 0 (T ̸∈ T ell
G )である。この注意と関係式 (4.9)をあわせれば、d(π)trσ(ϕv,v) =

trσ(fπ)が従う。よって、命題 43(2)から trσ(fπ) = δσ,πとなり、(1)の前半部が示
せた。

G = GL(2, F )として、(1)の後半部分を示そう。σ = π(µ1, µ2)の指標公式（補題 32）か
ら χσ(t) = 0 (∀t ∈ Gell)である。公式 (4.10)は σ = π(µ1, µ2)でも正しいが、T ̸∈ T ell

G なら
ばΦ(t, fπ) = 0、T ∈ T ell

G ならば χσ(t) = 0により、右辺はゼロになる。

定義 45. π ∈ Π2(G,ω)に対して、命題 44の条件を満たす函数 fπ ∈ H(G,ω)を擬行列係
数 (pseudo matrix coefficient) と呼ぶ。

補題 46. G = GL(2, F ) (F : 非アルキメデス的)とする。Steinberg表現の捻り π = St(η)
の擬行列係数 fπに対して、fπ(1) = d(π)である。

Proof : 補題 37より、任意の t ∈ T − Zに対してΦ(t, fπ) = [tr π](t) = −η(det t)である。
そこで t→ 1を考えると、germ展開からΓT

1 f(1) = −1を得る。よって、(2.6), 補題 13(2)
および補題 36から、f(1) = −(ΓT

1 )
−1 = vol(Z\D×)−1 = d(π)となる。

補題 47. G = GL(2, F )とする。F が非アルキメデス的なとき、fをSteinberg表現Stの擬
行列要素、F = Rのとき、fを離散系列表現 σ(1/2,−1/2)の擬行列係数とすると、η2 = 1
なる任意のユニタリー指標 η : F× → C1に対して、

[tr (η ◦ det)](fSt) = −δη,1
である。

Proof : F が非アルキメデス的な場合、完全系列 (4.2)より

[tr(η ◦ det)](fSt) = [tr π(η| |−1/2
F , η| |1/2F )](fSt)− [tr St(η)](fSt)

命題 44より右辺の値は確定する。F = Rの場合も、完全系列 (4.4)を用いれば同様。

4.3.3. 指標の直交関係. (cf. [8, A.3]) F を標数 0の非アルキメデス的局所体とする。補題
11(1)よりQD(F ) = QM(2,F )(F ) = Q(F )であることに注意しよう。集合EG−ZはTG

E −Z
(E ∈ Q(F ))の互いに素な合併集合になり自然にF -多様体である。C∞

c (EG −Z, ω)をこの
空間上の smooth函数 φ : EG − Z → Cで φ(zt) = ω(z)−1 φ(t) (z ∈ Z)を満たすもの全体
のなすC-線型空間とする。函数 φ1, φ2 ∈ C∞(EG − Z, ω)に対して

⟨φ1, φ2⟩ell =
1

2

∑
T∈T ell

G

∫
Z\Treg

DT (t)φ1(t)φ2(t) dµZ\T (t)(4.12)
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によって内積を定義する。更に、この内積でC∞
c (EG −Z, ω)を完備化して得られるL2空

間をL2(EG, ω)と書く。E ∈ Q(F )に対して、ιD
×

E : E× ∼= TD×
E および ι

GL(2)
E : E× ∼= T

GL(2)
E

によって、D× のトーラス TD×
E と GL(2, F )のトーラス T

GL(2)
E を同一視する。すると、

C∞(EG −Z, ω)はGによらない次のような空間 C(F )と同一視される。C(F )は smooth函
数 φE : E× → Cで φE(ax) = ω(a)−1 φE(x) (a ∈ F×)を満たすものの族 φ = {φE}E∈Q(F )

全体のなす線型空間で、内積は

⟨φ1, φ2⟩C =
1

2

∑
E∈Q(F )

∫
F×\E×

φE
1 (t)φ

E
2 (t) δE(t)

dµE×

dµF×
(t)

ここで、δE(t) = DTG
E
(ιGE(t))、或いは具体的に書けば、

δE(t) =

∣∣∣∣trE/F (t)
2

NE/F (t)
− 4

∣∣∣∣
F

, t ∈ E×

である。

命題 48. 中心指標が ωである離散系列指標 tr π (π ∈ Π2(G,ω))の EG − Zへの制限全体
は内積 (4.12)に関して正規直交系を成す。つまり、

⟨tr π, tr π′⟩ell =

{
1 (π ∼= π′),

0 (π ̸∼= π′)

trσ (σ ∈ Π2(D
×, ω))は L2(ED× , ω) ∼= L2(EGL(2,F ), ω)の正規直交基底を成す。

Proof : (cf. [8, Theoreme A.3.h (p.59)]) G = D× (D : 四元数体)のとき、群 Z\Gはコン
パクトであり、G = Gellである (補題 10)ことに注意しよう。従って、この場合の命題の
主張はコンパクト群の指標の直交関係式に他ならず、その完全性は Peter-Weylの定理か
ら従う。
fπ ∈ C∞

c (G,ω)を πの擬行列係数とする。すると、

tr π′(fπ) =
∑
T∈TG

1

2

∫
Z\Treg

[trπ′](t) Φ(t, fπ)DT (t) dµZ\T (t)

=
1

2

∑
T∈T ell

G

∫
Z\Treg

[tr π′](t) [tr π](t)DT (t) dµZ\T (t) (∵命題 44(2))

= ⟨ tr π′, tr π⟩ell
これと命題 44(1)から結論は明らか。

注意 : 一般の p-進代数群に対する離散系列指標の直交関係式に関しては、[8, A.3]を参照
してください。そこでは、２通りの方法で証明が与えられています。第一証明では、（当
時GL(n)に対しては証明されていた）離散系列の行列係数に対するある予想を仮定して
直交関係式を導いています。その予想は、Clozelによって肯定的に解かれました ([7])。第
二証明では、擬行列係数の存在とその性質を証明し ([8, A.4])利用する方法がとられてい
ます。このノートでは、この後者の方式に従いました。

5. Jacquet-Langlands対応

5.1. 局所対応. F を標数 0の局所体としてG = GL(2, F )とおく。DをF 上の四元数体と
して、νDをその被約ノルム、τDをその被約トレースとする。D×, Gの中心を区別せずZ
と書き、自然にF×と同一視しておく。ユニタリー指標ω : F× → C1を固定し、これを中
心Zの指標と見做す。正則楕円元の対 (γ, γ′) ∈ Gell ×D×

ellに対して、

det γ = νD(γ
′), trγ = τD(γ

′)

が成り立つとき、γ ↔ γ′と書くことにする。
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補題 49. 正則楕円共役類の空間の間の全単射ψ : (Gell−Z)/Ad(G) → (D×
ell−Z)/Ad(D×)

で条件
ψ(OG(γ)) = OD×(γ′) iff γ ↔ γ′

を満たすものが一意的に決まる。

Proof : 補題 9より写像 ψとその逆写像 ψ′が、任意の (E, t) ∈ Q(F ) × (E× − F×)に対
して

ψ(OG(ι
G
E(t)) = OG′(ιG

′

E (t)), ψ′(OG′(ιG
′

E (t)) = OG(ι
G
E(t))

を満たすように矛盾無く定義されることが分かる。これが上の条件を満たすことは補題 7
から従う。

定理 50. 全単射 JLF : Π2(G,ω) −→ Π(D×, ω)であって、γ′ ↔ γとなる任意の正則楕円
元対 (γ, γ′) ∈ Gell ×D×

ellに対して

[tr JLF (π)](γ
′) = −trπ(γ)

を満たすものがただ一つ存在する。更に、次が成り立つ。
• 玉河測度に関する離散系列表現の形式次数はこの対応で保たれる：d(JLF (π)) = d(π)
• 任意のユニタリー指標 η : F× → C1に対して JLF (St(η)) = η ◦ νDである。

5.2. 大域対応. F を有限次元代数体、その整数環を oF とする。F のアルキメデス素点全
体の集合をΣ∞ = ΣR ∪ΣC, 有限素点全体の集合をΣfin、Σ = Σ∞ ∪Σfinを素点全体の集合
とする。v ∈ Σfinに対し、ovを完備化 Fvの整数環、pvを ovの極大イデアル、ϖvを pvの
生成元とし、剰余体 ov/pvの位数を qvとかく: qv = ♯(ov/pv).　完備化 Fv (v ∈ Σ∞)の直
積環を F∞とする: F∞ =

∏
v∈Σ∞

Fv. F のアデール環をAとすれば、Aは有限アデール全
体の環Afinと F∞の直積に分解される: A = F∞ × Afin.

Aを F 上の四元数体とする。GL(2)を F -代数群と見做して Gと書き、乗法群 A× の
定義する F -代数群をGAで表す。G, GAの中心を区別せずに Zで表す。イデール類指標
ω = ⊗v : F

×\A1 → C1を固定する。Πcus(G(A), ω)を、中心指標 ωを持つG(A)の既約カ
スプ表現全体の集合とする。
η2 = ω を満たすイデール類群指標 η : F×\A× → C× に対して、ϕη(g) = η(νD(g))

(g ∈ G′(A))の形を持つ函数 ϕη 全体の張る L2
0(G

′, ω)の閉部分空間を L2
sp(G

′, ω)とおき、
その直交補空間をL2

0(G
′, ω)と定義する。Π0(GA(A), ω)をL2

0(G
′, ω)の既約部分表現全体

の集合とする。
ΣAをAの分岐素点全体の集合とする。Aの極大整環Oを固定する。任意の v ∈ Σ−ΣA

に対して、同型Av
∼= M2(Fv)をO⊗oF ov

∼= M(2, ov)となるように固定し、２つの群G(Fv),
GA(Fv)を同一視する。

定理 51. 写像 JLA : Π0(GA(A), ω) −→ Πcus(G(A), ω)で次の条件を満たすものがただ一つ
存在する: σ ∈ Π0(GA(A), ω), π = JLA(σ)を (抽象ユニタリー表現として) σ ∼=

⊗
v σv ,

π ∼=
⊗

v πvと制限テンソル積に分解するとき、

任意の素点 v ∈ Σ− ΣAにおいて (GA(Fv) ∼= G(Fv)の表現として) σv ∼= πvである。
(5.1)

更に、この対応は次の性質を持つ。
• π = JLA(σ), σ ∼=

⊗
v σv, π

∼=
⊗

v πvとするとき、任意の分岐素点v ∈ ΣAにおいて、
πv ∈ Π2(G(Fv), ωv)かつ JLFv(πv) = σvである。ただし、JLFv : Π2(G(Fv), ωv) →
Π(A×

v , ωv)は局所 Jacquet-Langlands対応である。
• 像 JLA(Π0(GA(A), ω))は、任意の分岐素点 v ∈ ΣAで πv ∈ Π2(G(Fv), ωv)を満たす
ような π ∈ Πcus(G(A), ω)全体からなる。

系 52. (GAにおける強重複度１定理) : σ, σ′ ∈ Π0(GA(A), ω), σ ∼=
⊗

v σv, σ
′ ∼=

⊗
v σ

′
vと

する。有限個の素点を除いて σv ∼= σ′
vならば σ = σ′である。
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6. 証明

この章を通して、有限次元代数体F 上の四元数体Aを固定し、G′ = GA, G = GL(2)と
おく。5.2節で導入した定義、記号はこの章を通して有効とする。更に、非自明な加法指
標 ψF : F\A → C1を固定する。v ∈ Σに対して、G(Fv)の標準的な極大コンパクト部分
群Kvを [31, §3]のように固定する。その他、GL(2)に関わる記号は [31]に従う。
この章は、[15], [12], [11], [25]などを参考にして、若干整理を加えたものである。

6.1. 玉河測度. 任意の素点 v ∈ Σにおいて、ψF の v-成分 ψF,v を局所体 Fv の加法指標
とし採用し、て 2.1節で説明した構成によって、様々な F -代数群の Fv値点上のHaar測
度を正規化する。例えば、dµZ(Fv), dµG(Fv), dµG′(Fv)などが定義される。v ∈ Σfinのとき、
µZ(Fv)(Z(Fv)∩Kv) = µF×

v
(o×v ) = 1なので、dµZ(Fv)のテンソル積によってアデール群Z(A)

の Haar測度 dµZ(A)を定義する。一方、補題 13の証明から µG(Fv)(Kv) = q−2dv
v ζF,v(2)

−1

であるから、
∏

v∈Σfin
µG(Fv)(Kv) < +∞となる。よって、アデール群G(A)のHaar測度が

dµG(A)(g) =
⊗
v∈Σ

dµG(Fv)(gv)

で定義可能である。G′(A)に対してもG(A)の場合と平行な構成によりHaar測度 dµG′(A)
を定義する。（殆ど全ての素点では G(Fv) ∼= G′(Fv)であることに注意せよ。）dµG(A),
dµG′(A)をG(A), G′(A)の (非正規化)玉河測度という。Z(A)\G(A), Z(A)\G′(A)には商測
度dµZ(A)\G(A) = dµG(A)/dµZ(A), dµZ(A)\G′(A) = dµG′(A)/dµZ(A)を与える。L2-空間L2(G,ω),
L2(G′, ω)の内積はこれらの測度によって定義されているとする。

6.2. セルバーグ跡公式. ω : F×\A1 → C1 とする。[31, 4.1.1]のように、局所ヘッケ環
H(G(Fv), ωv) (v ∈ Σ) および大域ヘッケ環H(G(A), ω)を定義する。G′に対しても同様
に、H(G′(Fv), ωv), H(G′(A), ω)を定義する。

6.2.1. GL(2)の場合 (簡易化された跡公式). ([31, §7]を参照せよ。）f ∈ H(G(A), ω)に対
する右正則表現R(f) : L2(G,ω) → L2(G,ω)はスペクトル分解

L2(G,ω) = L2
cus(G,ω)⊕̂L2

res(G,ω)⊕̂L2
cont(G,ω)

に応じてR(f) = Rcus(f) +Rres(f) +Rcont(f)と分解されて、Rcus(f), Rres(f)はトレース
族作用素であった。その跡は絶対収束級数

trRcus(f) =
∑

π∈Πcus(G(A),ω)

tr π(f),(6.1)

trRres(f) = vol(Z(A)G(F )\G(A))−1
∑
η2=ω

∫
Z(A)\G(A)

η(det g) f(g) dg(6.2)

で与えられた。（重複度１定理により、各既約カスプ表現のL2
cus(G,ω)での重複度は１で

あることに注意する。）更に、試験函数 f ∈ H(G(A), ω) が次の条件を満たすとする。
(a) f は分解可能である。即ち、各素点で函数 fv ∈ H(G(Fv), ωv)が決まって、殆ど全
ての素点では fv = f ◦

v、

f(g) =
∏
v

fv(gv), g = (gv) ∈ G(A)

となる。ただし、各有限素点において、f ◦
v ∈ H(G(Fv), ωv)は f ◦

v (gv) = ωv(zv)
−1

(g = zvkv ∈ Z(Fv)Kv) かつ f ◦
v |(G(Fv)− Z(Fv)Kv) ≡ 0で定義される函数である。

(b) 2つの素点 v1, v2が存在して、

v ∈ {v1, v2}に対してΦv(av, fv) = 0 (∀ av ∈ HG(Fv))(6.3)

ただし、Φvは群G(Fv)における軌道積分を表す。
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γ ∈ (EG(F ) − Z(F )) ∪ HG(F )とする。Gγ(A)上のHaar測度 dµGγ(A)を、各素点において
(ψF,vを使って)群Gγ(Fv)上に固定してあるHaar測度 dµGγ(Fv)(2.2節参照)の直積測度で
定義する: dµGγ(A) = ⊗vdµGγ(Fv). γ ∈ (EG(F ) −Z(F ))∪HG(F )に対するアデール的な軌道
積分を

ΦA(γ, f) =

∫
Gγ(A)\G(A)

f(g−1γg) dµGγ(A)\G(A)(g)

で定義する。測度の決め方から、積公式ΦA(γ, f) =
∏

v Φv(γ, fv)が成り立つ。
さて、簡易化されたセルバーグ跡公式は次のようになる ([31, 定理 93])：

trRcus(f) + trRres(f)(6.4)

= τ(G) f(1) +
∑

γ∈[(EG(F )−Z(F ))∪HG(F )]/Z(F )

vol(Z(A)Gγ(F )\Gγ(A))ι(γ)−1 ΦA(γ, f)

ただし、

τ(G) = vol(Z(A)G(F )\G(A)) (Z\Gの玉河数)

であり、ι(γ)は−γと γがG(F )-共役であるかないかに従い 1または 2とする。

6.2.2. GAの場合. G′ = GAとおこう。群 Z(A)\G′(A)はコンパクトなので、右正則表現
L2(G′, ω)は既約表現の離散直和に分解する。L2

sp(G
′, ω), Π0(G

′(A), ω)の定義により、、

L2(G′, ω) =

{⊕̂
σ∈Π0(G′(A),ω)

σ

}
⊕̂L2

sp(G,ω)

となる。試験函数 f ′ ∈ H(G′(A), ω)に対して、右正則表現R(f ′)はトレース族作用素であっ
て上の分解に沿って２つの作用素R0(f

′) : L2
0(G

′, ω) → L2
0(G

′, ω), Rsp(f
′) : L2

sp(G
′, ω) →

L2
sp(G

′, ω)の和に分解される。セルバーグ跡公式は

trR0(f
′) + trRsp(f

′)(6.5)

= τ(G′) f ′(1) +
∑

γ∈[EG′(F )−Z(F )]/Z(F )

vol(Z(A)G′
γ(F )\G′

γ(A)) ι′(γ)−1Φ′
A(γ, f

′)

と表せる。ただし、

τ(G′) = vol(Z(A)G′(F )\G′(A)) (Z\G′の玉河数)

であり、ι′(γ)は−γと γがG′(F )-共役であるかないかに従い 1または 2とする。また、各
中心化群G′

γ(A)上のHaar測度を直積 dµG′
γ(A) = ⊗vdµG′

γ(Fv)で決めたうえで、アデール的
な軌道積分を

Φ′
A(γ, f

′) =

∫
G′

γ(A)\G(A)
f ′(g−1γg) dµG′

γ(A)\G′(A)(g)

で定義すれば、分解可能な試験函数 f ′ = ⊗vf
′
v に対して積公式 Φ′

A(γ, f
′) =

∏
v Φ

′
v(γ, f

′
v)

が成り立つ。

6.3. 局所対応の構成 (R上の場合). H = {C,−1}RをHamilton四元数体とする:

H = {ξ = [ z w
−w̄ z̄ ] | z, w ∈ C }

H1 = {ξ ∈ H| det(ξ) = 1 } = SU(2)とおくと、ξ 7→ ((det ξ)1/2, ξ (det ξ)−1/2)は Lie群の同
型写像H× → R×

+×H1を与える。GL(2,C)の有限次元表現ρCl1,l2の制限σc(l1, l2) = ρCl1,l2 |H
×

はH×の既約表現で、H×の中心指標 ω(z) = |z|mR sgn(z)ϵ (m ∈ C, ϵ ∈ {0, 1}) に対して、
Π(H×, ω) = {σc(l1, l2)| l1 − l2 ∈ Z>1, l1 + l2 = m, l1 − l2 + 1 ≡ ϵ (mod 2) }
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であることが分かる。(SU(2)に対して、コンパクトリー群の既約表現のCartan-Weyl分類
を適用し、あとは中心指標による補正を行えばよい。）4.3節で復習したGL(2,R)の離散系
列の分類結果と比較すると、対応 σ(l1, l2) 7→ σc(l1, l2)によって全単射Π2(GL(2,R), ω) →
Π(H×, ω)が得られる。この対応が定理50の指標条件を満たすことを示せばよい。T ell

GL(2,R) =

T ell
H× = {T}、ただし

T =
{
z
[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
| z > 0, θ ∈ R

}
である。完全系列 (4.4)と補題 32より

[trσ(l1, l2)](t) = −tr ρl1,l2(t), t ∈ T − Z(6.6)

である。一方、[tr ρl1,l2 ](t) = [tr ρCl1,l2 ](t) = tr σc(l1, l2)](t)は明らかである。よって、

trσ(l1, l2)(t) = −trσc(l1, l2)](t), t ∈ T − Z

となり、確かに定理 50の条件が満たされている。

系 53. G = GL(2,R)とする。中心指標 ωの離散系列表現 σ(l1, l2)の指標は楕円元上で

[trσ(l1, l2)]
(
z
[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

])
= ω(z)

e−i(l1−l2)θ − ei(l1−l2)θ

eiθ − e−iθ

で与えられる。特に、これはGell全体に smoothに拡張される。

Proof : ρl1,l2の指標公式 (= Weylの指標公式の特別な場合)と (6.6)から従う。

注意 : このノートでは、[25], [8]に従って、p-進体上での局所対応の構成を保型表現の
Jacquet-Langlands対応を経由して行う。実素点では、GL(2,R)の任意の離散系列表現が
主系列表現の組成因子に現れることから、上で見たように保型表現を経由することなく至
極単純に局所対応の証明が出来る。p-進体上でも、超尖点表現の存在によって状況は困難
さを著しく増すものの、純局所的な証明がやはり可能である ([4, Chap.13])。

6.4. 試験函数の matching.

定義 54. v ∈ Σとする。２つの函数 fv ∈ H(G(Fv), ωv)および f ′
v ∈ H(G′(Fv), ωv)の対

(fv, f
′
v)を考える。
• v ∈ ΣAの場合：次の２条件を満たすとき、(fv, f ′

v)をmatching pairと呼び fv ↔ f ′
v

と書く：
(1) γv ↔ γ′vなる任意の正則楕円元対 (γv, γ

′
v) ∈ Gell ×G′

ellに対して

Φv(γv, fv) = Φ′
v(γ

′
v, f

′
v)

である
(2) 任意の av ∈ HG(Fv)に対してΦv(av, fv) = 0である。

• v ∈ Σ− ΣAの場合：G(Fv) ∼= G′(Fv)から導かれる同型H(G(Fv), ωv) ∼= H(G′(Fv), ωv)
によって fv, f

′
vが対応するとき (fv, f

′
v)をmatching pairと呼び fv ↔ f ′

vと書く。

注意 : v ∈ ΣA ∩Σfin, fv ↔ f ′
vならば fv, f

′
vはE型函数である。実際、命題 18(2)の最初の

主張よりH(G′(Fv), ωv)の函数はすべてE型である。よって、条件 (1)から γv 7→ Φv(γ, fv)
はGell上 smoothな拡張を持つ。これと条件 (2)から fvも E型になる。

補題 55. (1) v ∈ ΣA∩Σfinとして、fv ∈ H(G(Fv), 1)をG(Fv) = GL(2, Fv)のSteinberg
表現の擬行列係数とする。G′(Fv)上の定数函数 f ′

v = −vol(Z(Fv)\G′(Fv))
−1に対

して fv ↔ f ′
vとなる。

(2) v ∈ ΣA ∩ ΣR として、fv ∈ H(G(R), ωv)を G(Fv) = GL(2,R)の離散系列表現
σ(l1, l2) (l ∈ N∗)の擬行列係数とする。G′(Fv)の有限次元表現 σ′ = σc(l1, l2)の 0
でない単位ベクトル ξ′をとり f ′

v(g
′) = −d(σ′)−1 ϕσ′

ξ′,ξ′(g
′)とおくと、fv ↔ f ′

vとな
る。更に、fv, f ′

vはE型である。
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Proof : (1) T ∈ T ell
G(Fv)

に対して vol(Z(Fv)\T ) = 1であったから、Φ′
v(γ, f

′
v) = 1 (∀ γ ∈

EG′(Fv) − Z)となる。これと補題 37および命題 44から fv ↔ f ′
vである。

(2) F = Rでの局所対応から、JLR(σ(l1, l2)) = σc(l1, l2)である。これと命題 44から結論
が出る。

補題 56. v ∈ ΣA ∩ Σfinとする。

(1) 任意の f ′
v ∈ H(G′(Fv), ωv)に対して、fv ↔ f ′

vなる E型函数 fv ∈ H(G(Fv), ωv)が
存在する。

(2) 任意の E型函数 fv ∈ H(G(Fv), ωv)に対して、fv ↔ f ′
vなる f ′

v ∈ H(G′(Fv), ωv)が
存在する。

Proof : (1) φE(ι
G(Fv)
E (t)) = Φ(ι

G′(Fv)
E (t), f ′

v) (E ∈ Q(Fv), t ∈ E× − F×
v )として、φE :

T
G(Fv)
E → Cを定義し、命題 28を適用するればよい。
(2) φE(ι

G′(Fv)
E (t)) = Φ(ι

G(Fv)
E (t), f ′

v) (E ∈ Q(Fv), t ∈ E×−F×
v )として、φE : T

G′(Fv)
E → C

を定義すると、fvが E型なので命題 28が適用できる。

補題 57. fv ↔ f ′
vとする。更に、v ∈ ΣA ∩ΣRのときには、fv, f ′

vは補題 55の条件を満た
す試験函数の組とする。

(1) fv(1) = −f ′
v(1)である。

(2) 任意の指標 ηv : F
×
v → C1に対して、∫

Z(Fv)\G(Fv)

fv(g) ηv(det gv) dµZ(Fv)\G(Fv)(gv) =

∫
Z(Fv)\G′(Fv)

f ′
v(g

′
v) ηv(νAv(g

′
v)) dµZ(Fv)\G′(Fv)(g

′
v)

である。

Proof : (1) F が非アルキメデス的としよう。T = T
G(Fv)
E (E ∈ Q(Fv)とすると、任意の

γ ∈ T − Z(Fv)に対して Φv(γ, fv) = Φ′
v(γ, f

′
v)である。この等式において、γ → 1とし

た極限を考える。fvは上で注意したように E型なので、germ展開 (2.5)より ΓT
1 fv(1) =

−vol(Z(Fv)\G′(Fv)) fv(1)に近づく。右辺は命題 18より連続なので∫
T ′\G′(Fv)

f ′
v(1) dT ′\G′(Fv)µ = vol(T ′\G′(Fv)) f

′
v(1)

に近づく。ここで、T ′ = T
G′(Fv)
E ⊂ G′(Fv)である。よって、fv(1) = −f ′

v(1)を得る。
F = Rの場合には、系 53と補題 44からから従う。

(2) fvは E型なので、補題 17から、左辺は

1

2

∑
E∈Q(Fv)

∫
E×

v −F×
v

δE(t) ηv(t)
2Φv(ι

G(Fv)
E (t), fv) dµF×

v \E×(t)

となる。右辺は、同様に

1

2

∑
E∈Q(Fv)

∫
E×−F×

v

δE(t) ηv(t)
2Φ′

v(ι
G′(Fv)
E (t), fv) dµF×

v \E×(t)

に等しい。fv ↔ f ′
vよりΦv(ι

G(Fv)
E (t), fv) = Φ′

v(ι
G′(Fv)
E (t), f ′

v) (∀t ∈ E× − F×
v ) なのでこれ

ら２つの表示は一致する。
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6.5. Main Lemma の証明.

補題 58. 分解可能な試験函数 f = ⊗vfv ∈ H(G(A), ω), f ′ = ⊗vf
′
v ∈ H(G′(A), ω)が与え

られ、任意の素点 vにおいて fv ↔ f ′
vが成り立つとする。更に、v ∈ ΣA ∩ΣRに対しては、

fv, f
′
vは補題 55(2)の条件を満たす試験函数の組とする。

{trRcus(f) +Rres(f)} − {trR0(f
′) + trRsp(f

′)} = (τ(G)− τ(G′)) f(1)(6.7)

である。

Proof : (1) ２つの跡公式 (6.4), (6.5)の右辺同士を比較する。(v ∈ ΣAにおいては試験函
数 fvは E型函数なので、特に非楕円正則共役類に対する軌道積分は消滅する。Aは斜体
ゆえ ♯ΣA > 2なので、6.1.1節の条件 (b)が満たされることに注意しよう。) (6.4)の右辺の
和で、γ ∈ HG(F )に対する軌道積分ΦA(γ, f) = 0となる。実際、ΦA(γ, f) =

∏
v Φv(γ, fv)

であり、素点 v ∈ ΣAにおいて fvは E型函数なのでΦv(γ, fv) = 0である。
γ ∈ EG(F ) − Z(F )とすると、γ = ι

G(F )
E (t)となる E ∈ Q(F )および t ∈ TE(F )が存在

する。中心化群Gγはトーラス TEと一致するから、体積因子 vol(Z(A)Gγ(F )\Gγ(A))は
vol(A×E×\A×

E)となる。もし、ΣA ̸⊂ Σ(E)であるとすると、軌道積分ΦA(γ, f) = 0とな
る。実際、v ∈ ΣA −Σ(E)なる素点においてはEv = E ⊗F Fv

∼= Fv ⊕Fvと分解するので、
γ ∈ TE(Fv)はG(Fv)の分裂トーラスM(Fv)のある元 avとG(Fv)-共役になる。fvがE型
なことからΦv(γv, fv) = Φv(av, fv) = 0となる。よって、ΦA(γ, f) = 0を得る。
従って、補題 11から、E ∈ QA(F )でない限りΦA(γ, f) = 0となる。故に、公式 (6.4)は

trRcus(f) + trRres(f) = τ(G) f(1) +
∑

E∈QA(F )

∑
t∈(E×−F×)/F×

1

2
vol(A×E×\A×

E) ΦA(ι
G(F )
E (t), f)

(6.8)

と書きなおせる。同様に、補題 9によれば公式 (6.5)は次の表示を持つ：

trR0(f
′) + trRsp(f

′) = τ(G′) f ′(1) +
∑

E∈QA(F )

∑
t∈(E×−F×)/F×

1

2
vol(A×E×\A×

E) Φ
′
A(ι

G′(F )
E (t), f ′)

(6.9)

よって、補題を証明するには

ΦA(ι
G(F )
E (t), f) = Φ′

A(ι
G′(F )
E (t), f ′), (E ∈ QA(F ), t ∈ E× − F×)(6.10)

f(1) = f ′(1),(6.11)

を示せば十分である。
(6.10)の証明：両辺とも局所軌道積分のオイラー積に分解しているので、各因子ごとに等
号を確かめればよい。v ∈ Σ−ΣAのとき、fv ↔ f ′

vより、同型G(Fv) ∼= G′(Fv)のもとで２
つの函数は一致する。故に、自明にΦv(ι

G(F )
E (t)v, fv) = Φ′

v(ι
G′(F )
E (t)v, f

′
v)である。v ∈ ΣAの

とき、ιG(F )
E (t)v ∈ G(Fv)ell − Z(Fv), ι

G′(F )
E (t)v ∈ G′(Fv)ell − Z(Fv)で ι

G(F )
E (t)v ↔ ι

G′(F )
E (t)v

なので、fv ↔ f ′
vより、やはりΦv(ι

G(F )
E (t)v, fv) = Φ′

v(ι
G′(F )
E (t)v, f

′
v)が従う。

(6.11)の証明 ：f(1) =
∏

v fv(1), f(1) =
∏

v f
′
v(1)である。任意の素点で fv ↔ f ′

v なの
で、v ∈ Σ − ΣAならば fv(1) = f ′

v(1)は自明であり、v ∈ ΣAにおいては補題 57(1)より
fv(1) = −f ′

v(1)である。♯ΣAが偶数であることから f(1) = f ′(1)を得る。

定理 59. τ(G) = τ(G′)である。

Proof : (cf. [15, (16.1.8)]) S = ΣAとおく。(6.7)を次の状況で使う：
• ω = 1
• v ∈ S ∩ Σfin に対して、fv は GL(2, Fv) の Steinberg 表現の擬行列係数、f ′

v =
−vol(Z(Fv)\G′(Fv))
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• v ∈ S ∩ΣRにおいては、l1 = 1/2, l2 = −1/2として補題 (55)(2)の条件を満たすよ
うに fv, f

′
vをとる。

補題 55より、これは各素点 v ∈ Sにおいて試験函数のmatching pairを与えることを注
意しよう。v ∈ Sにおいて、Kvの有限次元表現 ϵvを fvが生成する両側Kv-加群が ϵv � ϵv
の部分表現となるように固定する。πをL2(G, 1)の既約部分表現, σをL2(G′, 1)の既約部
分表現とする。π ∼=

⊗̂
vπv, σ

∼=
⊗̂

vσvと制限直積に分解して、

Mπ = {
⊗̂

v∈S
Vπv [ϵv]}⊗̂{

⊗̂
v∈Σ−S

Vπv}, M ′
σ = {

⊗̂
v∈S

VG′(Fv)
σv

}⊗̂{
⊗̂

v∈Σ−S
Vσv}

とおく。GS
AをG(Fv) ∼= G′(Fv) (v ∈ Σ − S)の制限直積群とすると、この群は Σ − Sに

亘るテンソル積因子を経由してHilbert空間Mπ, M
′
σにユニタリーに作用する。MπはGS

A
のVS

π =
⊗̂

v∈Σ−SVπvにおける既約表現 πSの有限重複度 dimC Vπv [ϵv]の直和、M
′
πはGS

Aの
VS
σ =

⊗̂
v∈Σ−SVσv における既約表現 σSの有限重複度 dimC VG′(Fv)

σv の直和である。(G(Fv)

の既約ユニタリー表現の許容可能性による。) RS を既約部分表現 π ⊂ L2(G, 1)で条件
「π ∈ Πcus(G(A), 1) =⇒ πv ∼= StG(Fv) (∀ v ∈ S)」 or 「dimπ = 1, πv = 1 (∀v ∈ S)」
を満たすものを走らせたときのMS

π 全体の直和、r
S を既約部分表現 σ ⊂ L2(G′, 1)で

σv = 1 (∀v ∈ S)なるものを走らせたときのMS
σ 全体の直和とする。これらは、G

S
Aの既約

ユニタリー表現の直和に分解されるユニタリー表現である。さて、任意の fS ∈ H(GS
A, 1)

に対して

trRS(fS)− tr rS(fS) = [τ(G)− τ(G′)] fS(1)(6.12)

が成り立つことを見よう。
π ∈ Πcus(G(A), 1)ならば、任意の v ∈ Sで πvは無限次元表現であるから、G(Fv)の既

約ユニタリー表現の分類から、πvは既約な主系列表現または離散系列表現である。従っ
て、擬行列係数の性質から tr πv(fv) = δStG(Fv),πv である。π = η ◦ det (ηは η2 = 1を満た
す F×のイデール類群指標）の場合、補題 47から trπv(fv) = −δηv ,1 (∀v ∈ S)である。こ
れより、

trRcus(f) +Rres(f) =
∑

π∈Πcus(G(A),1)

{
∏
v∈S

trπv(fv)} tr πS(fS) +
∑

π=η◦det
η2=1

{
∏
v∈S

trπv(fv)} tr πS(fS)

=
∑

π∈Πcus(G(A),1)
πv

∼=StG(Fv) (∀v∈S)

tr πS(fS) +
∑

π=η◦det
η2=1, ηv=1 (∀ v∈S)

tr πS(fS) (∵ ♯Sは偶数)

= trRS(fS)(6.13)

v ∈ Sに対して、f ′
vは自明表現の行列係数なことに注意すれば、

trR0(f
′) + trRsp(f

′) = rS(fS)(6.14)

が同様に示せる。(6.7), (6.13), (6.14)より (6.12)が従う。さて、τ(G) > τ(G′)であったと
仮定すると、等式 (6.12)より任意の fS ∈ H(GS

A, 1)に対して

trRS(fS ∗ (fS)∗)− tr rS(fS ∗ (fS)∗) = [τ(G)− τ(G′)]

∫
ZS
A \GS

A

|fS(g)|2 dg > 0

となる。よって、[15, Lemma 16.1.1]より rSはRSの部分表現に同値になる。rSのRSに
おける直和補表現を ρとすれば、等式 (6.12)より

ρ(fS ∗ (fS)∗) = [τ(G)− τ(G′)]

∫
ZS
A \GS

A

|fS(g)|2 dg

が成立する。ZS
A\GS

Aは非コンパクトだから [15, Lemma16.1.2]より矛盾が起こる。τ(G′) >
τ(G)と仮定しても、同様の論法により矛盾に導かれる。故に、τ(G) = τ(G′)である。
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補題 60. 分解可能な試験函数 f = ⊗vfv ∈ H(G(A), ω), f ′ = ⊗vf
′
v ∈ H(G′(A), ω)が与え

られ、任意の素点 vにおいて fv ↔ f ′
vが成り立つとする。更に、v ∈ ΣA ∩ΣRに対しては、

fv, f
′
vは補題 55(2)の条件を満たす試験函数の組とする。このとき、

trRres(f) = trRsp(f
′), trRcus(f) = trR0(f

′)

である。

Proof : Rsp(f
′)の定義から容易に、

Rsp(f
′) = τ(G′)−1

∑
η2=ω

∫
Z(A)\G′(A)

f ′(g′) η(νD(g
′)) dµZ(A)\G′(A)(g

′)

が分かる。この表示式と (6.2)および補題 57から、

τ(G′) trRsp(f
′) = τ(G) trRres(f)

が従う。そこで定理 59を使えば trRsp(f
′) = trRres(f)を得る。この関係式と (6.7)および

定理 59より、trRcus(f) = trR0(f
′)が従う。

補題 61. (Main Lemma): Sを素点の有限集合でΣAを含むとする。各 v ∈ Σ− Sに対し
てG(Fv)の既約ユニタリー表現 τv ∈ Π(G(Fv), ωv)を殆どすべての v ∈ Σ − Sで τKv ̸= 0
となるように指定して、τS =

⊗
v∈Σ−S τvとおく。

U(τS) = {π ∈ Πcus(G(A), ω)|πv ∼= τv (∀v ∈ Σ− S) },
U ′(τS) = {σ ∈ Π0(G

′(A), ω)| σv ∼= τv (∀v ∈ Σ− S) }

とする。各素点 v ∈ Sごとに与えられた函数のmatching pair (fv, f
′
v) ∈ H(G(Fv), ωv) ×

H(G′(Fv), ωv)（ただし、v ∈ ΣA ∩ ΣRに対しては、fv, f ′
vは補題 55(2)の条件を満たす試

験函数の組）に対して、等式∑
π∈U(τS)

∏
v∈S

tr πv(fv) =
∑

σ∈U ′(τS)

∏
v∈S

trσv(f
′
v)

が成り立つ。

Proof : ([12, Lemma (8.19)]) GS
Aを G(Fv) ∼= G′(Fv) (v ∈ Σ − S)の制限直積群とする。

π ∈ Πcus(G(A), ω)を制限テンソルに分解して π ∼=
⊗̂

vπvと書き、π
S =

⊗
v∈Σ−S πvと定義

する。同様に、, σ ∈ Π0(G
′(A), ω)を制限テンソルに分解して σSを決める。すると、

trRcus(f)− trR0(f
′) =

∑
π∈Πcus(G(A),ω)

{
∏
v∈S

tr πv(fv)} tr πS(fS)−
∑

σ∈Π0(G′(A),ω)

{
∏
v∈S

trσv(f
′
v)} trσS(fS)

=
∑

ρ∈(̂GS
A )

 ∑
π∈U(ρ)

∏
v∈S

tr πv(fv)−
∑

σ∈U ′(ρ)

∏
v∈S

trσv(f
′
v)

 tr ρ(fS)

であり、補題 60より、これは試験函数の任意のmatching pair(f, f ′)に対して消える。補
題 31より結論が従う。

主定理の証明には関係ないが、ここで玉河数 τ(G)、τ(G′)の具体的な値を決定しておこう。

定理 62. τ(G) = τ(G′) = 2である。

Proof : 定理 59より τ(G) = 2を示せば十分である。[31,命題 49]において、岩澤分解を使っ
て正規化したG(A)のHaar測度dIWgに関してvolIW(Z+

∞G(F )\G(A)) = 2∆
1/2
F πr2ζF (2) vol(F

×\A1)
を示した。ただし、r2 = ♯ΣCである。vol(Z+

∞Z(F )\Z(A)) = vol(F×\A1)なので、

volIW(Z(A)\G(F )\G(A)) = 2∆
1/2
F πr2ζF (2)(6.15)
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が得られる。中心Zに関連する群のHaar測度の正規化は [31]と同じものが採用されてい
ることに注意しよう。あとは、µG(A)と dIWgの比例定数を決定すればよい。v ∈ Σfinなら
ば、µG(Fv)(Kv) = ζF,v(2)

−1 q−2dv
v であった。(∵ vol(ov) = q

−dv/2
v )　一方、dIWgvの構成に

使ったF×
v の測度に対して vol(o×v ) = q

−dv/2
v なので、volIW(Kv) = q

−3dv/2
v が簡単に分かる。

よって、dµG(Fv)(gv) = ζF,v(2)
−1q

−dv/2
v dIWgvを得る。無限素点では、補題 12における定

数 Cvによって dµG(Fv)(gv) = Cv d
IWgvである。v ∈ ΣRならば Cv = ζF,v(2)

−1, v ∈ ΣCな
らばCv = ζF,v(2)

−1π−1が容易に分かる。以上より、

dµ̃G(A)(g) = ζF (2)
−1 ∆

−1/2
F π−r2 dIWg(6.16)

(6.15), (6.16)から

τ(G) = µG(A)(Z(A)G(F )\G(A)) = 2

となる。

6.6. 大域対応の構成.

命題 63. σ ∈ Π0(G
′(A), ω)とする。

(1) 性質 (5.1)を満たす π ∈ Πcus(G(A), ω)が唯ひとつ存在する。
(2) (1) の πに対して、πv ∈ Π2(G(Fv), ωv) (∀ v ∈ ΣA)である。

Proof : S = ΣAとして、σS = {σv}v∈Σ−Sとする。補題 61より、v ∈ Sにおける任意の試
験函数のmatching pair (fv, f

′
v)に対して∑

π∈U(σS)

∏
v∈S

trπv(fv) =
∑

π′∈U ′(σS)

∏
v∈S

tr π′
v(f

′
v)(6.17)

である。♯U(σS) = 1を示せばよい。GL(2)の強重複度１定理から ♯U(σS) 6 1は分かっ
ている。従って、適当な (fv, f

′
v)に対して、上の等式の右辺が零でないことが示せれば

(1)の証明は終わる。各 v ∈ S について、零でないベクトル ξv ∈ Vσv を選び、f
′
v(g

′
v) =

d(σv)ϕξv ,ξv(σv の行列係数)とする。補題 56および補題 55(2)より fv ↔ f ′
v となる E型

函数 fv ∈ H(G(Fv), ωv)が存在する。補題 43(2)より、trπ′
v(f

′
v) = δπ′

v ,σv なので、等式
(6.17)の右辺は π′

v
∼= σv (∀v ∈ Σ)となる π′ ∈ Π0(G

′(A), ω)の個数m0(σ)に一致する。
σ ∈ Π0(G

′(A), ω)だからm0(σ) > 1である。これで、(1)が示せた。
さて、U(σS) = {π}としよう。πはカスプ保型表現なので、πvは無限次元でなければなら

ない。v ∈ ΣAに対して、πv ̸∈ Π2(G(Fv), ωv)となったとすると、既約ユニタリー表現の分
類からπvは既約主系列表現となる。よって補題 32から tr πv(g) = 0 (g ∈ G(Fv)ell−Z(Fv))
である。このことと、fvは E型函数であることより、Weylの積分公式

trπv(fv) =
1

2

∑
T∈TG(Fv)

∫
T−Z(Fv)

[tr πv](t) Φv(t, fv)DT (t) dµZ(Fv)\T (t)(6.18)

の右辺は消える。したがって、等式 (6.17)の左辺は零になり、右辺が零でないことと矛盾
する。よって、πv ∈ Π2(G(Fv), ωv) (∀ v ∈ S)が示せた。

命題 63より、写像

JLA : Π0(G
′(A), ω) −→ Πcus(G(A), ω)(6.19)

が条件 (5.1)によって決まり、その像は

ΠA,�
cus (G(A), ω) = {π ∈ Πcus(G(A), ω)|πv ∈ Π2(G(Fv), ωv) (∀ v ∈ ΣA) }

に含まれることが分かる。
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6.7. 大域対応の像の決定.

命題 64. (1) π ∈ ΠA,�
cus (G(A), ω)に対して、JL(σ) = πを満たす σ ∈ Π0(G

′(A), ω)が
唯ひとつ存在する。写像 (6.19)は単射でその像はΠA,�

cus (G(A), ω)に一致する。
(2) π = JL(σ)とする。v ∈ ΣAにおいて、γ ↔ γ′なる任意の正則楕円元対 (γ, γ′) ∈

G(Fv)ell ×G′(Fv)ellに対し

tr πv(γ) = −trσv(t
′)

が成立する。

Proof : S = ΣAとする。 π ∼=
⊗̂

vπvと制限テンソル積に分解すると、仮定より、任意の
v ∈ Sにおいて πv ∈ Π2(G(Fv), ωv)である。v ∈ Sに対して、σv ∈ Π(G′(Fv), ωv)を任意
に与え、a(σv) = ⟨trπv, trσv⟩ellとおく。σvの表現空間の零でない単位ベクトル ξ′vをとり、
行列係数 f ′

v = d(σv)ϕξ′v,ξ
′
v
を考える。補題 56および補題 55(2)から fv ↔ f ′

vなるE型函数
fv ∈ H(G(Fv), ωv)が存在する。次のように trπv(fv) = a(σv)が示される。

tr πv(fv)

=
1

2

∑
T∈TG(Fv)

∫
T−Z(Fv)

[tr πv](t) Φv(t, fv)DT (t) dµZ(Fv)\T (t) (∵ Weylの積分公式から)

=
1

2

∑
E∈Q(Fv)

∫
E×−F×

v

[tr πv](ι
G(Fv)
E (t)) Φv(ι

G(Fv)
E (t), fv) δE(t) dµF×

v \E×(t)

(∵ fvは E型函数なので非楕円軌道積分は消滅)

=
1

2

∑
E∈Q(Fv)

∫
E×−F×

v

[tr πv](ι
G(Fv)
E (t)) Φv(ι

G′(Fv)
E (t), f ′

v) δE(t) dµF×
v \E×(t)

(∵ fv ↔ f ′
vより楕円軌道積分は一致)

=
1

2

∑
E∈Q(Fv)

∫
E×−F×

v

[tr πv](ι
G(Fv)
E (t)) [trσv](ι

G′(Fv)
E (t)) δE(t) dµF×

v \E×(t) (∵命題 43(1))

= ⟨tr πv, trσv⟩ell = a(σv)

Cauchy-Schwarz不等式と命題 48を使えば

|a(σv)| = |tr πv(fv)| 6 ∥trπv∥ ∥trσv∥ 6 1

である。こうして得られたmatching pairs の族 fv ↔ f ′
v (v ∈ S)に対して補題 61を適用

しよう。(τS としては πS = {πv}v∈Σ−S を採用する。) GL(2)の強重複度１定理から左辺
の和には πのみしか現れず、右辺では f ′

vが σvの行列係数なので tr π′
v(f

′
v) = δπ′

v,σv（補題
43(2)）であることに注意すれば、∏

v∈S

a(σv) = ♯U ′(πS, σS)(6.20)

を得る。ただし、

U ′(πS, σS) = {π′ ∈ Π0(G
′(A), ω)|π′

v
∼= σv, (∀ v ∈ S), π′

v
∼= πv (∀ v ∈ Σ− S) }

である。さて、|a(σv)| 6 1 (∀ v ∈ S)であったから、(6.20)の左辺は 1以下である。一方、
右辺は自然数なので、

♯U ′(πS, σS) 6 1 (等号成立の条件は a(σv) ̸= 0 (∀ v ∈ S))(6.21)

が分かった。実際、等号を成立させるσS = {σv}v∈Sの選択が可能なことは次のように示せ
る：補題48から、tr πvはL2(G(Fv)ell, ωv)の単位ベクトルであり、{tr π′

v|π′
v ∈ Π0(G

′(Fv)), ωv }
は L2(G′(Fv)ell, ωv) ∼= L2(G(Fv)ell, ωv)の完全正規直交系をなす。よって、

a(σ0
v) = ⟨tr πv, trσ0

v⟩ell ̸= 0
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なる表現 σ0
v ∈ Π0(G

′(Fv), ωv)が存在する。v ∈ S ∩ ΣRのときは局所対応が既に示されて
いるので、σv = σc(l1, l2)とすると、a(σv) ̸= 0を満たす σv は σ0

v = σ(l1, l2)のみとなり、
正則楕円元上で tr πv = tr σ0

vが成り立つ。
そこで、U ′(πS, {σ0

v}v∈S) = {σ}とおくとJL(σ) = πであることが結論される。JLの単射
性を見るには、♯U ′(πS) = 1を示せばよい。♯U ′(πS)はσS = {σv}v∈S ∈

∏
v∈S Π(G

′(Fv), ωv)
に亘る ♯U ′(πS, σS)の和なので、(6.21)より ♯U ′(πS) = ♯{σS| a(σv) ̸= 0 (∀ v ∈ S) }である。
σSが a(σv) ̸= 0 (∀v ∈ S)を満たすとすると、(6.20), (6.21)から |a(σv)| = 1 (∀v ∈ S)が従
う。補題 48より、L2(G(Fv)ell, ωv)において trπv =

∑
π′
v
a(π′

v) trπ
′
v と展開され、Perseval

等式から、
1 = ∥trπv∥2ell = |a(σv)|2 +

∑
π′
v ̸∼=σv

|a(π′
v)|2

である。|a(σv)| = 1より右辺第二項は零である。よって、G(Fv)ell − Z(Fv) ∼= G′(Fv)ell −
Z(Fv)上で trπv = a(σv) tr σvである。あとはa(σv) = −1 (∀ v ∈ S∩Σfin)を示せば証明が終
わる。実際、もしこれが言えると、補題48からσv = σ0

v (v ∈ S∩Σfin)がわかり、v ∈ S∩ΣR
においては既に σv = σ0

vであったことを合わせると、♯U ′(πS) = ♯{ {σ0
v}v∈S } = 1となる。

以下、v ∈ S ∩Σfinとする。fπvを πvの擬行列係数とし、f ′
vを上のとおり σvの行列係数

とすれば、補題 44より

Φv(ι
G(Fv)
E (t), fπv) = a(σv) Φ

′
v(ι

G′(Fv)
E (t), f ′

v), t ∈ E× − F×
v(6.22)

である。πvが超尖点表現であれば fπv = d(πv)ϕξ,ξ (ξは πvの零でないベクトル）ととるこ
とが出来る。t = 1での極限を見ると、germ展開から

ΓT
1 fπv(1) = a(σv) vol(Z(Fv)\G′(Fv)) f

′
v(1)

この等式とfπv(1) = d(πv)およびΓT
1 = −vol(Z(Fv)\G′(Fv))((2.6))をあわせると、−d(πv) =

a(σv) d(σv)となる。|a(σv)| = 1かつ d(πv), d(σv) > 0だから a(σv) = −1および d(πv) =
d(σv)が結論される。πv = StG(Fv)(ηv)であれば、(6.22)の左辺は−1に等しい。t = 1での
極限を見ると、
−1 = a(σv) vol(Z(Fv)\G′(Fv)) d(σv)となり、上と同様の論法で、a(σv) = −1が結論さ
れる。

注意 : 上の証明の最後の段階で、πv が超尖点表現の場合には形式次数の関係 d(πv) =
d(σv)が示されている。πvが Steiberg表現の捻りの場合には、補題 36により d(St(η)) =
vol(F×

v \D×
v )

−1 = d(ηv)である。

系 52の証明: G′における強重複度１定理を導こう。σ, σ′ ∈ Π0(G
′(A), ω)に対して素点の

有限集合 Sがあって σv ∼= σ′
v (∀v ̸∈ S)とする。Σ∞ ∪ ΣA ⊂ Sとしてよい。v ̸∈ Sならば

JLA(π)v ∼= σv ∼= σ′
v
∼= JLA(σ′)vとなる。GL(2)の強重複度１定理から JLA(σ) = JLA(σ′)

が従う。JLAの単射性をつかえば、σ = σ′を得る。

6.8. 局所データの大域データへの埋め込みの存在.

補題 65. F0を標数 0の局所体、ω0 : F
×
0 → C1を指標とする。このとき、ある有限次元代

数体 F、F×のイデール類群指標 ωおよび稠密像を持つ体の埋め込み ι0 : F → F0が存在
して、v0を ι0の定める F の素点として Fv0 = F0と見做すとき、ωv0 = ω0となる。

命題 66. Fを有限次元代数体、ωをイデール類群指標とする。G = GL(2)とする。Sを有限
素点の有限集合とし、各 v ∈ Sにおいて離散系列表現 π0

v ∈ Π2(G(Fv), ωv)が与えられてい
るとする。このとき、既約保型カスプ表現π ∈ Πcus(G(A), ω)が存在して、πv ∼= π0

v (∀v ∈ S)
となる。

Proof : ([11, VI §3]) Σ − Sから３つの有限素点 w0, w1, w2を選ぶ。命題 5(2)より ΣA =
{w1, w2}となるF 上の四元数体Aが存在する。G′ = GAとおく。π0

w1
∈ Π(G′(Fw1), ωw1)を

２次元以上の既約表現とする。(Z(Fw1)\G′(Fw1)はコンパクトな非アーベル群なので、この
ようなπ0

w1
は存在する。f ′

w1
をπ0

w1
の行列係数の形式次数倍とする。f ′

w0
∈ H(G′(Fw0), ωw0)
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を supp(f ′
w0
) ⊂ G′(Fw0)ell−Z(Fw0)かつNw0 = {δw0 ∈ G′(Fw0)ell−Z(Fw0) |Φw0(δw0 , f

′
w0
) ̸=

0 }が空でないように選ぶ。さらに、各 v ∈ S に対して、f ′
v を π0

v ∈ Π2(G
′(Fv), ωv)の擬

行列係数とし、v ∈ Σ − (S ∪ {w1, w0})に対しては f ′
v ∈ H(G′(Fv), ωv)を任意にとる (以

下でもっと特殊化される)。f ′ = ⊗vf
′
vとしてG′(A)上の試験函数 f ′ ∈ H(G′(A), ω)を構

成し、跡公式 (6.5)を適用する。(6.5)左辺の第２項に関しては、任意の１次元表現 π′
w1

=
ηw1 ◦det ∈ Π(G′(Fw1 , ωw1)に対して、行列係数の直交関係式 (補題 34)から tr π′

w1
(fw1) = 0

となり trRsp(f
′) = 0が従う。左辺の第１項では、補題 44によって、π′ ∈ Π0(G

′(A), ω)が
集合

U ′ = {σ ∈ Π0(G(A), ω)|σv ∼= π0
v (∀ v ∈ S ∪ {w1}) }

に属さなければ tr π(f ′) = 0になる。また、fw0(1) = 0より、(6.5)右辺の第一項も消滅す
る。これらを考慮に入れると、(6.5)は∑

σ∈U ′

[trσ] (f ′) =
∑

γ∈EG′(F )−Z(F )

vol(Z(A)G′
γ(F )\G′

γ(A)) Φ′
A(γ, f

′)

となる。もし、f ′
v (v ̸∈ S ∪ {w1})を上手く選ぶことによって、U ′ ̸= ∅が示されたとしよ

う。任意の要素 σ ∈ U ′の写像 JL : Π0(G
′(A), ω) → Πcus(G(A), ω)による像 π が求めるも

のである。
U ′ ̸= ∅なる f ′

v (v ̸∈ S ∪ {w1})の構成法 : ある γ0 ∈ EG′(F ) − Z(F )が存在して

Φ′
A(γ0, f

′) ̸= 0, ΦA(γ, f
′) = 0 (∀γ ≠ γ0)(6.23)

となるように作れれば十分である。v ∈ S ならば、命題 44より Φ′
v(δv, f

′
v) = tr π0

v(δv)
(∀ δv ∈ G′(Fv)ell − Z(Fv))で、この式の右辺は補題 48から恒等的に零ではない。よって、
Nv = {δv ∈ G′(Fv)ell − Z(Fv)|Φ′

v(δv, f
′
v) ̸= 0 }は空でない開集合である。同様にして、

Φ′
w1
(δw1 , f

′
w1
) ̸= 0 (∀δw1 ∈ Nw1)なる空でない開集合Nw1 ⊂ G′(Fw1)−Z(Fw1)が存在する。

G′(F )の
∏

v∈S∪{w1,w0}G
′(Fv)における像は稠密なので、G′(F )∩

∏
v∈S∪{w1,w0}Nvは少なく

とも１つ要素 γ0を含む。

Σ∗ = {v ∈ Σfin − (S ∪ {w1, w0})| OG(Fv)(γ0) ∩Kv ̸= ∅ }
とおく。v ∈ Σ∗においては、f ′

vを zk ∈ Z(Fv)Kvでは ωv(z)
−1に等しく、Z(Fv)Kvの外

では零になる函数とする。v ∈ Σfin − (Σ∗ ∪ S ∪ {w1, w0}においては、Φ′
v(γ0, f

′
v) ̸= 0とな

るような函数 f ′
v ∈ H(G′(Fv), ωv)を任意に選ぶ。すると、∏

v∈Σfin

Φ′
v(γ0, f

′
v) ̸= 0

である。さて、写像 Ch : Z(F )\G(F ) → F 3を g ∈ Z(F )\G(F )に随伴表現 Adsl(2,F )(g)
の特性多項式の係数を対応させる写像とする。

∏
v∈Σfin

Φ′
v(γ, f

′
v) ̸= 0であるとしよう。任

意の v ∈ Σ∗ において Ch(γ)の F 3
v への像は o3v に含まれ、v ∈ S ∪ {w1, w0}では Ch(γ)

の F 3
v への像はコンパクト集合 Ch(supp(f ′

v))に含まれる。よって、γ に依存しないある
oF -格子 L ⊂ F 3

∞が存在して Ch(γ)∞ ∈ Lとなる。Ch(γ0)∞ ∈ Lの F 3
∞での微小近傍 V

を V ∩ L = {γ0}となるようにとる。N∞(γ0) = {g∞|Ch(g∞) ∈ V }は Z(F∞)\G(F∞)の
Ad(G(F∞))-不変開集合で γ0を含んでいる。よって、f ′

∞ =
∏

v∈Σ∞
f ′
vを台がN∞(γ0)に含

まれ、しかも、Φ′
∞(γ0, f

′
∞) ̸= 0となるように選べる。これで、(6.23)を満たす試験函数 f ′

が構成された。

6.9. 局所対応の構成 (非アルキメデス局所体の場合).

命題 67. F0を非アルキメデス的局所体、ω0 : F0 → C1を指標とする。Dを F0上の四元
数体とする。任意の π0 ∈ Π2(G(F0), ω0)に対して、次の条件を満たす σ0 ∈ Π(D×, ω0)が
唯ひとつ存在する：γ ↔ γ′なる任意の正則楕円元対 (γ, γ′) ∈ G(F0)ell ×D×

ellに対して

[trπ0](γ) = −[trσ0](γ
′)(6.24)

JLF0(π0) = σ0によって定まる写像 JLF0 : Π2(G(F0), ω0) → Π(D×, ω0)は全単射である。
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Proof : 補題 65より、ある有限次元代数体 F、F×のイデール類群指標 ωおよび F の有
限素点 v0が存在して、Fv0 = F0, ωv0 = ω0となる。ωv1 が不分岐となる v1 ∈ Σfin − {v0}
を固定する。ωv1 が不分岐なので、η

2
v1

= ωv1 を満たす指標 ηv1 : F×
v1

→ C1が存在する。
さて、ΣA = {v0, v1}となる F 上の四元数体 Aをとろう (補題 5)。補題 66から πv0

∼= π0,
πv1

∼= StG(Fv1 )
(ηv1)を満たすような既約カスプ保型表現 π ∈ Πcus(G(A), ω)がとれる。π ∈

ΠA,�
cus (G(A), ω)ゆえ、定理 51から JLA(σ) = πを満たす σ ∈ Π0(GA(A), ω)が存在する。そ
こで σ0 = σv0とおくと、命題 64から (6.24)が成立する。π0に対して、(6.24)を満たすよ
うな σ0の一意性および対応 π0 7→ σ0の単射性は指標の直交関係式 (命題 48)から明らかで
ある。
次に全射性を示そう。任意にσ0 ∈ Π(GA(Fv0 , ωv0)をとる。dimσ0 = 1ならば、σ0 = η◦νD

となる指標 η : F×
v0

→ C1が存在する。この場合には、π0 = StG(Fv0 )
(η)が JLF0(π0) = σ0を

満たすことは、命題 37から従う。
dim σ0 > 1ならば、命題 66の証明から、σ ∈ Π0(GA(A), ω)が存在して σv0

∼= σ0となる
ことがわかる。そこで、JLA(σ)を制限テンソルに分解してその v0-成分を π0とおくと、定
理 51から π0 ∈ Π2(G(Fv0 , ωv0)となる。命題 64から JLF0(π0) = σ0でなくてはならない。
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